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算术傅里叶变换的实际实现方法1

    张宪超 徐 云 陈国良

    (国家高性能计算中心，合肥230027)
(中国科技大学计算机科学与技术系合肥230027)

摘 要: 算术傅里叶变换(AFT)结构简单，乘法量少，具有广阔的应用.但在AFT在具体实现中
往往需要过采样来满足实际应用中的精度要求.过采样问题是AFT的一个重要缺陷且限制了它的应用范
围.该文利用AFT的线性插值实现技术精度很高的特点，在线性插值实现技术和过采样技术的基础上提出
了一个新的实现策略，可以达到接近过采样的精度.从而解决了AFT的过采样间题.
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Abstract  The Arithmetic Fourier Transform (AFT) is widely used because of its simple
computational structure and little multiplications. But over-sampling is often needed for the
implementation of AFT to meet the accuracy requirements in real applications and this is
one of the main drawbacks of AFT and limits its application. In this paper, with the fact
that linear interpolation implementation can gain very high accuracy, a new implementation
is presented based on linear interpolation and over-sampling. This implementation can get
accuracy close to that by over-sampling, thus the over-sampling problem of AFT is overcome.
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1引言
    算术傅里叶变换(AFT)是一种利用数论中莫比乌斯变换计算函数的傅里叶系数的方法，它

是由H. Bruns于1903年首次提出的Ill，但没有引起重视.1988年，Dufts和Sadasiv又独立
地发现了类似的方法并把它命名为算术傅里叶变换(AFT) (21，由于AFT有许多优点，因此迅速
引起关注，关于它的研究越来越多!”一‘51，并在许多领域里得到应用.AFT已发展成为继快速
傅里叶变换(FFT)之后的另一重要的傅里叶分析技术.

    AFT算法本身需要对信号函数进行大量不均匀的采样，而实际的系统往往只产生均匀采
.因此在实际应用中，需要利用某种插值方法来实现AFT，但插值实现不可避免地会带来误

.研究表明，线性插值产生的误差非常小，具有很高的精度(3-5,101
附加运算，其乘法运算量比AFT算法本身高出一个量级.因此AFT
用价值.

.但线性插值需要大量的
的线性插值实现不具有实

样

差

    在实际应用中广泛采用的AFT实现方法是零次插值，但零次插值会带来较大的误差[3,4,10]e
为减少这种误差，需要对信号函数进行过采样，即采样频率高于奈奎斯特频率。文献[5)研究了

1 2003-01-07收到，2003-05-27改回
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这个问题并指出在许多应用中，AFT的采样频率是奈奎斯特频率的若干倍.过采样问题是AFT
的主要缺点之一并在一定程度上限制了AFT的应用[4,s].而在某些应用中，例如利用AFT计
算离散傅里叶变换(DFT) [?}或离散余弦变换((DCT)[8]，由于给定的输入是离散的值而不是连续
函数，过采样方法是无法实现的.
    本文利用线性插值精度很高的特点，提出了在线性插值的基础上进行过采样的方法.这种

方法可以达到接近过采样的精度.它是通过简单计算来实现的，从而避免了线性插值的大量计
算问题和零次插值的误差较大或需要过采样的问题.
    本文的方法需要一定的附加计算，但同AFT算法本身的计算量相比较小，不影响AFT的

优点.

2算术傅里叶变换
    目前已有几种算术傅里叶变换算法，其中文献[[4]给出的简化Bruns是最常用的.本文讨

论此算法.

    定义1 (莫比乌斯函数)设n为自然数，它的莫比乌斯函数u(n)定义为
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定义2 (算术傅里叶变换)设A(t)是周期为T的函数，它的傅里叶级数只含有限项

                      N                             N

A(t)=ao+艺an cos 27rn fot+艺bn sin 27rn fot
                      n-1                           n-1

(2)

其中fo = 1/T, a。二f To A(t)dt.
定义如下交替平均值:

                            2n一1

B(2n, a)一六E‘一‘)'A(mT f (2n)+aT )，一‘<a<‘ (3)

则式(2)中的傅里叶系数%和b,可由下列公式计算:

On=

  FNIn1

  艺
1=1,3,5,

  [Nlnl

  艺
1=1,3,5,

p(l)B(2nl, 0) (4)

bn= p(l)(一1)(‘一‘)/2B(2nl,1/(4nl)) (5)

其中n=1,---,N

    AFT需要O(N)
具有广泛的应用.

称这种计算傅里叶系数的方法为算术傅里叶变换(AFT)[4].
实数乘法和O(N2)实数加法。它的结构简单，非常适合VLSI设计[[2,41

3 AFT的线性插值实现和零次插值实现
    从AFT的计算公式可以看出，它需要O(N2)的不均匀的样本点，而实际系统一般只产生

均匀的样本点.因此在实际应用中需要用某种插值来实现AFT.
3.1线性插值实现
    AFT的线性插值实现是按奈奎斯特频率对信号函数采样，然后用采样点的线性插值函数代

替原函数进行计算(图1).
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原函数 采样点

轰

图1  AFT的线性插值实现

    理论和实验研究都表明，线性插值实现的误差很小，精度很高【”一“,i0).为便于与其他方法
比较，我们在表1中给出一组实验数据.它计算了一个有限长度傅里叶级数的前1024个傅里叶
系数(以下实验采用相同的输入).我们分别用Ea和Eb表示%，b。的最大误差.

表I  AFT线性插值实现的误差

3.2零次插值实现

    AFT的零次插值实现的思想是用最近的采样点的函数值代替未被采样的、但AFT公式中
需要的点的函数值.由于零次插值的误差较大，在实际应用中往往需要通过过采样的方法(即采

样频率高于奈奎斯特频率)来减少误差，提高精度.如果某种过采样的频率恰好是奈奎斯特频率

的n倍，我们称这种采样是n倍过采样。图2演示了零次插值和过采样技术.

乏

原函数

零次插值函数

二倍过采样
零次插值函数

采样点

过采样点

图2  AFT零次插值实现和二倍过采样零次插值实现

    从图上可以看出

实现的精度(表2).
过采样的零次插值函数更加逼近原函数.通过过采样可以明显地提高AFT

表 2  AFT 零次擂值实现的误差

4对线性插值函数进行过采样
    我们希望避免对函数进行过采样但提高AFT的实现精度.注意到线性插值实现的精度是

非常高的，即用AFT公式计算出的线性插值函数的傅里叶系数和原函数的傅里叶系数十分接
近.因此线性插值函数的傅里叶系数的好的近似也是原函数的傅里叶系数的好的近似.

假设我们希望计算一个函数f (t)的傅里叶系数，记它的线性插值函数为L(t)，记线性插

值实现对原函数的误差为Elf, L(t)上的一个零次插值实现的误差为Eoi，这个零次插值实现对
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原函数f (t)的误差为Eof，则!Eof1 :5 JEtfI+lEolI。在线性插值函数上使用过采样可以减少
Eot.因此可以通过在一个信号函数的线性插值函数上进行过采样来提高AFT的实现精度。

    注意到线性函数的一个简单性质:
    性质1 设fW 是一条线段，它的起点是(a, f (a))，终点是(b, f (b))，则此线段的中点是

((a+b) /2, (f (a)+f (b)) /2).
    因此对一个线性插值函数，可以简单算出它的每个线段中点的函数值，从而得到2倍过采

样(图3).重复这样的过程，可以得到4倍，8倍，等等的线性插值函数的过采样。表3给出
了通过过采样技术得到的线性插值函数的傅里叶系数的误差.
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在线性插值函数上过采样

表3 过采样技术对线性插值函数的 AFT实现精度的提高

采样数 2048(1倍) 4096(2倍) 8192(4倍)
误差 Ea 2.740 E-03 6.917 E-04 3.569 E-04

Eb 6.234 E-03 2.529 E-04 1.454E-04

如果采用这样计算出的近似线性插值函数的傅里叶系数作为原信号函数的傅里叶系数，则
误差见表 4.

表4 线性插值 十过采样实现 AFT的误差

采样数 2048(1倍) 4096(2倍) 8192(4倍)
误差 Ea 2.740 E-03 6.931 E-04 3.518 E-04

Eb 6.234 E-03 2.518 E-04 1.474E-04

    比较表2和表4中的数据，可以看出在原函数上进行过采样和在线性插值函数上进行过采
样的效果是比较接近的.
    现在分析这种方法的计算量.设在一个有N个节点的线性插值函数上进行m二2k倍的过

采样.则需(2“一‘+2“一+⋯十1)N=(2k一1)N=(m一1)N次乘法(除2)和加法计算.由
于在实际应用中需要的过采样倍数远远小于采样点数[[4,51，即m << N。因此与AFT本身的
O(N)次乘法和O(N2)次加法相比，这个附加计算量是可以接受的.

5用于计算离散傅里叶变换(DFT)
    傅里叶系数和DFT有着紧密的联系，可以通过傅里叶系数计算DFT。由于DFT的输入

是离散的，而AFT需要大量的函数样本点.因此若用AFT计算DFT,需要把DFT的离散输

入序列构造成一个函数.文献{7}给出了一种构造方法，即在[[0,1]区间上构造这个离散序列的
零次插值函数，用这个函数实现AFT.由于在零次插值函数进行过采样显然是没有任何意义
的，因此无法提高文献{7]中用AFT计算DFT的精度。

    通过前面的讨论，用文献【7]的方法，我们可以这样计算DFT，即在[[0, 1]区间上构造离
散输入序列的线性插值函数(实际上并不构造，只是计算线段中点的函数值)，在这个函数的基·

础上进行过采样来实现AFT，从而计算DFT.

给出了用本文方法(8倍过采样)和文献[[7]方法计算DFT的误差比较.其中尽和
Ei分别表示实部和虚部的最大相对误差.
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表5 本文方法与文献〔7}方法计算DFT的误差比较
长度 实虚部 本文方法误差 文献1[7方法误差
1024 实部误差(E* ) 4.3076 E-03 2.1939 E-02

虚部误差(Ei) 2.8046 E-03 2.1938 E-02

2048 实部误差(E,) 2.1094 E-03 4.2212 E-03

虚部误差 {(E; ) 1.4483E-03 6.1257 E-03

4096 实部误差(E,) 1.1707 E-03 2.3697 E-03

虚部误差(E; ,》 1.1765 E-03 2.0422 E-03

    可以用类似的方法改进DCT的算术傅里叶变换算法181的计算精度.

6结论
    过采样问题是AFT的主要缺点之一，本文给出了通过简单计算实现达到接近过采样技术

的精度的AFT实现方法.由于这种方法是通过简单计算来实现的，因此保持了AFT的优点。
对解决实际应用问题来说，这种方法的附加计算量和AFT本身相比可以接受.
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