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摘 要 该文研究了一个带时延的神经元方程，分析相应的线性化方程的超越特征方程，研究了这个模型 

的线性稳定性．对于神经元来 自过去状态的抑制影响，作者发现当这个影响值变化并通过一个临界序列时， 

这个模型会出现 Hopf分岔，利用规范形式理论和中心流形定理，解析确定了周期解的稳定性与 Hopf分 

岔方向，数值例子也证实了所得结论． 
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1引 言 

在生物神经元 中，通常有几种类型的时延，如元胞时延，传输时延和突触时延 【 ，时延 

引入神经元或神经网络 中，可能导致复杂的动力学行为，以前研究者用稳定平衡点作联想记忆 

和模式识别等应用问题，目前 已发现应用周期振荡和混沌 吸引子作联 想记忆和模式识别有着更 

广阔的前景，因此，研究神经 系统 的振荡和混沌行为是非常重要且有意义的。 
由于神经 网络是一个大规模 的动力学系统，其动力学行为的研究也较为复杂， 目前国内外 

众多学者已将注意力转移到少量的神经元且带时延网络模型的研究上 【卜91，这是因为这些简单 

的神经元方程可以藕合成一个大规模的神经网络。在文献 【1]中，作者研究了无自连接且带离 

散时延的两个神经元系统的稳定性，他们也证明了 Hopf分岔的存在性。在文献 【2]中，作者提 

出了几个带时延的神经元方程，这些时延包括了离散时延和连续分布时延，并讨论了神经元模 

型的稳定性。文献 l7I讨论了带弱核的神经元方程并发现这个模型不可能导致稳定性转换；文献 

【5]讨论了带强核的神经元模型，仿真实验发现了当平均时延变化时，模型的动力学行为经历了 

从稳定到不稳定再到稳定的现象；在文献 f81中，基于规范形式理论和中心流形定理，我们证明 

了周期解的稳定性，并确定了分岔方向。最近在文献 【9]中作者在带弱核的两个神经元系统中发 

现了模型从稳定到不稳定再到稳定的动力学现象并证明了分岔周期解的稳定性；在文献 【6]中 

作者讨论了一个带时延的简单神经元模型并得到了周期解的稳定性和分岔。本文我们讨论更一 

般的带离散时延且一个神经元方程。我们的模型比文献 【6]有更一般的激活函数而不必取双曲 

正切函数，这 为研究其他非单调激活函数的神经元模型提供了一个新的研究方法。 

本文组织如下：第 2节得到了 Hopf分岔存在的充分条件；在第 3节，基于规范形式理论 

和 中心流形定理，我们解析获得 了 Hopf分岔周期解的稳定性与分岔方 向；第 4节给出了数值 

仿真实验，最后得到 了结论。 

2局部稳定性和 Hopf分岔的存在性 

在这节，我们讨论下面的神经元模型： 

dy(t)／dt=-y(t)+af[y(t)]一abf[y(t一1)]， t>0 (1) 

这里 ，(·)是任意非线性函数并且它存在三阶连续导数。如果 !， 是 (1)式的平衡点，那么 !， 满 

足 

Y =a(1一b)f(y ) (2) 
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假设 a和 b满足下面 的不等式 

a>0， b 0， la(1一b)IM <1 

这里 l， ( )l M 。显然 (3)式满足时， (2)式有唯一解，因此 (1)式有平衡点 Y=Y 。 

将方程 (1)用 Taylor展开式在平衡点 Y 附近展开 

这 里 

(3) 

9(t)=Ly(t)+H(y)+高阶项 (4) 

f Ly(t) =(al～1)( (t)一Y )+bl(y(t一1)一Y ) 

I H(y) =a2( (t)一 ) +a3(y(t)一 )。+b2( (t一1)一 ) +b3( ( )一 )。 

f 01 ：af ( )，02=af ( )／2，03=af ( )／6 

I b1 =一abf ( )，b2=一abf ( )／2，b3=一abf ( )／6 

那么线性化方程为 

it=(al一1)u(t)+blu(t一1)，u(t)=y(t)一Y 

众所周知，平衡 点 Y=Y 的稳定性依赖于特征方程的根，因此我们有 

引理 1 在 复 数域 内，考 虑 下面 的 超越方 程 ： 

A=(01—1)+ble—A 

(5) 

(6) 

这里 01≠1和 61≠0。 

(1)如果 b1>0，al<2和 a1+bl<1，则 (6)式的解 A有负实部。 

(2)如果 b1>0，al<2和 a1—1<lb1l<[(al一1) +02] ／2，这里 0=(a1—1)tan0，则 

(6)式的解 A有负实部。 

(3)如果 al>1或 al<1，则存在 62使得 (6)式在bl=bo点有纯虚根。 

证明 (6)式的所有根有负实部的充分必要条件是 i J 

(1)01—1< 1和 (2)01—1<一b1<[(01—1) +02】 ／2。这里 是 0=(01—1)tan0 

的唯一根。由条件 (1)，我们一定有 01< 2。并且由条件 (2)我们有 01+61< 1，而且 
一 b1< +(a1—1) ] ／2．如果 b1>0，那么这些条件变为 a1<2，a1+b1<1；如果 b1<0， 

稳定性条件是 al<2，al一1<lbll<[(01—1) +02] ／2。这就完成了 (1)和 (2)的证明。下面 

我们来证 明条件 (3)。 

假设对某些参数值 b1=bo，(6)式有纯虚解 A=iwo， o∈R+。这就得到了下面的方程： 

或等价于方程 

0 (al一1)tanwo (8) 

有正根 o当且仅当 (1)al> 1， o∈ (n丌，n丌+丌／2)，n= 1，2，3，⋯；(2)al< 1， o∈ 

(n丌一丌／2，n丌)，n=1，2，3，⋯ 。因而 A是方程 (6)的解。 证毕 

注意到 (2)成立，则 bo<0，显然与假设 bo>0矛盾，因此在下面的研究中我们仅考虑情 

形 (1)。 

、●● ，J  

1  0  
= = 

∞ -量 

C  S  

L． +  
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利用引理 1，我们有下面的定理： 

定理 1 (局部稳定性和 Hopf分岔的存在性) 

(1)如果 bx>0，al<2，al+bx<1，那么 Y=Y 是系统 (1)的唯一稳定平衡点；如果 

bx<0，a2<2，al一1<IbxI<[al一1) +02] ／2，0：(a1—1)tan0，那么Y=Y 是系统 (1) 

的唯一稳定平衡点。 

(2)如果 al>1，那么在点 bx=bo>0存在一个从 到周期轨道的 Hopf分岔。 

证明 (1)的证明可直接从引理 1得到，在下面我们证明条件 (2)。 

设 = +iw且利用 (6)式，我们得到 和 的方程： 

我们已知道对于 b1=bO， (6)式有解 o： o+iwo，这里 o：0和 o∈R+。 

X~Hopf分岔出现的第二个条件是【l0] I6 ：67>。。在下面我们证明这个条件也满 
足 。 

设 =Re(A)， =Im(A)，在 bx从 (9)式容易得到 

啬=e一 s e— cos e一 ~n dw 

从 (7)式，当 bx=bO， =0， 

和 

也就是 

-

cosWo-bocos 。 sin 。 

=-sinWo+b0sin 。 cos 。 

d ( o，Od0，bo)
一  

bo+COS0d0 (62) +(1—01) 
—— _ 一—(1+b~coswo)2—+(b~sinwo)2 —b~[(1+b~coswo)—2+(b~sinWo)2] 

如果 01<1，b2>0，那么d ( o， 0，b~)／db1>0；并且如果 01>1，b2> 或 
一 、／ <b2<0，那么d ( 0， o，b~)／db1>0。 证毕 

3分岔周期解的方向和稳定性 

在这节我们利用文献 [11]引入的规范形式方法和中心流形定理来研究分岔周期的方向，周 

期和稳定性。 

为了方便起见，设 bx=b2+ ， ∈R。那么对 (1)式 =0是 Hopf分岔。这节我们假设 

函数 ，满足 

f∈C。(R)， uf(u)≠0， U≠0 (10) 

、● ●  ， J  

S  
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C  
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那么 (1)式可再写为 

6(t)=(al一1)u(t)+bl (￡一1)+a272。(t)+a3 。(￡) 

+b2u。(￡一1)+bau。(￡一1)+O(M ) (11) 

L =(al一1) (0)+b1 (一1) (12) 

F( ， )=a2~。(0)+a3~。(0)+b2~。(一1)+b3 。(一1)+O(1~1 ) (13) 

由Riesz表示定理，在 ∈[-1，0]上存在有界变差函数叩( ， )使得 

L = ／ dq(0， ) ( )， ∈C (14) 

如果我们选择 叩( ， )=(al一1)5(0)+b15(0+1)， ∈[-1，0]，那么 (14)式就得到满足。 

对于 ∈C ([-1，0]，R)，定义 

r d~(0)／d0， 一1 <0 

t 5’ 
市Ⅱ 

R( ) ={ ( ， )， -：1 < <。 (16) 
那么 (11)式可重写为 

6t= ( ) ￡+R( ) ￡ (17) 

这里 (￡)=y(t)一Y ，?2t= (￡+ )， ∈[一1，0]。 

对于 ∈ [0，1]，A的伴随算子 定义为 

r—d~(5)／d5， 0< <1 

t =。 8’ 
对于 ∈ ([0，1]；( 。) )和 ∈ ([0，1]； 。)，我们定义内积为 

< >=_(0) )一 
一  ：

0

。

_(s (s)ds (19) 

为了计算算子 A 的 Poincare规范形式，我们需要计算 A 的属于特征值 0的特征向量 q 

和 A 的属于特征值 0的特征向量 q ． 

直接计算，我ff]得到 A(0)的相应于 0的特征向量： 

q(e)=exp(iwo0)， 一1 <0 (20) 

和 A (0)的相应于 -ia)o的特征向量： 

q ( )=D exp(iwos)， 0 s 1 (21) 
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这里 D 1／(1+ble o)，因此，我们有 

< q ，q>= 1， < q ， >= 0 

下面我们来证实 <q ，q>=1。事实上，从 (19)式，我们有 

<q ．q> (。)g(。)一 
一  。 

(s— )d叼( )g(s)ds 

一  小 (1+bl(~--zo-'0 s)D=1 

同样，我们能证实 <q ， >=0。注意到 Aq(O)=i~oq(O)，A q (0)=一iwoq (0)。我们有 

(al一1)+ble一 。=乱 o，(al一1)+ble 。=一 o。因此 bl[e 。一e一 。]=一2 o。且 

那 么 

这 里 

<g ，g>= (。) (。)一 
一  。 

e— 。cs一目 [(n 

O 厂 [(01 
J =一1 Js=O 

1)5(0)+b15(0+1)]e--iwoOdOds 

1)5(0)+bl5(o+1)]eiwoOe2iwosd0d．s 

—

D[1+(bl／(2iwo))(e 。一c--iwo)]=0 

在下面的叙述中，我们沿用文献 [11]的记号。设 

那么 (24)式可写为 

三(￡) 

f(z，-2) 

Z =< q ，Itt> 

iwoz(t)+ f(z， 

F(0，w(z， )+2Re(zq(0))) 

三(￡)=iwoz(t)+g(z，-2) 

且 w(z，-2)=W20Z。／2+W11Z-~-{-Wo2-2。／2+⋯ 和 g(z，-2) 

+·一。因而，我们有 

上式可重写为 

注意到 

因而 ，我 们得到 

W  

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

g2oz。／2+g11ZSA-go25。／2+_921z。5／6 

I 训一2Re{~ (0)，g( ))， 一1 <0 

【 训一2Re{~ (0)，g(0))-4-，， =0 

W  

H(z，-2) 

Aw-4-H(z，-2) 

H2oz。／2+Hl1z-2+Ho2-2。／2+ 

乱￡( )=w(z， )( )+ZC 0 +-2e一 0 

Ut(0) 

乱￡(一1) 

w(z，-2)(0)+Z+-2 

w(z， )(一1)+ZC--iw。+-2e 0 

(27) 

(28) 

(29) 
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解上面的方程我们得到 

w2o(O) q(o)e + 虿(0)e 。 +E1e2 (33) 
Z030 Z O 

类 似可 得 

Wll( )：一 q(0)e{ 。 + 虿(0)e一{ 。 + (34) 
Z O Z 0 

这里 E1和 是两个实常数并且可从 H 置 0=0而得到，事实上，因为 

H(z， ，0)=一2Re{~ ，q(0))+f 

我们有 

H2o(0)=一g2oq(O)一 209(0)+2(a2+b2e一。 。) 

和 

H11(0)=--gllq(O)一gll虿(0)+2(a2+b2) 

由 (32)式和 (15)式，我们有 

(al一1)w2o(O)+blw2o(一1)=2iwow2o(0)一／／20(0) (35) 

和 

(al一1)Wll(0)+blW11(一1)=一H11(0) (36) 

将 (33)式代入 (35)式，我们得到 

型  (37) —————————— 了 『二 ————————一 l J 

类似 地 

：  坐  塑  
a l 1 bl ( 一 )+ 

c 善 ；妻Re({9C。 1 0)} ／[2RI9e AT2 Im{C1#2Im A (o) ]／I9w。o2Re{C1 2I。)+ ) c39 2=一 ( ，(0)] I r3q、 =[ (0))+ l 。= (0)) ．J 
定理 2 在 (39)式中， 2确定了 Hopf分岔方向：如果 2>O(u2<0)，那么 Hopf分岔 

是上临界的 (下临界的)并且对于 bl>62(<bo)分岔周期解存在； 2确定了分岔周期解的稳定 

性：如果 2<0(>0)，那么分岔周期解是轨道稳定的 (不稳定的)； 确定了分岔周期解的 

周期：如果 T2>0(<0)，那么周期增加 (减少)。 

http://www.cqvip.com
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4数值例子 

在这节，我们考虑系统 (1)式的几种具体情形，为了方便起见取 f(x)=tanh(x)，对于不同 

的 a，b，定理 2中各种参数值的计算结果见表 1。注意表 1中第一行的值是文献 [6】的结果， 

因此文献 [6】的结果是本文的一个推论或一个具体例子，而本文推广了文献 [6】的结论到更一般 

的神经元模型。 

我们用表 1的第 1行和第 3行的数值进行了计算机仿真，采用四阶 Runge—Kutta方法，其 

结果与我们的理论相吻合 (见图 1 4)。 

表 1 对不同的 a，b，定理 2中的参数值 

n b UO C1(0) 2 2 
1 1．5808 4．5864 —6 586．5716 —12 

2 3 4．4934 —6．3489— 0．8872i 590．1008 —12．6979 

3 2 4．2748 —7．0101— 1．5496i 606．2079 ——14．0203 

4 10 3．9164 —6．3426— 0．3264i 769．3457 —12．6853 

5 3 3．7902 —7．3015— 0．9223i 1229．2 —14．6030 

6 9 4．5864 —0．60805— 0．5645i 2580．3 —12．1618 

图1 a=1，b=1．5808，系统 (1)式的波形图 图2 a=1，b=1．5808，系统 (1)式的相图 

图3 a=3，b=2，系统 (1)式的波形图 图4 a=3，b=2，系统 (1)式的相图 

http://www.cqvip.com
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5结 论 

本文我们研究了带离散 时延神经元模型的 Hopf分岔，获得 了判定分岔周期解的稳定性 的 

解析公式。我们的结果推广了文献 [6]的结果，并且讨论了更一般的神经元模型以及激活函数可 

取任意的非单调函数 。今后进 一步可研 究的方 向是两个带离散时延神经元模型的 Hopf分岔以 

及一个带离散时延神经元模型的混沌现象。 
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HOPF BIFURCATION FOR DELAYED NEURON EQUATION WITH 
ARBITRARY ACTIV ION FUN CTION 

Zhou Shangbo Liao Xiaofeng Yu Juebang 

(Dept．of Opto—electronic Technology，UEST of China，Chengdu 610054，China) 

(Faculty of Computer Sci．and Eng．，Chongqing University，Chongqing 400044，China) 

Abstract In this paper，a neural equation with discrete time delay iS studied．The tran— 

scendental equation corresponding to the above-mentioned linearized system iS analyzed．The 

linear stability for this model has been investigated．For the case with inhibitory influence from 

the pas t state．it iS found that Hopf bifurcation OCCURS when this influence var ies and pas ses 

through a sequence of critical values．The stability of bifurcating periodic solutions and the 

direction of Hopf bifurcation are determined by applying the normal form theory and the center 

manifoId theorem．Some numerical examples illustrated those results． 

Key words Neuron，Discrete time delay，Stability，Holf bifurcation，Periodic solution 
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