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Nakagami-m 分布 m 参数广义矩估计器的近似闭式解 

黄庆松   吴伟陵 
(北京邮电大学信息工程学院   北京  100876) 

摘  要：Nakagami-m 分布是描述无线多径小尺度衰落的有力工具，有很多文献研究其 m 参数的估计问题。本文研

究一类称作为广义矩估计器的 Nakagami-m 参数估计器，在推导一类超越函数的近似表示式的基础上，给出广义矩

估计器超越方程的近似闭式解。理论分析和数值仿真结果表明，近似闭式解应用于低阶矩估计器，不仅计算简单，

其性能也基本没有变化。本文给出的一类超越函数的近似表示式具有十分广泛的用途。 
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Approximate Close Form Expression for  
Generalized Moment-Based Nakagami-m Estimation 

Huang Qing-song    Wu Wei-ling 

(School of Information Engineering, Beijing University of Posts and Telecomm., Beijing 100876, China) 

Abstract  A number of publications address the issue of the m-parameter estimation in Nakagami-m fading. The purpose 

of this contribution is to tackle approximate close form expression for a class of generalized moment-based estimator since 

it is always a transcendental equation. The details of derivation process are given. Numerical results are presented to 

demonstrate that the approximate estimator is not only computationally efficient but also accurate enough when compared 

with other estimators. 
Key words  Nakagami-m distribution, Parameter estimation, Generalized moment-based estimation. 

1  引言 

Nakagami-m 分布能够很好地描述多径小尺度衰落信道

的包络分布，其m参数的变化，涵盖了莱斯分布、瑞利分布、

高斯分布以及无衰落的情况，是研究无线多径信道的一个有

力工具。在实际的无线应用环境中，m参数必须通过估计获

得。基于独立同分布的Nakagami-m随机变量来估计m参数问

题，已经获得广泛深入的研究[1 − 7]，提出了很多性能很好的

m参数估计器。历史上，m参数的估计方法可以分为两类：

一类是基于矩估计的，另一类是基于极大似然方法的。根据

文献[1]的研究，基于极大似然的最早的工作在Greenwood和

Thom的文章中给出。Cheng和Beaulieu也在文献[2]中独立地

给出了基于极大似然方法的估计器。文献[3]给出了基于矩估

计的估计器，而最有趣的基于矩估计的估计器由Cheng和

Beaulieu在文献[5]中给出。文献[5]中作者提出了一种基于分

数阶矩估计的估计器，具有很好的性能，只是其计算量比较

大。文献[1]和文献[3]对多个m参数估计器的误差方差性能作
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了分析比较。文献[6,7]研究了在加性高斯噪声干扰下的m参

数估计，给出了两个基于矩估计的估计器并且对其性能作了

比较研究。 

本文研究 m 参数的广义矩估计器，首次推导出广义矩估

计器中出现的一类特殊函数的近似表示式，并在此基础上给

出广义矩估计器的近似闭式解。把近似表示式应用于基于一

阶和二阶矩估计的广义矩估计器，得到了具有近似闭式解的

在性能和计算复杂度上都很好的 m 参数估计器。我们推导的

一类特殊函数的近似表示式，具有很广泛的用途。 

2  m 参数广义矩估计器及其近似闭式解 

2.1  广义矩估计器 

在 Nakagami-m 衰落信道中，信号包络的概率密度函数

为 
2 1 22 1( ) exp , , 0
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式(1)中，衰落参数m和平均能量参数 定义为 Ω
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式(1)中， 为Gamma函数。Nakagami-m分布的k阶矩为 ( )mΓ
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对于衰落参数为 m 平均能量为 的独立同分布的

Nakagami-m 随机观测序列 ，由此观测序列来

估计 Nakagami-m 分布的参数，其 阶矩的估计为 
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由式(3)和式(4)，可以得出m参数基于矩估计的一般形式

为[7]
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式(5)中， 为正的实数。在 确定后，式,k l ,k l (5)是m的单调函

数，因而被称为m参数的广义矩估计器。当取 都是不相等

的偶数的时候，式

,k l

(5)有闭式解。当 不同时为偶数，成为

一个超越方程，没有闭式解。 

,k l

对于一个在无穷区间上分布的随机变量，用有限N个观

测值估计其k阶矩，特别是高阶矩，会存在很大的偏差[8]。使

用低阶矩来估计m参数，会比使用高阶矩有更好的鲁棒性。

文献[1,3]对几种估计器性能比较的结果，特别是文献[5]的分

数阶矩估计器带来的性能改善，比较明确地验证了这种观

点。因此，应该尽量使用低阶矩来估计m参数。由于分数阶

矩估计需要比较多的计算，考虑计算复杂度和估计器的性能

这两个因素，使用一阶和二阶矩估计的估计器应当是比较合

适的选择。取 ，式2, 1k l= = (5)导出基于一阶和二阶矩估计

的估计器 ： 12m̂
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2 2
1

ˆ2
2

ˆ 1/ 2
ˆ m m

m
m m

μ Γ
μ Γ =

+=             (6) 

可以预计， 会比式(25)和式(26)有更好的性能，但式12m̂

(6)的超越方程通常只能使用查表的方式求解。式(5)中，只要

不同时为偶数，就会出现式,k l (7)的因子或者其倒数形式，

导致一个类似(6)式的超越方程： 
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下面推导函数 ( )f m 的近似表示形式，使得式(5)和式(6) 

 

有一个足够精确的近似闭式解。 

2.2 函数的近似表示 

对 ，0m > ( )mΓ 为大于 0 的实数且连续，因而式(7)

( ) 0f m ≥ 。当 ，0m > ( )mΓ 可以表示为[9]

( ) [ ]1 22 exp( ) 1 ( )mm m m rΓ π −= − m+          (8) 

其中 ( ) exp(1 12 ) 1r m m≤ − 。式(7)可以表示为 
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因此，式(9)取对数后可以近似为(丢弃最后一项)： 
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对于实数 ，满足收敛域m 4 1m + > 1时，有 
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分别对式(11)取 ln[1 1 (2 )]m+ 展开式(12)中的第一项，得

到 
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由式(13)可得到 
( )1 4 1( ) mf m me− +≈                 (14) 

利用级数式
2
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x < ∞ )，展开式(14)，得到 
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注意到 4 1m 1+ > ，对式(15)取前两项和前三项，可以得到两

个近似式： 
2

1
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至此，我们得到式(16)、(17)作为式(7)的两个不同阶数

的近似表示。根据具体应用的需要，对式(11)采用不同展开 

 

方式，能得到多个不同的近似表示。 
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2.3 近似表示式的系数搜索 

由于经过了多次近似过程，式(16)、(17)并不是同阶表示

式中最好的。在近似式分子分母的最高阶数不变的前提下，

可以在式(16),(17)的分子和分母上增加m的低阶项来调整近

似式，使近似式与原始式(7)之间的误差更小。由式(16)表示

的近似式的通式为 
2
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式(18),(19)中， 是需要调整的常数系数。定义近似表

示式的误差为 

0 1 2 3k k k k

( ) ( ) ( ),   1,2if m f m y m iΔ = − =           (20) 

对 2y 系数的搜索过程于图 1 所示，一个比较满意的结果

为 
2

2
4 0.001 1/15

4 1.002
m my

m
+ −

=
+

           (21) 

搜索 1y 的系数，一个比较满意的结果为 
2

1 0.2505
my

m
=

+
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式(22)的误差比较大，但是，其表示形式十分简洁，在应用

中能带来很多方便。式(22)的误差在 10-3量级以内。对式(17)

进行同样的系数调整过程，能得到更好的近似表示式，误差

能达到 10-8左右。 

 

图 1 对 y2 的搜索过程中误差变化示意图 

2.4 估计器的近似闭式解 12m̂

当出现式(7)的因子时，不同的近似表示式都可以使式(5)

获得相应精度的近似闭式解。考虑到低阶矩估计比高阶矩估

计有更好的性能以及较低的计算复杂度，我们仅研究近似闭

式解在低阶矩估计下的性能。定义 2
1 2ˆ ˆ/D μ μ= ，分别使用式

(21)和式(22)表示的近似，带入式(6)的 估计器，得到其两

个近似闭式解为 
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从二次方程的两个解中选择式(23)，是因为 而且 m

参数理论上大于零。 

0 1D≤ ≤

3  数值仿真 

3.1 仿真中用到的 Nakagami-m 参数估计器 

历史上，由于没有闭式表示， 估计器没有受到应有

的重视。我们使用 的近似闭式形式与其他估计器进行比

较，以衡量其性能优劣和计算复杂度。文献[1～7]中提出的

重要估计器共有 6 个。基于二、四阶矩的m参数的估计 

为

12m̂
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基于一、二和三阶矩估计的m参数估计器[5]： 
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基于分数阶矩估计的m参数估计器[5]：  
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P大于零。p＝1 时就是 1 2 3ˆ M M Mm ；p=100 的性能基本达到极

大似然估计的性能[5]。 

对于独立同分布的抽样序列，对数极大似然方程为[2]  

( ) ( )ln ym mΨ− + ≈             (28) 

式(27)的解就是极大似然估计 。式(28)中，MLm̂ ( )mΨ ′Γ=  

( ) ( )/m mΓ ，为digamma函数； ( ) 22

1 1

1 1ln
N N

ii
i i

y rr
N N= =

= −∑ ∑ 。

1988 年，Bowman[4]使用迭代的方法解似然方程式(28)： 

( ) ( )( ), 1 , 1, , 1 ˆ ˆˆ ˆ ln /B i B iB i B i m mm m ϕ− −− y⎡ ⎤= −⎣ ⎦       (29) 

式(29)中，i 为迭代次数，初始 ,0ˆ Bm 值由二阶近似估计器式(30)

决定。极大似然估计器的二阶近似为 

( )
2

1 1 4 /3ˆ
4L

y
m

y−
+ +

≈              (30) 

Greenwood和Duraud[1]采用多项式拟合的方法，给出了

一个比二阶近似更接近极大似然估计的算法，但是计算量比

二阶近似要大： 
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m参数估计器的归一化误差方差下界(Cramer-Rao界：

CRB)为[2]

( )[ ]2 2

ˆVar( ) 1
1

m
m Nm ' mmψ

≥
−

              (32) 

我们用蒙特卡罗仿真来比较各种估计器偏差均值 mΔ 和

归一化误差方差： 

(
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其中 M 表示蒙特卡罗试验次数。Nakagami-m 独立同分布随

机数的平均能量 ，m 参数为{1Ω = }0.5 ,   1, ,40im i i= ⋅ = ，

抽样数目分别为 N=100 和 1000。 

3.2 仿真结果  

图 2 给出了不同的m参数估计器的归一化误差方差的性

能对比。由图 2 可以看出，我们给出的 估计器的两个近

似闭式解的误差方差远远小于使用了高阶矩的 和

的误差方差，体现并且保持了使用低阶矩估计的优越性。

比 在误差方差性能上略好，接近Bowman

12m̂

123m̂ INVm̂

12 2m̂ − 12 1m̂ −
[4]使用迭

代方法所达到的最好结果，在N＝1000 时， 和12 2m̂ − 12 1m̂ − 的

归一化误差方差都接近CRB。图3给出不同估计器的由式(33)

计算的均值偏差。所有的估计器都存在均值偏差，随着N变

大，均值偏差减小，实际上它们都是渐进无偏的。 12 2m̂ − 和

的均值偏差相对于其他估计器有一个很小的平移，在

且N=1000 时， 的平移大约为 0.05，

12 1m̂ −

5m > 12 2m̂ − 12 1m̂ − 的平移

大约为0.1。 N=1000时， 的均值偏差大约在m=1和m=10

处通过 的点，这是比较有利的。 

12 2m̂ −

0mΔ =

衡量估计器性能的另一个标准是算法的计算复杂度。由

于仅仅涉及到一二阶矩估计，在本文所列的估计器中， 12 2m̂ −

和 具有最低的计算复杂度。相对于查表的方法解决

的求解问题，近似表示省去了很多麻烦。因为要使 m 值达到

0.05 的查表间隔，表格是比较大的。 

12 1m̂ − 12m̂

比较 和 的估计性能，可以看出，12 2m̂ − 12 1m̂ − 12 2m̂ − 的误差

方差性能比 的性能略好，它们的主要差异在均值偏差

上。由于均值偏差都比较小，考虑到式(23)比式(24)计算复杂

得多，实际应用中，使用 就能很好地估计 m 参数。 

12 1m̂ −

12 1m̂ −

 

 
图 2 不同估计器的归一化误差方差的对比 

 

图 3 不同估计器的均值偏差对比 

4   结束语 

本文首次推导出式(7)函数简洁的近似表示式，并且在此

基础上给出了基于一二阶矩估计的Nakagami-m参数估计器

的近似闭式解。仿真结果表明，近似函数的误差比较小，基

本保持了一二阶矩估计器相对于其他估计器的优良性能，从

而使得基于一二阶矩估计的m参数估计器成为在性能和计算

复杂度综合衡量下最好的Nakagami-m参数估计器。由于

Nakagami-m分布是描述多径小尺度衰落信道信号包络分布

的重要工具，式(7)函数的近似表示式及其可能的变化形式将

为这一领域的信号处理带来很大的方便。 
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