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一种基于投影的小波矩及其在图像识别中的应用 
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*(西北工业大学自动化学院 西安 710072) 

**(清华大学自动化系 北京 100084) 

摘  要: 该文提出了一种基于图像投影的小波不变量算法。首先将图像投影到一维空间，然后引入一种平移和比

例不变自适应一维小波变换，利用该变换获得图像的平移和比例不变特征。由于图像的旋转导致特征矩阵发生行

之间的循环平移，该文利用奇异值分解进行研究，得到的奇异值向量具有图像的 3 个不变性。实验分析表明，本

文方法具有较好的图像识别效果。 
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Abstract  In this paper, a new wavelet invariant moment based on image projections is proposed. Firstly, Radon 

transform is used to project the image to 1-D space. Then, a translation and scaling invariant adaptive 1-D wavelet 

transform is introduced, and the projection data is transformed to wavelet domain to get a feature matrix with translation 

and scaling invariance. Since the feature matrix is influenced to be cyclically shifted of rows when image rotates, Singular 

Value Decomposition (SVD) is employed and singular value vector is invariant under image translation, scaling and 

rotation. Simulation results are given to obtain insight into the efficiencies offered by this method. 
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1  引言 

基于不变量特征的图像识别是模式识别中的重要问题

之一。所提取的特征需要具有位移、比例和旋转不变性，同

时要能够较好地反映出图像的特征(形状或纹理)。1961 年

Hu[1]首先提出了矩不变量，并利用算术式的非线性组合得到

一组具有RTS不变性的矩特征；潘泉等[2]针对比例因子对不

变矩的影响，给出了一种修正归一化中心矩的方法，研究了

比例因子较大时对不变矩的影响；Lo 等[3]利用三阶矩建立

图像不变量进行图像目标识别，过程比较复杂；Khotanzad

等[4]讨论了Zernike矩的不变性，并指出该不变矩较其它正则

矩方法有着较好的识别效果，但是计算量非常大；其它还有

一些矩如伪Zernike矩、Legendre矩、旋转矩及复数矩等也有
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较多的研究[5,6]。 

小波矩也是近几年来研究较多的一种重要的不变量方

法[7-10]。Shen等[7]提出一种具有旋转不变性的小波矩特征，

其比例和平移不变性是通过对图像进行归一化处理获得，所

以该方法并不是完全的不变量；Xiong等[8]提出一种具有平

移和比例不变的小波矩，但是该矩并不具有旋转不变性；Pun

等[9]提出利用两次小波包分解获得具有旋转和比例不变性

的小波不变量，但是不具有平移不变性。 

以上方法均是在二维图像空间直接进行小波变换，计算

比较复杂。当图像发生一定变化时，会引起变换系数的较大

变化。本文提出采用 Radon 变换将图像数据从二维空间投影

到一维空间，通过对投影数据进行平移和比例不变的自适应

一维小波变换，得到的特征矩阵具有比例和平移不变性。由 
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于图像旋转导致特征矩阵发生行之间的循环平移，本文提出

利用奇异值分解的方法获得旋转不变特性。实验分析表明，

本文提出的方法能够较好地用于图像目标识别。 

2  Radon 变换 

一个函数f(x,y)的Radon变换是该函数沿包含该函数的

平面内的一族直线的线积分[11]，如式(1)所示。 
{ ( , )} ( , ) ( cos sin )d d ( )R f x y f x y t x y x y p tθδ θ θ= − − =∫∫  (1) 

这里 ( )tδ 是Dirac 函数，该函数在 之外的所有点处值均

为 0。该定义是将函数f(x,y) 沿着直线

进行积分，从而获得在任意 ( ,

0t =

cos sin 0t x yθ θ− − =

)t θ 处f(x,y)沿着该直线的求和

值 。所有的投影组成的集合{ (( )p tθ ), [0,2 )}p tθ θ π∈ 就是图

像的Radon变换。对图像的几何变换如平移、比例以及旋转

变换等，其Radon变换具有如下性质[12]。 

(1)平移  设图像目标在 X 和 Y 方向平移量为 xt 和 ，

则 
yt

{ ( , )} [ ( cos sin )] ( )x y x yR f x t y t p t t t p t tθ θ θθ θ− − = − + = −  (2) 

这里 cos sinx yt t tθ θ θ= + 。 

(2)比例  用上标 s 表示变化量， λ 是比例因子，则 

( ){ } ( ), ( )  sR f x y p t p tθ θλ λ λ λ= = , θ∀         (3) 

(3)旋转  设图像 ( , )f x y 投影序列为 ，旋转( )p tθ

[0,2 )φ π∈ 度后图像为 ( , )f x yφ ，则 { ( , )} ( )R f x y p tφ θ += φ ，即

图像旋转使得投影数据沿投影角度方向发生了循环平移。 

3  构建投影空间小波不变量 

3.1 平移和比例不变量 

从 Radon 变换的定义可以得到，对图像在某一个角度处

进行投影，得到的是一个一维序列。将 [0,2 )π 角度范围等分

为 个投影角度P 1 2{ , , , }Pθ θ θ ，在每个角度处的投影点个数

为 。对一个角度Q iθ ，得到的投影序列为 ( ), 1,2, ,
i

p t t Qθ = 。

全部角度投影得到的变换结果如下: 

1 1 1

2 2 2

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
P P P

p p p Q

p p p Q

p p p Q

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤
⎢
⎢ ⎥= ⎢
⎢ ⎥
⎢⎣

R
⎥

⎥

⎥⎦

           (4) 

这里 R 的每一行数据 ( ), 1,2, ,
i

p t t Qθ = 表示某一个角度下

的投影序列。由于普通小波变换不具有比例和平移不变性

质，对该序列进行普通小波变换，无法消除图像变化带来的

影响。对此，本文引入一种具有平移和比例不变的一维自适

应小波变换进行研究，该算法描述如下[8,10]: 

已知一维信号 ( )f t 满足 , 令 。定

义均值

( ) 0f t ≥ ( )dfm f t
+∞

−∞
=∫ t

1 ( )d ,f
f

tf t t
m

μ
+∞

−∞
= ∫ 定义方差 2 21 ( ) (f f

f

t f
m

σ μ
+∞

−∞
= −∫ )t  

⋅ dt 。 

设信号 ( )g t 满足 ( ) ( )g t f at b= + ，这里 ，b 为任意

实数。设

0a >

ϕ 和ψ 分别为尺度函数和小波函数，则有 

  
, ,

, ,

( ) d ( )

( ) d ( )

f f j k g g j k

f f j k g g j k

d

d

f t t g t t

f t t g t

σ μ ϕ σ μ ϕ

σ μ ψ σ μ ψ

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞
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∫ ∫
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    (5) 

这里 ( )f ff tσ μ+ 是由信号 ( )f t 重整后的信号， ( )g gg tσ μ+

是由信号 ( )g t 重整后的信号。上式表明，信号 ( )f ff tσ μ+ 和

( g gg t )σ μ+ 的小波变换系数是相同的。由于 ( )g t 是 ( )f t 发

生比例和平移变化后的信号，所以式(5)说明，重整后信号的

小波变换可以获得比例和平移不变性。由于信号的重整只利

用了信号自身的一阶和二阶统计量，即均值和方差，所以该

变换被称为是自适应的平移和比例不变小波变换。 

由 Radon 变换的性质可知，当图像同时发生比例和平移

变化时， ( )
i

p tθ 变为 (
i i

)p t tθλ λ − θ ，这里 。设1,2, ,t Q=

( ) ( )
i

f t p tθ= ，发生比例和平移变化后的信号为 

( )  ( ), 1,2, ,
i i

g t p t t tθ θλ λ= − = Q  

对信号 ( )f t 和 ( )g t 的幅值分别进行归一化处理(如进行最大

值归一)，得到 
( )( )( )

max( ( )) max( ( ))
i

i

p tf tf' t
f t p

θ

θ

= =
t

 

( ) ( )( )'( )
max( ( )) max(  ( )) max( ( ))

i i i i

i i i i

p t t p t tg tg t
g t p t t p t

θ θ θ θ

θ θ θ θ

λ λ λ
λ λ λ

− −
= = =

− − t
 

则有 '( ) ( )
i

g t f' t tθλ= − 。令 1a λ= ，b tθ= − , 则信号 ( )f t′ 和

( )g t′ 满足以上平移和比例不变自适应小波变换的条件。将

( )f t′ 和 ( )g t′ 分别进行重整，然后进行小波变换，得到的小

波变换系数是相同的(式(5))。 

该一维平移和比例不变自适应小波变换详细计算过程

可参见文献[8]。 

3.2 旋转不变量 

从上节可知，自适应小波变换后得到的系数是图像的比

例和平移不变量。设投影角度数为 P，小波变换后系数长度

为 L，则得到图像的比例和平移不变特征矩阵如下(以尺度系

数进行说明)。 

1 1 1

2 2 2

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
P P P

c c c L

c c c L

c c c L

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

F            (6) 

其中 表示在( )
i

c jθ iθ 角度处投影数据的第 个小波变换尺

度系数。由 Radon 变换的性质可知，当图像发生旋转变化时， 

j
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式(6)中矩阵 F 将会发生行的循环平移，而且不同的旋转角

度使得该矩阵行循环平移的程度不同。为得到旋转不变特

性，需消除行循环位移对矩阵带来的影响，本文提出采用奇

异值分解的方法进行研究。 

奇异值分解过程为：设矩阵 是一个 维的实矩

阵，其秩为 r，则存在正交矩阵U ( 维)，V (

C N M×

N N× M M× 维) 
和对角线矩阵 ( 维)满足 Σ N M×

TΣ=C U V  

其中 ( )1 2diag , ,0,0, ,0rΣ λ λ λ= 。 1λ 到 rλ 是矩阵 C 的奇

异值，也就是矩阵 的特征值。 和V 分别为矩阵 的

左和右奇异矩阵。 

tCC U C

设 1 2 0rλ λ λ≥ ≥ ≥ > ，令 1 2( , , , )rλ λ λ=Λ 。由于矩阵

的奇异值具有与其行列位置的无关性[13]，即当矩阵的行顺序

发生交换时，奇异值仍将保持不变。由于特征矩阵满足平移

和比例不变性，故这里 就是具有 3 个不变性的图像的特征

向量。 

Λ

根据以上讨论，这里给出本文算法的计算步骤如下。 

步骤 1  对输入图像进行 Radon 变换，得到各个投影角

度下的投影序列； 

步骤 2  对每个投影序列进行幅值归一化处理； 

步骤 3  对归一化后的序列进行平移和比例不变的自适

应小波变换，得到具有平移和比例不变性的小波变换系数； 

步骤 4  将各角度投影数据的小波变换系数组成特征矩

阵(式(6))，求取该矩阵的奇异值向量。 

    根据以上步骤获得的奇异值向量可直接用于图像识别。

在前面进行的自适应小波分解中，可同时得到细节信息系数

和尺度信息系数。由于尺度系数足以反映图像的形状信息，

且对噪声不敏感，故这里仅选择尺度系数组成特征矩阵，然

后求取其奇异值向量进行识别。 

4 仿真分析 

为验证算法的有效性，这里进行图像识别实验。实验采 
 

用 Maryland 大学一个模式识别小组给出的 106 幅 Logo 图 

片[14]。从中随机选取 20 幅图像(图 1)，规则化为 128×128

像素大小。经过不同变化，得到以下 3 个测试图像库，全部

测试库共 2280 幅图。 

测试图库 1  图像发生旋转、比例和平移变化。旋转角

度为从 0 到 165º，间隔 15º；比例变化为从 0.6 到 1.4，间隔

0.2，共得到 20×12×5=1200 幅图。 

测试图库 2  图像仅仅发生旋转变化。旋转角度为从 0

到 175º，间隔 5º，共得到 20×36=720 幅图。 

测试图库 3  图像仅仅发生比例变化。比例变化为从

0.48 到 1.84，间隔 0.08，共得到 20×18=360 幅图。 

选择用于Radon变换的角度间隔为5º，选择小波为Db2。

由于 Radon 变换在 上投影的对称性，实验中只需

选择投影角度范围为 [ ，共得到 36 个投影值。实验

采用测试图库 2 的前 20 幅图进行训练，以其各训练样本结

果均值作为聚类中心。分类阶段采用最小距离分类器进行分

类。 

[0 ,360 )

0 ,180 )

 
图 1   测试图像集 

本实验将本文算法同Hu矩[1]进行图像识别比较。为测试

特征在噪声下的鲁棒性能，对各个样本均进行加噪实验，噪

声为高斯白噪声。信噪比定义为 
2

1 1
2

1 1

( , )
SNR 10lg 10lg

( , )

n n
x yI

n n
N x y

I x yE
E N x y

= =

= =

= =
∑ ∑
∑ ∑

 

其中 IE 为原图像的能量， 为所加噪声能量， 和NE ( , )I x y

( , )N x y 分别为图像和噪声对应 ( , )x y 位置的值。对每一组数

据分别进行实验，表 1 给出两种方法在不同信噪比条件下、

不同类别图像库的识别结果。 

表 1  不同信噪比下识别率 

信噪比 ∞  25 20 15 10 5 0 

测试库 1 0.820 0.645 0.543 0.448 0.320 0.200 0.113 

测试库 2 0.926 0.771 0.667 0.467 0.278 0.161 0.092 Hu 矩 

测试库 3 0.633 0.503 0.447 0.383 0.314 0.233 0.136 

测试库 1 0.883 0.878 0.878 0.871 0.866 0.842 0.563 

测试库 2 0.932 0.928 0.928 0.922 0.910 0.879 0.686 本文方法 

测试库 3 0.817 0.811 0.797 0.803 0.803 0.783 0.461 
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由表 1 中数据可看出，当无噪时，无论是在比例变化、

平移变化、旋转变化或是组合变化情况下，本文方法的识别

效果都要优于 Hu 矩的效果。图 2 给出了两种方法总体识别

率的比较，该总体识别率是 3 个测试库的测试平均数据。可

以看出，当信噪比降低时，Hu 矩的识别率显著变低，而本

文方法的识别率则变化较为平稳。即使信噪比为 0，本文方

法仍然可以达到 58.6%的识别率，而 Hu 矩识别率仅为

11.0%。 

 
   图 2   不同信噪比下总体识别率比较 

5   

矩阵。通过对特征矩阵进行奇异值分解，得出

奇异值向量具有 3 个不 分析表明了本文算法

的优越性。 
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