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地下三维目标电磁散射的矩量法计算 
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摘  要  该文给出了一种用层状介质中的混合势积分方程(MPIE)和基于 RWG 基函数的矩量法计算地下三维目标

电磁散射的精确快速实施方法。对 MPIE 的 RWG 矩量法的开发、计算性能做了研究，尤其是对其中的多个不同

形式的 Sommerfeld 积分的快速全波数值离散复镜像计算方法做了仔细研究。该文的实施方法退化到自由空间后的

计算结果与解析解 Mie Series 吻合的很好，而且地下平板的计算结果也与以往公布结果吻合得很好，证实了该文

实施方法的可行、高效、精确。除此以外，该文还计算了其它形状目标在不同大小、不同埋藏深度、以及不同地

层媒质下的电磁散射特征。 
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Abstract  In this paper, an accurate and efficient implementation approach of the Method of Moments (MOM) is 
developed to compute scattering from 3-D targets in the subsurface, which is based on the Mixed Potential Integral 
Equation (MPIE) in layered media and the RWG basis function. The implementation skill and computing performance of 
the proposed approach are studied in detail. In particular, how to efficiently calculate various different Sommerfeld 
integrals (SIs) is numerically investigated with the discrete complex images technique. The computed results of the targets 
in free space are in agreement with Mie Series results and the computed results of subsurface flat are also in agreement 
with the published data, which shows the reliability, efficiency and accuracy of the developed approach. Furthermore, the 
EM scattering of other shaped targets is computed at different size, buried depth, and subsurface medium.  
Key words  Subsurface targets, EM scattering, MOM, Full wave numerical discrete complex images, Sommerfeld 
integrals 

1  引言 

快速精确的计算机计算是全面深入了解地下目标电磁

散射特征的重要工具。有多种不同形式的矩量法[1－3]可以用

于计算地下目标的电磁散射。研究表明，从文献[1]的层状混

合势积分方程(MPIE)出发，利用RWG基函数离散的矩量法

是实施较为方便，性能较好的一种。这是因为MPIE奇异点

阶次低，便于奇异点处理；RWG基函数满足电流连续，模

拟性能优越。 

这种基于MPIE的RWG矩量法的开发，有两个关键：

(1)Sommerfeld积分的快速计算；(2)奇异点的处理。它们直

接影响着地下目标电磁散射计算的效率和精度。对此有多种
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处理方法。本文给出了一种计算地下目标电磁散射的开发方

案，此方案基于MPIE的RWG矩量法。具体而言就是，应用

基于两层GPOF[4, 5]的全波数值离散复镜像技术计算其中的

零阶和一阶Sommerfeld积分；应用特殊的奇异点处理技巧[6]

来处理MPIE中的奇异点。本文对此实施方案做了具体的数

值研究。 

本文首先根据文献[1]的方法，推导出地下目标电磁散射

的具体积分方程表达式；然后用 RWG 基函数离散此积分方

程，并给出矩阵元素的具体计算公式及快速计算技术；最后

给出数值验证以及其他一些新的数值结果。 

2  混合势积分方程及其离散 

如图 1 所示，地层和自由空间组成的两层媒质，下层是

地层，其相对介电常数、相对磁导率分别是 rε ， rμ ；上层 
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图 1  地下目标的散射模型 

Fig.1 Scattering model of under-ground targets 

是半无穷大自由空间。在地层中埋有一导电目标，从自由空

间向地下发射一平面电磁波( i,iE H )，照射到边界为 S 的导

电体上，此导电体会产生散射场( ,s sE H )。在 S 上应用等效

原理可知，散射场( ,s sE H )可等效为由 S 上的等效电流源 J

在均匀介质中产生的场。根据文献[1]的方法可以推导得出等

效电流源 J 产生的散射场为 
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其中 表示内积，,< > AG 为矢量势并矢 Green 函数，KΦ ，CΦ

为标量势 Green 函数。 AG 可选取下列形式： 
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其中式(3)，式(4)，式(6)的第 1 项为源项，其余项为反射项。

当场点 在自由空间层，源点 在地层中时，各分量的谱域

表达式如下： 
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= + +k x z 0,1n =( )是自由空间或者地层的 y

波数， 2 2
x yk k kρ = + ， 代表分层界面。上述谱域 Green 1z

函数的空域表达式可以作 Fourier 逆变换得到。利用积分变

换，这些 Fourier 逆变换都可表示成 Sommerfeld 积分的形式。

注意，一般说来它们都表示成 0 阶 Sommerfeld 积分，只有

式(2)中第 3、4 项的空域表达式需表示成 1 阶 Sommerfeld

积分，这是因为下列恒等式： 
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其中 { }1F − 为 Fourier 逆变换， { }nS 为 n 阶 Sommerfeld 积

分。根据金属体表面的切向电场为 0 以及式(1)，可建立如下

方程： 
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将等效电流离散表示为 
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这里 sN 是求解域 剖分成三角形后的边总数，S ˆi ixg= +g x  
ˆ ˆiy izg g+y z 是RWG矢量基函数[7]。应用伽略金匹配，方程(14)

便可离散为 
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求解式(16)便可计算出等效电流 J，再由式(1)就可以求得任

意点的散射场。 

3  矩阵元素的计算 

3.1  Sommerfeld 积分的计算 

我们知道，矩阵元素计算表达式(17)中每一项的积分核

都是 Sommerfeld 积分，表示成 
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这里 ，0,1n = nJ 是 阶Bessel函数，(n ,ρ ϕ )是( ,x y )坐标平

面上的场点在圆柱坐标系中的投影。一般说来，Sommerfeld

积分收敛慢，直接积分非常耗时。为了降低计算量，本文应

用基于两层GPOF方法的离散复镜像技术(DCIT) [ 8 ]  把 

Sommerfeld 积分近似成闭式的解析形式。 本文第 2 节已说

明 A
xxG ， ，A

yyG A
zzG ，KΦ ，C 是 0 阶Sommerfeld积分，Φ A

zxG ，
A
zyG 是 1 阶Sommerfeld积分。利用下面恒等式[9]: 
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便可将上述 Sommerfeld 积分近似成闭式的解析形式。式

(20)，式(21)中， 2 2
zk k k 2

ρ= − 。下面举例说明。由式(4)可得， 
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不难看出，式(22)右边第 1 项，根据式(20)可直接写成解析

形式，而第 2 项则无法直接写成解析形式。为了使第 2 项可

写成解析形式，我们需将被积函数渐进展成下列指数和形式 
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由于上式左边函数通常是在 kρ 较小时变化较快， kρ 较大时

变化缓慢。若在 kρ 上均匀抽样，以求得 则效率不高。

为此我们分两段分别均匀抽样，即在

,i ia b

kρ 较大的区间段抽样

较疏，在 kρ 较小的区间段抽样较密。进一步研究表明，在 kρ

较小的区间段，若沿复路径抽样，则逼进效果更好，效率更

高。为此通常作法如下： 

(1) zk 在 1 2 2 1[ , ]jk T T T− + 虚轴段，亦即 kρ 较大实轴段以

较大间距均匀抽样 1N 点，将被积函数先展成 1M 项指数和。 

(2) zk 在复平面上沿着下面斜线 
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以较小间距均匀抽样 2N 点，然后将被积函数减去前一步得

到的 1M 项指数和，把二者之差再展成 2M 项指数和。这样

被积函数便可渐进展成 
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这里 ， ， ， 是由GPOF方法求得的常系数1ia 2ia 1ib 2ib [4]。再

利用式(20)，便可将式(22)写成 
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1 1[2 ( ') ]i ir z z zρ= + − + − 1b ， 

2 2
2 1[2 ( ') ]i ir z z zρ= + − + − 2b 。 

3.2 奇异点处理 

分析式(3)－式(7)以及式(22)，式(23)可以看出，谱域转

化成空域后，源项的 Sommerfeld 积分可以应用 Sommerfeld

恒等式转化成闭式表达式，这时相当于自由空间的情况，需

要进行奇异点处理。而反射项的 Sommerfeld 积分则需要用

基于两层 GPOF 方法的离散复镜像技术才可转化成闭式表

达式，这时等效于源点在分界面以上、场点在分界面以下的

情况。由于等效源点和场点之间的距离较远，因而这种情况

不用进行奇异点处理。具体而言， A
xxG ， ，A

yyG A
zzG ，KΦ 的

第 2 项以及 A
zxG ， A

zyG ，CΦ 不需要进行奇异点处理， A
xxG ，

，A
yyG A

zzG ， KΦ 的第一项则需要进行奇异点处理。仔细分

析上述表达式，可以看出奇异点处理可以分成下述两类: 
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这两类积分和自由空间的情况一样，可以按照文献[4]中所述

的方法计算。 

4  数值结果与讨论 

我们知道，矩阵元素的计算是非常耗时的，极大影响着

整个矩量法的效率。下面首先研究本文所用计算方法的精度

和效率。大量数值实验表明，两层 GPOF 方法中，选取 1M ＝

3， 1N ＝8， 2M ＝3， 2N ＝8， ＝10.0， ＝0.8 能给出

较好精度和效率。下面以一个代表性的 Sommerfeld 积分： 
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为例来考察在不同的情况下，应用两层GPOF方法所得的闭

式结果与直接积分相比的精度和效率。直接积分时，步长和

积分区间是自动递增的，直至递增前后的误差小于 0.2%。

在埋藏深度 ＝d 0.4λ ，半径 ＝r 0.3λ 的球体表面上选取有

代表性的 5 个点：A(0.2102，0.1214，－0.2237)，B1(－0.2102，
－0.1214，－0.5763)，B2(－0.2102，－0.1214，－0.2237)，
B3(－0.1247，0.1247，－0.1573)，B

21

2

ea
r

⎞
⎟
⎠

  (26) 

B4(0.1247，0.1247，－

0.1573)。其中后 4 个点分属于 4 个不同的 1/4 球面。从表 1
和表 2 可以看出，对于两层的GPOF方法，本文选取的参数

在不同的情况下都能达到精度的要求，误差都在 2.0％以下。

在计算时间上，在PIV3.0G的机器上运行C语言程序，直接

积分的计算时间约为 0.47s, 而基于两层GPOF方法的离散复

镜像技术的计算时间小于 0.02s, 相比可节省 95％以上的时

间。本文中每一个矩阵元素需要计算 7 个Sommerfeld积分，

当目标体剖分的较多，需要计算大量的矩阵元素时，用本文

的方法节省的时间是相当可观的。 
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表 1 时，I 的闭式结果与直接积分的比较 4.0rε =
Tab.1 When , comparison of the closed form expression of 4.0rε =

 I and the direct integration 

两点 直接积分 本文结果 误差(％)

A，BB1 －0.0487－j0.1139 －0.0481－j0.1156 1.46 

A，BB2 －0.0894+j0.0875 －0.0901+j0.0862 1.18 

A，BB3 －0.1961－j0.0167 －0.1947－j0.0171 0.74 

A，BB4 －0.2756－j0.0321 －0.2723－j0.0326 1.21 

表 2 时，I 的闭式结果与直接积分的比较 10.0rε =
Tab.2 When , comparison of the closed form expression of  10.0rε =

I and the direct integration 

两点 直接积分 本文结果 误差(％)

A，BB1 －0.0537－j0.1279 －0.0541－j0.1294 1.12 

A，BB2 0.0745－j0.1048 0.0749－j0.1040 0.70 

A，BB3 0.2014+j0.0845 0.2047+j0.0832 1.62 

A，BB4 0.3009+j0.1360 0.2985+j0.1339 0.97 

为了验证本文实施方法的精度，先考察把本文的实施方

法退化到自由空间的情况下导电目标的电磁散射特性，也就

是把地下媒质的参数设成和自由空间的一样来计算。图 2 所

示的是一个边长为 0.6λ 的导电正方形平板在自由空间中的

双站散射截面。图 3 所示的是一个半径为 0.3λ 的导电圆球

在自由空间中的双站散射截面。由图 3 可见，本文的实施方

法退化后的计算结果与解析解 Mie Series 吻合得很好。 

 
图 2  自由空间导电平板        图 3  自由空间导电圆球 

的双站散射截面              的双站散射截面 
Fig.2 Bistatic radar cross section   Fig.3 Bistatic radar cross section 

of the square conducting        of the sphere conducting  
patch in free space                in free space 

再考察一个埋在地下的导电正方形平板的电磁散射特

性。如图 4 所示，上层是半无穷大自由空间，下层是相对介

电常数 4.0 0.5r jε = − 的耗散地层，一个边长为 0.3λ 的导电

正方形平板埋在地表以下 0.4λ 处，一个单位幅值、电场方

向平行与 轴的平面波自上层自由空间垂直与分解面入射，

观察线平行于 轴。图 5 给出了在观察线

y

y 0,0.1z λ= 处计算

得到的散射电场，水平轴代表沿着观察线方向的 /y λ 值，

垂直轴代表计算的散射电场幅度值(下面的例子中，入射场

以及图形的坐标轴相同)。从图 5 可以看出，本文的计算结

果与文献[10]的结果吻合得很好。 

以上几个算例验证了本文算法的可靠性和有效性。下面

再考察一个更具代表性的地下三维导电球体的电磁散射特

性，如图 6 所示。观察线 0z = 处计算的数值结果如图 7 所

示。图 7(a)是球体的埋藏深度 1.2d λ= 、地层媒质的相对介 

 
图 4  埋在地下的导电正方形平板 

Fig.4 Square conducting patch buried in the subsurface 

 

图 5 地下导电平板的散射电场幅度值 
（实线：本文结果；虚线：文献[10]的图 10） 
Fig.5  Amplitude of scattered electric fields of  
the square conducting patch in the subsurface  

(solid lines: this paper; dashed lines: Fig.10 in Ref. [10]) 

 
图 6  埋在地下的导电圆球 

Fig.6 Conduting sphere in the subsurface 

 
图 7  地下导电圆球的散射电场幅度值  

Fig.7 Amplitude of scattered electric fields of the 
conducting sphere in the subsurface 

电常数 4rε = 一定，球体的半径 从r 0.3λ 增大到1.0λ 时散射

电场的变化。可以看出，随着球体半径的增大，观察线上的
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散射电场也逐渐增大。图 7(b)是地层媒质的相对介电常数

，球体的半径 ＝4rε = r 0.3λ 一定，球体的埋藏深度 从d

0.4λ 增大到1.2λ 时散射电场的变化。可以看出，随着埋藏

深度的增加，观察线上的散射电场逐渐减小；当 值较小，

即球体的散射作用较强的范围内，散射电场减小的较多，当

值较大，即球体的散射作用较弱的范围内，散射电场都趋

于一个较小值并随着 值的增大缓慢地减小。图 7(c)是球体

的埋藏深度 ＝

y

y

y

d 0.4λ 、球体的半径 ＝ 0.r 3λ 一定，地层媒

质的相对介电常数 rε 从 2.0增大到 10.0 时散射电场的变化。

可以看出，当 值较小时，随着地层媒质的相对介电常数的

增加，观察线上的散射电场逐渐增加，当 值较大时，散射

电场都趋于一个较小值缓慢地变化。 

y

y

5  结束语 

本文给出了一种用层状介质中的混合势积分方程

(MPIE)和基于RWG基函数的矩量法计算地下三维目标电磁

散射的精确快速实施方法。对 MPIE 的 RWG 矩量法中多个

不同形式的 Sommerfeld 积分以及奇异点处理作了具体的数

值研究。数值实验表明本文的实施方法可行、高效、精确。

本文还分析计算了金属球在不同大小、不同埋藏深度、以及

不同地层媒质下的电磁散射特征。 
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