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利用 FFT 实现基于 MP 的信号稀疏分解 

尹忠科
①    邵 君①  Pierre Vandergheynst② 

①(西南交通大学计算机与通信工程学院   成都   610031) 
②(信号处理实验室，瑞士联邦高工 (洛桑)  1015  瑞士) 

摘  要  该文研究基于 Matching Pursuit (MP)方法实现的信号稀疏分解算法，通过对信号稀疏分解中使用的过完备

原子库结构特性的分析，提出了一种新的信号稀疏分解算法。该算法首先通过利用原子库的结构特性，很好地处

理了稀疏分解过程中计算量和存储量之间的关系。在此基础上，把信号稀疏分解中计算量很大的内积运算转换成

互相关运算，最后用 FFT 实现互相关运算，从而大大提高了信号稀疏分解的速度。算法的有效性为实验结果所证

实。 
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MP Based Signal Sparse Decomposition with FFT 
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Abstract  In this paper, after study of Matching Pursuit (MP) based signal sparse decomposition, a new sparse 

decomposition algorithm is presented based on analysis of structure property of the over-complete atom dictionary used in 

signal sparse decomposition. By making use of the structure property, firstly this new algorithm balances very well 

computer’s speed and memory. Then this algorithm converts very time-consuming inner product calculations in sparse 

decomposition into crosscorrelation calculations that are fast done by FFT. Therefore the new algorithm improves a lot the 

speed of signal sparse decomposition. Finally the experimental results show that the performance of the proposed 

algorithm is very good. 
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1  引言 

Mallat 和Zhang首先提出信号在过完备库(over-complete 

dictionary)上分解的思想[1]。通过信号在过完备库上的分解，

用来表示信号的基可以自适应地根据信号本身的特点灵活

选取。分解的结果，将可以得到信号一个非常简洁的表达(即：

稀疏表示Sparse representation)。而得到信号稀疏表示的过程

称为信号的稀疏分解(Sparse decomposition)。由于信号的稀

疏表示的优良特性，信号稀疏表示已经被应用到信号处理的

许多方面，如信号去噪[1]、信号编码[2]和识别[3]等。其中，在

信号时频分布研究方面的应用特别值得关注[4]。但是目前信

号的稀疏分解在信号处理中的实际应用很难被推广而产业

化。阻碍信号稀疏分解研究及应用发展的关键因素是信号稀

疏分解的计算量十分巨大，计 
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算时间在现有计算条件下令人无法忍受。国内有研究人员指

出，信号长度为 1024 采样点时，信号的稀疏分解的难度将

十分巨大[4]。针对此问题，本文研究基于MP的信号稀疏分解，

通过分析稀疏分解中使用的过完备原子库的结构特性，并采

用FFT算法，以解决信号稀疏分解计算量大这一难题。 

2  基于 MP 的信号稀疏分解 

2.1 基本思想 

基于 MP 的稀疏分解，算法易于理解，是目前信号稀疏

分解的最常用方法。假设研究的信号为 f ，信号长度为 。

若将信号分解在一组完备正交的基上，则这组基的数目应为

。由于基的正交性，因而基在由信号所组成的空间中的分

布是稀疏的，从而，信号的能量在分解以后将分散分布在不

同的基上。这种能量分布的分散最后将导致用基的组合表示 

N

N

信号时表达的不简洁性，即信号表示不是稀疏的。非稀疏的

表示，不利于信号的处理，如识别和压缩等。为了得到信号
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的稀疏表示，基的构造必须使得基在信号组成的空间中足够

的密。由此，基的正交性将不再被保证，所以此时的基也不

再是真正意义上的基了，而改称为原子。由这些原子组成的

集合，是过完备的，被称为过完备库(over-complete dictionary 
of atoms)。信号在过完备库上的分解结果一定是稀疏的[1]。 

设 { }D gγ γ Γ∈
= 为用于进行信号稀疏分解的过完备库， 

gγ 为由参数组 γ 定义的原子。 用不同的方法构造原子，参

数组 γ 所含有的参数及参数个数也不一样。原子 gγ 的长度

与信号本身长度相同，但原子应作归一化处理，即 1gγ = 。

为参数组Γ γ 的集合。由库的过完备性可知，参数组 γ 的个

数应远远大于信号的长度，即若用 表示过完备库 P

{ }D gγ γ Γ∈
= 中原子的个数，则 应远远大于信号长度 。

MP方法分解信号过程如下

P N

[1]： 

首先从过完备库中选出与待分解信号最为匹配的原子

0
gγ ，它满足以下条件： 

 
0

, sup ,f g f gγ γ
γ Γ∈

=                (1) 

因此信号可以分解为在最佳原子
0

gγ 上的分量和残余两部

分，即为 

    
0 0

1,f f g g R fγ γ= +                 (2) 

其中 1R f 是用最佳原子对原信号进行最佳匹配后的残余。对

最佳匹配后的残余可以不断进行上面同样的分解过程，即 

      1,
k k

k k k
rR f R f g g R fγ

+= +                 (3) 

其中
k

gγ 满足： 

        , sup ,
k

k kR f g R f gγ
γ Γ∈

= γ               (4) 

由式(2)和式(3)可知，经过 步分解后，信号被分解为 n

       
1

0
,

k k

n
k

k

nf R f g g R fγ γ

−

=

= ∑ +                (5) 

其中 nR f 为原信号分解为 n 个原子的线性组合后，用这样的

线性组合表示信号所产生的误差。由于每一步分解中，所选

取的最佳原子满足式(4)，所以分解的残余 nR f 随着分解的进

行，迅速地减小。已经证明[1]，在信号满足长度有限的条件

下(对数字信号而言，这是完全可以而且一定满足的)， nR f

随 的增大而指数衰减为 0 。从而信号可以分解为 n

    
0

,
k k

k

k
f R f g gγ γ

∞

=

= ∑                 (6) 

事实上，由于 nR f 的衰减特性，一般而论，用少数的原子(与

信号长度相比较而言)就可以表示信号的主要成分，即 

    
1

0
,

k k

n
k

k
f R f g gγ γ

−

=

≈ ∑                (7) 

其中 n 。式(7)和条件 集中体现了稀疏表示的思

想。 

N<< n N<<

虽然基于 MP 的稀疏分解是目前信号稀疏分解的最常用

方法，也是几乎所有算法中速度最快的，但和其它的信号稀

疏分解方法一样，其存在的关键问题仍是计算量十分巨大。

在基于 MP 的信号稀疏分解中，每一步都要完成信号或信号

分解的残余在过完备库中的每一个原子上的投影计算。按式

(4)所要求，每一步分解实际上要进行的内积计算 ,kR f gγ〈 〉

是一个在很高维( 维)空间的内积计算，而且要进行很多次

( 次)，这是 MP 信号稀疏分解计算量巨大的根本原因所在。 

N

P

2.2  算法流程 
很多高校和科研机构(如：麻省理工学院、纽约大学、瑞

士联邦高工和 HP 等)对基于 MP 的信号稀疏分解的具体算法

进行了大量的研究，但可惜的是，他们很少发表他们的研究

结果，而是把提出的具体算法申请专利。这也是提出信号稀

疏分解算法的 Mallat 开创的先例，Mallat 提出信号稀疏分解

的概念后，就对一种快速算法申请了专利。通过作者国外的

学习和研究，了解到基于 MP 的信号稀疏分解的具体算法大

致可分为两类。在图 1 中分别给出了两类算法的粗略的算法

流程图。 
从算法流程图我们可以看出，两者本质的区别在于过完

备原子库的形成方法上。其中第 1 类算法，要求在进行稀疏

分解之前，先形成用于进行信号稀疏分解的过完备原子库，

在整个分解的过程中，程序使用同一个已经生成的过完备原

子库，我们可以形象地称其为“一次生成，终身使用”。在

第 2 类方法中，不要求在稀疏分解之前形成原子库。实质上，

在第 2 类方法中，从来没有形成一个完整的过完备原子库。

它一边生成原子，一边进行最佳原子的搜索，一边删除生成

的原子。 

 
图 1   基于 MP 的信号稀疏分解算法流程图 

为什么两类方法有如此大的差别呢？关键在于两类方

法是针对不同的计算条件设计的。为了说明基于 MP 的信号
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稀疏分解所要求的计算条件，必须对信号稀疏分解中所要生

成的过完备原子库有一个明确的概念。前面 2.1 节中稀疏分

解的概念说明，得到信号的稀疏分解的前提条件是形成一个

过完备的库，即若用 表示过完备库中原子的个数，则 应

远远大于信号长度 。过完备库中原子的个数 的值，是非

常非常大的。这使得第 1 类算法，为了“一次生成，终身使

用”原子库，必须要使用巨大的计算机内存。即第 1 类算法

相对于第 2 类算法，对计算机的要求是，计算机必须有巨大

的内存。第 2 类算法实际上是针对在计算机内存满足不了要

求而又必须进行稀疏分解的情况设计的。由于没有生成过完

备的原子库，而要进行稀疏分解又必须用过完备原子库，所

以，第 2 类算法在进行分解的每一步中，一边生成原子，一

边比较搜索最佳的原子，一边还要删除生成的原子。所以第

2 类算法对计算机的内存没有太高的要求。但从上面的分析

可知，第 2 类算法每分解一步，实际上都产生了过完备原子

库，只是没有保存而已，所以第 2 类算法的计算量是十分惊

人的。尽管第 1 类算法的计算量也是很巨大的，但第 2 类算

法的计算量相对第 1 类算法而言，还要大得多。从以上分析

可知，从计算理论上讲，两者的主要区别在于对计算量和存

储量之间关系的不同处理上。 

P P

N P

从上面分析可知，第 1 类算法使用了巨大的内存，第 2

类算法几乎对内存没有特别的要求，但计算速度很慢。两类

算法在内存的使用上极不平衡，这是很不合理的。下面我们

分析稀疏分解中过完备原子库的结构特性，从而设计出一般

计算机就能满足内存要求、计算速度又较快的基于 MP 的信

号稀疏分解算法。  

3   稀疏分解中过完备原子库的结构特性 

为了分析稀疏分解中过完备原子库的结构特性，我们必

须给出一个具体的过完备原子库。不失一般性，我们引用文

献[3]中过完备原子库的形成方法。以下一段内容完全引自文

献[3]。过完备原子库由 Gabor 原子组成。一个 Gabor 原子由

一个经过调制的高斯窗函数组成： 

( ) (1 cost u )g t g vt
ssγ
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
w+              (8) 

其中
2

( ) tg t e π−= 是高斯窗函数， ( , , , )s u v wγ = 是时频参数。

时 频 参 数 可 以 按 以 下 方 法 离 散 化 ：

，其中， ， ，( , , , )j j ja pa u ka v i wγ −= Δ Δ Δ 2a = 1/ 2uΔ =

v πΔ = ， / 6w πΔ = ， 20 logj N< ≤ ， 10 2 jp N − +≤ ≤ ，

，0 。上面的描述就给出了一个具体的过

完备原子库。 

10 2 jk +≤ < 1i≤ ≤ 2

通过对上面参数的分析计算，我们可以知道，如果信号

长度 为 256，则过完备原子库中原子的个数为 126490 个。

对一般的计算机内存而言，这样的数据量太大了，根本无法

存储这样的一个原子库。只有高档的计算机才能有此存储能

力。所以基于 MP 的信号稀疏分解的第 1 类算法只有高档的

计算机才能实现。第 2 类算法用一般的计算机进行稀疏分解，

由于无法存储如此巨大的原子库，只有在分解每一步时，临

时生成 126490 个原子以便选取最佳的原子，所以速度十分

缓慢。 

N

在过完备原子库中，一个原子由 4 个参数 ( , , , )s u v w 决

定，其中 s 是伸缩因子(尺度因子)， u 是原子的平移因子(位

移因子)，v 是原子的频率，w 是原子的相位。在稀疏分解理

论中，原子库中原子的个数是一个重要的因素，但更为重要

的一个因素是过完备原子库必须有好的结构。(可惜的是，后

者的研究几乎没有见到报道)。而原子库的结构就是由以上 4

个参数决定的。为了评价一个原子库的结构的好坏，我们必

须定义原子库具有良好结构的含义，我们认为，一个原子库

具有好的结构，包含两个方面的含义：一是原子库中应包含

尽可能多的原子个数和种类，以达到稀疏分解的目的，获得

稀疏分解的良好效果；二是原子库中应尽可能不包含相近似

的原子，以满足存储量和计算量方面的要求。以上两个方面

是相互矛盾的，前者更侧重于理论，后者更侧重于实际计算。

当二者达到一个非常好的平衡时，原子库的结构将是最佳

的。 

通过研究，我们发现，如果按照上面原子库良好结构的

定义，现在已经发表的原子库结构都是不太合理的。以上面

的由文献[3]给出的原子库为例，我们说明这种结构的不合理

性。参数 s ， 和 定义了一个原子的形状，而参数 u 定义

了一个原子的中心位置。如果原子库中的不同原子，具有相

同的参数

v w

s ， 和 ，不同的参数 u ，这样的原子各方面的

特征都相同，只有中心点位置不同而已。从纯理论上讲，这

种不同的原子包含在原子库中是完全必要的，但从实际计算

的角度讲，原子库中包含众多这样的原子是根本没有必要

的。它违背了上述原子库良好结构定义中的第 2 个含义。因

此，一个具有良好结构的原子库中，参数 应是不变的，且

v w

u

/ 2u N= 。                

4   利用 FFT 实现基于 MP 的信号稀疏分解 

利用信号稀疏分解中的过完备库的结构特性和 FFT 的

快速计算的特性，我们提出了以下 3 个算法，这 3 个算法相

互关联，后面的算法以前面的算法为基础，且后面算法较前

面算法速度一步步提高。 
4.1  算法 1 

根据对具有良好结构的原子库的分析，可以构造出基于
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MP 的信号稀疏分解的快速算法。快速算法的基本思想如下：

(1)原子库中，原子的参数 s ， 和 的选取应和其它方法一

样，参数 应是不变的，且 。这样原子库的大小将

大大减小，适合一般计算机内存的要求，克服了第 1 类算法

的缺点；(2)MP 稀疏分解过程：在分解的每一步，对于参数

为

v w

u / 2u N=

is ， ， 和 的原子( )，从原子库中取出参数

为

iv iw iu / 2iu N≠

is ， ， 和 的原子，通过平移，即可得到参数

为

iv iw / 2u N=

is ， ， 和 的原子( )。由于原子的平移几乎

不需要计算量，所以，整个稀疏分解过程的速度和第 1 类方

法几乎一样。从上面的描述可以看出，我们提出的算法，达

到了计算量和存储量之间的一个很好的平衡。 

iv iw iu / 2iu N≠

4.2  算法 2 

上面的算法 1 大大提高了基于 MP 的信号稀疏分解第 2

类算法的速度，而稀疏分解的效果保持不变。沿着上面的思

路继续思考下去，我们提出了一种新的算法，该算法不但提

高了信号稀疏分解的速度，而且同时提高了信号稀疏分解的

效果。 

算法 2 中原子库的形成方法和算法 1 中一样，因此存储

量能够适合一般计算机的性能。在稀疏分解的过程中，对于

原子库中的一个原子(参数： is ， ， 和 )，让 取

所有可能的值

iv iw / 2u N= iu

[ ]0, 1N − 。这样相当于原子库的大小增加了，

因此信号稀疏分解的效果要好一些。这样做将增加计算量，

但通过下面的方法，增加的计算量不会影响总体的计算速度

的提高。在 2.1 节中我们已经讨论过，在原子库中寻找最佳

原子的过程中，主要的计算量是花费在计算内积 ,kR f gγ〈 〉

上。对于具有参数 is ， ，和 的原子库中的一个原子iv iw gγ ，

如果要让 取所有可能的值 [iu ]0, 1N − ，则该原子要和信号或

信号的残差作 次内积N ,k gR f γ〈 〉 计算。由于 连续取值，

且从 0 到 ，所有 次内积

iu

1N − N ,kR f gγ〈 〉 计算可以转换成一

次 kR f 和 gγ 的互相关运算
,kR f g

r
γ
。虽然从理论上讲，这样

的转换，计算量几乎没有变化，但是计算效率却大大提高。 

4.3  算法 3 

算法 3 是利用 FFT 算法对算法 2 的进一步改进。在算法

2 中，我们已经把基于 MP 的信号稀疏分解中花费绝大部分

计算时间的内积 ,k gR f γ〈 〉 运算，转变成了互相关运算

,kR f g
r

γ
，其中 次内积N ,kR f gγ〈 〉 计算可以转换成一次 kR f

和 gγ 的互相关运算
,kR f g

r
γ
。由于利用 FFT 算法可以快速实

现互相关运算，所以我们利用 FFT 算法对算法 2 进行进一步

的改进。这样的改进，丝毫不会影响信号稀疏分解的效果，

但却可以大大提高稀疏分解的速度。因为一般而言，用 FFT

算法实现互相关运算，可以使计算速度提高 1~2 个数量级。 

5  实验结果与分析 

实验中采用长度为 256 取值范围为[0, 255]的实际信号。

过完备库中原子的构造方法按文献[3]。当信号长度为256时，

根据此文献，库的大小为含有 126490 个原子，以满足库的

过完备性。由于信号稀疏分解的速度依赖于计算条件(硬件条

件和软件条件)，所以给出实际的稀疏分解时间是没有太大的

参考意义的(几乎没有文献给出信号稀疏分解的计算时间)。

我们把基于 MP 的信号稀疏分解第 2 类算法的速度设为 1，

在表 1 中给出了本文中的算法的速度是基于 MP 信号稀疏分

解第 2 类算法的速度的多少倍。由于基于 MP 的信号稀疏分

解的第 1 类算法需要的存储量远远超出我们实验用的计算机

内存，所以我们没有做关于第 1 类算法的实验。 

从经典 FFT 理论上分析，算法 3 应比算法 2 速度快至少

1~2 个数量级，从而算法 3 比基于 MP 的信号稀疏分解第 2

类算法速度快达数百倍以上。但我们实际的实验结果表明并

不是这样。这可能由于我们使用的编程语言是 Matlab 使得

FFT 算法的特性没有很好的体现出来，或者是由于我们程序

中仍然存在有待改进的地方。我们正在对此问题展开分析和

研究。 

图2中给出了实际的信号及利用不同方法稀疏分解为30

个原子后重建的信号。可以看出，重建信号较好地近似表示 
表 1   信号稀疏分解相对速度比较 

算法 计算速度(倍) 

基于 MP 的信号稀疏分解(第 2 类算法) 1 

算法 1 5.2 

算法 2 7.9 

算法 3 29.5 

 
图 2   信号和稀疏分解后重建的信号 

(a)原始信号   (b)第 2 类算法重建信号 
(c)算法 1 重建信号   (d)算法 2 重建信号 

了原信号。几种分解方法重建的信号从直观上讲相差无几，

但如果用重建信号与原始信号的均方误差来衡量的话，基于

MP 的信号稀疏分解(第 2 类算法)和算法 1，两者重建的信号

是完全一样的，而算法 2 和算法 3 重建的信号完全相同，且
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重建的信号更好，即更加接近于原始信号。(由于算法 2 和算

法3重建的信号完全一样，图中没有给出算法3重建的信号)。 

实验中用 30 个原子即可表示原始信号，也足以说明这

种表示的稀疏性。同时，用 30 个原子即可表示原信号主要

特征，表明这种稀疏表示为进行信号处理(如压缩、识别等)

提供了极其有利的条件。 
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