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基于相位干涉仪阵列多组解模糊的波达角估计算法研究 
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摘  要  该文针对利用相位干涉仪估计波达角过程中的相位模糊的问题，提出了一种利用多个相邻阵元之间的相位

差以及它们的间距比进行多组解模糊的方法，并且分析了这种方法得到正确波达角估计值的条件。仿真试验验证了

上述结论的正确性。 
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Abstract  In the background of phase ambiguity in using phase interferometer to estimate the direction of arrival, a new 

method is proposed for estimation direction of arrival by using interferometer array with the algorithm named as multi-pare 

unwrap ambiguity. The possibility of correction is analyzed. The conclusion is verified by simulation result.  
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1  引言 

相位干涉仪被广泛应用于波达角的估计领域[1-3]，它具有

精度高、结构简单、原理清晰、观测频带宽的优点。一般的

相位干涉仪由两个接收阵元、两个接收机和一个比相器构

成，两个阵元接收到信号的相位差ϕ 与波达角θ 、阵元间距

、信号波长D λ 的关系为 

2 sin( )D vπϕ θ
λ

= +                    (1) 

其中 为相位差v ϕ 的观测噪声，不妨假设其均值为 0的白噪

声。通过测量相位差 ϕ 可以得到信号的波达角估计值

，通过一阶扰动方法得到其估计方差(ˆ arcsin /(2 )Dθ ϕλ π= )
( )2 2ˆvar( ) /(2 cos ) vDθ λ π θ σ= ，其中 2

vσ 为噪声方差。估计方

差通常采用增加阵元间距 的方法提高波达角的估计精度，

一般

D

/ 2D λ ，使得 ϕ π ，由于相位干涉仪的输出φ 的

范围是 [ ),π π− ，所以它是一个以 2π 为模糊的观测值： 

( )mod 2
2 M

φ ϕ π
ϕ φ π

= ⎫⎪
⎬

= + ⎪⎭
       (2) 

其中 M 为未知的模糊数，为了对式(2)进行解模糊处理，一 
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般是增加一个短基线( / 2D λ< )的相位干涉仪，通过它得到

一个不模糊的θ 估计值(其精度远不如长基线相位干涉仪对

θ 的估计精度)，并对测量得到的长基线相位干涉仪的相位差

φ 进行解模糊处理，最终得到高精度的θ 估计值[3]。这种方

法有两个局限性。第一[4]，对于宽带的接收阵元，如接收范

围为 2GHz 8GHz− ，最低的接收频率决定了阵元的物理尺

寸，而最高的接收频率决定了短基线干涉仪的基线长度，使

得在半波长的范围内无法安装两个接收阵元；第二，由于短

基线相位干涉仪对波达角θ 的估计精度有限，在利用它对长

基线干涉仪的φ 进行解模糊处理时可能得到错误的模糊数，

导致波达角估计的误差太大。在文献[5]中提出了一种基于参

差距离的相位差解模糊算法，在两个干涉仪的基线长度比满

足参差关系的条件下(它们的基线长度都可以大于 / 2λ )，可

以利用这种参差关系对相位干涉仪的观测相位差进行解模

糊处理，从而完成对波达角的估计。同理，对于多个(3 个以

上)阵元的情况，只要它们的距离比满足参差关系，采用多维

的整数搜索可以对观测相位差进行解模糊处理。本文在文献

[5]的基础上提出了一种由多阵元构成的相位干涉仪阵列相 
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位差多组解模糊的波达角估计算法，相对于文献[5]的参差距

离解模糊算法，这种方法有两个优点，第一，本文的方法并

不要求各个相位干涉仪的基线比满足参差关系，只要求所有

的距离比的最大公因子( )为 1；第二，因为算法采用了

多组解模糊的方法，只需进行多次的二维整数搜索计算，不

必进行多维的整数搜索计算，因此计算量较小。 

GCD

本文的第 2 节针对多阵元构成的相位干涉仪阵列在对波

达角估计过程中的相位模糊问题提出了多组解模糊的波达

角估计算法，第 3 节分析了正确解模糊的条件，第 4 节对本

文的结论进行了仿真试验。 

2   相位干涉仪阵列多组解模糊的波达角估计算法 

2.1  相位干涉仪阵列 

如图 1 所示，考虑在同一条直线上分布有 2N + 个阵元

的相位干涉仪阵列，以第 1 个阵元为基准，构成了 1N + 个

相位干涉仪，它们的基线长度分别为 0 1, , ND D D, ，基线长

度值比 0 1 0 1: :N ND D D P P P= ，其中 nP 分别为正整数，在

阵元的分布上并不要求 nP 之间满足参差的关系，只要求它们

的最大公因子为 1，即 ，从图 1 可以看

出

( 0 1GCD , , , 1NP P P =)

0 1 NP P P< < 。在考虑辐射源处于远场位置，接收信号的

波长为 λ ，波达角为θ 的情况下，各个相位干涉仪的相位差

为信号到达的相位差和观测噪声之和： 

2 sin( ) 0,1, ,n
n n

D v nπϕ θ
λ

= + = N       (3) 

 

图 1   相位于干涉仪阵列的几何示意图 

与两个阵元的相位干涉仪情况相同，实际观测得到的相位差

nφ 是以 2π 为模糊的观测值： 

( )mod 2
2 , 0,1, ,

n n

n n nM n N
φ ϕ π
ϕ φ π

⎫= ⎪
⎬

= + = ⎪⎭
      (4) 

其中 nM 为第 个相位干涉仪的观测相位差的模糊数。直观

而言，可以在最小均方误差的准则下对式(4)构成的方程组进

行 维的整数搜索计算求得各个模糊数，具体的计算公

式为 

n

1N +

[ ]
1 2

2

1 2
, , , 1

2, , , arg min
N

N
n n

N
M M M n n

MM M M a
P

φ π

=

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝
∑ ⎟−

⎠
    (5) 

其中
1

1 2
1

N
n n

n n

Ma
N P

φ π

=

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟

算量十分大。所以必须考虑对这种多维搜索计算进行降维处

理，减少解模糊时所需的计算量。 

2.2  多组相位差解模糊的波达角估计算法 

考虑到对式(5)的 1N + 维整数搜索计算量较大，如果单

独对第 1n − 个干涉仪和第 个干涉仪的相位差进行解模糊

处理，这只需进行二维的整数搜索计算，但是这样得到的相

位差并不是完全解模糊的相位差，具有多值性。若以此为基

础，在满足某种正确解模糊的条件下(在第 3 节将对此进行讨

论)，从中选取一组模糊数

n

1 2, , , nM M M 使得式(5)的右边的

每一项都达到最小。首先给出命题。 
 命题Ⅰ  在不存在相位差噪声干扰的情况下，任意两个

相邻的相位差满足 

1 1

2
2

n n

n n 1

n

n

M P
M P

φ π
φ π+ + +

+
=

+
              (6) 

一 共 有 ( )1GCD ,n nP P + 的 模 糊 数 在1n nM M +, 2 ,nP⎡ −⎢ ⎥⎣ ⎦⎣  

/ 2nP ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥⎦ 和 1 1/ 2 , / 2n nP P+ +⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ 的范围内满足上式，记为

( )1( ), ( )n n n n
n nM k M k+ ， ( )11,2, ,GCD ,n

n nk P P x x⎢+= ， ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥, 分

别为对 x 的下取整和上取整。在所有的相位干涉仪的基线长 

度 nD 满足
2
n

n
PD λ< 的条件下，存在唯一一组 ( 1 1

1 ( ),M k  

) ( ) ( )1 1
2( ) ( ), ( ) ( ), ( )N N N N

N NM k M k M k M k M k2 2 2 2 -1 -1 -1 -1
2 3 -1， ， ， ， 它

满 足 ， 记1( ) ( )n n n n
n nM k M k+ = +1 +1

+1 1 1( )n n
n nM M k+ += n

nM= +1
+1  

，则( nk +1) 1 2 NM M M, , , 为所有相位干涉仪相位差的模糊

数。 
证明  证明的详细过程见附录Ⅰ。 

命题Ⅰ给出了没有噪声条件下，从多组 ( ( ),n n
nM k  

)1( )n n
nM k+ 选取相位差的模糊数的方法。当存在噪声干扰时，

使 得 式 ( 6 ) 的 等 号 不 完 全 成 立 ， 计 算 

1round
2

n n n nP PR φ φ
π

+ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1+ ⎤⎥， 在 和 / 2 , / 2n nP P⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡⎣ ⎦ ⎢⎣ ⎦

1 1/ 2 , / 2n nP P+ +⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ 的 范 围 内 对 不 定 方 程

1 1n n n nP M P M R+ +− = 求 解 得 到 组 解 ：( 1GCD ,n nP P + )

( )1( ), ( )n n n n
n nM k M k+ 。在得到模糊数后，就可以进行相位差

解模糊处理和波达角的估计。 

 综上所述，基于多组解模糊的相位干涉仪阵列的波达角

估计算法的具体步骤为 

(1) 将 个相位干涉仪分成两两相邻的N 1N − 组，对每

一组的相位差进行解模糊处理，每一组得到 ( )1GCD ,n nP P + 对 

模糊数： ( )1( ), ( )n n n n
n nM k M k+ 。 

(2) 在第 1 步得到的 组数据中，每组数据的N

( )1GCD ,n nP P + 个解中寻取一个 ( )1( ), ( )n n n n
n nM k M k+ ，使得它+ ⎝ ⎠

∑ N。当 较大时(如 )，计 4N >
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们满足 ，记 ，

则

( ) ( )n n n n
n nM k M k= +1 +1

1 1( ) ( )n n n
n n nM M k M k+ += = +1 n+1

+1

1 2, , NM M M, 为所有相位干涉仪相位差的模糊数。 

(3) 对各个相位干涉仪的相位差进行解模糊处理得到

2n n nMϕ φ π= + ，从而得到波达角的估计值 θ̂ 。 

算法的关键在于第 1 步，利用相邻两个相位干涉仪的基

线比进行解模糊处理得到几组模糊数，其中一组为实际模糊

数。根据命题Ⅰ，第 2 步选取一组正确模糊数。第 3 步是解

模糊处理和波达角估计计算，通常采用最小二乘方法，在此

不做赘述。 

2.3  算法性能分析 

从算法的计算量分析，与式(5)的基于基线长度比的参差

关系解模糊波达角估计算法比较，本文介绍的算法的计算过

程中不需进行多维整数搜索计算，只需进行 次二维的 1N −

搜索计算。 

第 1 步 计算大约需要进行 次乘法计算和

次的加法计算； 

1

1
1

N

n n
n

N P P
−

+
=

+ ∑
1

1
1

N

n n
n

N P P
−

+
=

+ ∑

第 2 步 是一个判断过程，计算量不大； 

第 3 步 解模糊和对波达角的估计过程中大约需要  22N

次 乘 法 计 算 和 3 次 加 法 计 算 。 例 如 ，N 5N = ，

，算法大约需要进行

次乘法计算和 次加法计算；如果采用式(5)进行波

达角估计，需要 左右的乘法计算。 

( )1 2 3 4 5, , , ,P P P P P (30,75,96,200= ),240
62 10× 710

1110

3   正确解模糊条件分析 

为了得到正确的波达角估计值，关键在第 1 步的计算结

果必须包含一项实际模糊数的解。为了说明正确解模糊的条

件，假设各个相位差噪声 具有相同的概率分布，其分布范

围为

nv

[ ],q q− ， 为正实数，下面给出正确解模糊与噪声分布

参数 、基线长度比参数

q

q nP 的关系。 

命题Ⅱ  如果相位差噪声的分布范围参数 满足 q

( )1

1

GCD ,
min , 1,2, , 1n n

n n

P P
q n

P P
π+

+

⎛ ⎞
< =⎜ ⎟

+⎝ ⎠
N −     (7) 

则算法可以得到所有模糊数 nM 在模 nP 下的正确解。 

 证明  详细过程见附录Ⅱ。 

在一般的情况下，相位差噪声并不分布在有限范围内，

可以通过其二阶统计量进行分析。假设 是一个 0 均值、方

差为

nv
2
vσ 的高斯白噪声，从命题 2 可以得到正确解模糊的条

件为 

( )1

1

GCD ,
min , 0,1, , 1n n

v
n n

P P
n N

P P D
πσ +

+

⎛ ⎞
< =⎜ ⎟

+⎝ ⎠
−     (8) 

其中 为常系数，通常情况下取 ，每一步都可以得到

的正确解模糊概率，为了正确解模糊更可靠，可以将

取更大的值，如

D 3D =

99.7%

D 6D = 。 

 如图 1 所示，假设相位干涉仪阵列由 6 个阵元构成，以

0 阵元为基准分布在水平直线上，为了比较基线参数之间非

互素性的优点，采用两种阵元放置方案，其位置分别为 

24 30 75 125 2500, , , , ,
2 2 2 2 2
λ λ λ λ λ⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

, 24 57 93 1670, , , , ,
2 2 2 2
λ λ λ λ⎧

⎨
⎩

 

251
2

λ ⎫
⎬
⎭
，第 1 种方案中的 nP 与 1nP + 存在比较大的公因子，第 

2 种方案中的 nP 与 1nP + 之间基本互素。由命题Ⅱ可知，为了

得到正确的解模糊处理和波达角估计值，分别要求 / 9q π< ，

。对于第 1 种阵元放置方案，当取/ 418q π< 3D = 时，由式

(8)推得相位差噪声的方差 / 27vσ π< ，因此相位干涉仪的接

收信号的信噪比必须大于14d ，在一般的情况下，这种信

噪比要求容易得到满足的。对于第 2 种情况，由于要求

B

/ 418q π< ，在一般的情况下，相位干涉仪很难达到如此高

的 技 术 要 求 。 从 上 面 的 分 析 可 以 看 出 ： 在 保 持

( )1 2GCD , , , 1NP P P = 的前提下，适当地提高两个相邻的干

涉仪的基线比参数的最大公因子 ( )1GCD ,n nP P + ，可以降低正

确解模糊条件对相位差噪声的要求。 

4   仿真试验 

如图 1 所示，假设相位干涉仪阵列由 6 个阵元构成，

5N = ，阵元分布采用两种方案。第 1 种方案的位置为

24 30 75 125 2500, , , , ,
2 2 2 2 2
λ λ λ λ λ⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

。第 2 种方案的位置为 

6 23 47 75 830, , , , ,
2 2 2 2 2
λ λ λ λ λ⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

。首先验证命题Ⅱ的正确性，假 

设各个相位干涉仪的观测噪声均匀分布在 [ ],q q− 的范围内， 

其中 为一个真实数。从命题Ⅱ可以看出，对于第 1 种方案

当

q

/ 9q π< 时，算法就能够完全正确地进行解模糊处理；对

于第 2 种方案当 时，算法才能够完全正确地进行

解模糊处理。在仿真试验选取 在

/158q π<

q [ ]0,3 / 20π 的范围内变化，

目标处于 / 4θ π= 的位置，进行 1000 次的 Monte-Carlo 试验，

可以得到正确解模糊的统计概率和 的关系，如图 2 所示。

可以看出，对于第 1 种方案，统计曲线在 处是一个

转折点，当 时，得到正确结果的统计概率为 1，当 

q

0.35q =

0.35q <

0.35q > 时，会出现错误的估计结果，并且随着 的增大， q
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图 2   命题 2 的验证仿真试验 

正确概率随之减小；由于第 2 种方案，只有当 很小时才能

得到正确的波达角估计值。仿真试验表明命题 2 给出的 的

选取是正确解模糊的必要条件，也说明了适当的增加两个相

邻的干涉仪的基线比参数的最大公因子，可以降低正确解模

糊条件对相位差噪声的要求。 

q

q

然后讨论相位干涉仪阵列的各个相位差的噪声干扰为

高斯白噪声的情况下，噪声方差与得到正确估计结果的统计

关系。在其它条件与图 2 的仿真试验相同的情况下，假设各

个相位干涉仪的观测噪声服从相同的高斯分布，并且相互独

立，它们的方差为 2
vσ ， 2

vσ 在 [ ]40dB,10dB− 的范围内变化，

对于每一种情况进行 1000 次的 Monte-Carlo 试验，可以得到

正确解模糊的统计概率和 2
vσ 的关系，如图 3 所示。从图 3

可以看出，随着观测噪声方差的减小，得到正确波达角估计

的概率随之增大。对于第 1 种阵元分布的方案，当

(相当于相位差的测量精度为 )时，正确概

率已经相当高了；对于第 2 种阵元分布的方案，要求

(相当于测量精度为 )。 

2 15dBvσ < − 0.18rad

2 32dBvσ < − 0.025rad

   

图 3   正确解模糊概率与噪声方差的统计关系 

5   结束语 

 本文通过对相位干涉仪阵列观测得到的含有模糊的相

位差进行多组解模糊处理得到各个相位干涉仪无模糊的相

位差，从而得到波达角θ 的估计值。讨论了影响得到正确估

计结果的关键在于各步正确解模糊，并且分析了正确解模糊

的条件。通过仿真试验验证了正确解模糊的条件，并且对噪

声方差与正确概率进行了仿真分析，表明在一般的相位干涉

仪能够满足正确解模糊的技术要求。 

附录 

附录   Ⅰ 证明命题Ⅰ 

第 1 步  证明命题Ⅰ的前半部分，因为在没有噪声干扰

的情况下，使得任意两个相邻的相位差满足： 

( ) ( )1 1 12 : 2 : :n n n n n n n 1nM M P P Q Qφ π φ π+ + ++ + = = +   (A-1) 

其 中 与nQ 1nQ + 满 足 互 素 的 关 系， 所 以 1n nM M +, 在

/ 2 , / 2n nP P⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ 和 1 1/ 2 , / 2n nP P+ +⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ 一 共 有  GCD

( )1,n nP P + 组解。 

第 2 步  证明命题Ⅰ的后半部分，存在性是显而易见的。

然 后 证 明 这 组 解 的 唯 一 性 ， 假 设 存 在 另 一 组 解

1 2 , ,' ' '
NM M M, 同样满足命题Ⅰ的要求，则 1 2 , ,t t

NM M M,t

和 ' ' '
1 2 , , NM M M, 满足： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2 1 2

'
1 1 2 2 1 2

2 : 2 : 2 : :

2 : 2 : 2 : :

t t t
N N

' '
N N N

NM M M P P

M M M P P

φ π φ π φ π

φ π φ π φ π

⎫+ + + = P

P
⎪
⎬

+ + + = ⎪⎭

(A-2) 

如果 1 2 , ,t t
N
tM M M, 与 1 2 , ,' ' '

NM M M, 不同，则得到： 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2: : : :t ' t ' t '
N N NM M M M M M P P P− − − =  (A-3) 

又因为 1 2, , NP P P, 的最大公因子为 1，所以式(A-3)中的 

( )'t
n n nM M kP− = ，所以 '

nM 不在 范围内， / 2 , / 2n nP P⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡⎣ ⎦ ⎢⎣ ⎦⎤⎥

即 nM 在 / 2 , / 2n nP P⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ 内的解是唯一解。         证

毕 

附录 II  证明命题 II 

在存在噪声干扰的情况下，假设 1 2 , ,t
N
tM M Mt, 为各个

相位差的实际模糊数。因为 

2t t
n n n nv Mϕ ϕ φ π= + = + n  

nϕ 为实际的相位差， t
nϕ 为不含噪声的相位差， nφ 为观测相

位差， 2 ，将其代入算法的第 1 步,整理得

到 

t
n n nv Mφ ϕ π= + − t

n

1 1
1round

2
t tn n n n

n n n n
Q v Q vR Q M

π
+ +

+
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
1Q M ++   (A-4) 

只要 1 1 0.5
2

n n n nQ v Q v
π

+ +−
< ，上式的 R 就等于无噪声干扰的情 

况。如果 的分布范围为nv [ ],q q− ，为了得到正确的模糊数解，

要求满足式(7)。                                  证毕 
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