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一种脉冲噪声中的韧性恒模算法及其稳定性分析 

唐  洪    邱天爽 
(大连理工大学电子与信息工程学院  大连  116024) 

摘  要  由于无线信道的噪声表现出脉冲性特征，常规恒模波束形成器的性能出现退化。该文引入 稳定分布作

为信道脉冲噪声的模型，提出一种广义化的韧性恒模波束形成器。以分数低阶统计量为工具分析了该韧性恒模波

束形成器在脉冲噪声干扰下所能达到的稳定状态。数值模拟对分析结果进行了验证。 
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A Robust CM Algorithm in Impulsive Noise  
Environment and Its Steady-State Analysis 
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Abstract  The traditional Constant Modulus (CM) beamformers are found to degrade in impulsive noise environment. In 

this paper， -stable distribution is introduced as a model of impulsive noise. And a robust CM beamformer is proposed. 

Steady-state of the beamformer is analyzed based on fractional low-order statistics theory. Computer simulations verify the 

analysis. 
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1  引言
 

同信道干扰是通信系统中的一个重要问题，尤其是无线

蜂窝通信系统。随着用户的增加，同信道干扰变得愈来愈严

重，甚至会限制通信容量的进一步扩大。多年来，对于同信

道信号的恢复问题，已经提出了许多算法。比如，基于波达

方向估计的算法[1]，利用信号循环平稳性的算法[2，3]，利用信

号恒模特性的算法[4-8]等，这些算法都能在一定的假设条件下

从同信道干扰环境中恢复期望信号。 

在这些算法中往往会发现一个共同的事实：即这些算法

基本上都假设信道噪声是符合高斯分布的。之所以做出这样

的假设，原因有二：其一，理论上有中心极限定理的支持；

其二，这样的假设给算法的研究带来了极大的方便，使得算

法存在简便的表达式，并且容易分析。然而，近年来的研究

表明，无线信道的噪声往往不是高斯分布的[9，10]。特别地，

文献[9]对室内无线信道的测量发现此时的信道噪声表现出

显著的脉冲性，与高斯分布相差较大。造成无线信道噪声非

高斯性的原因既有人为因素也有自然因素。主要包括各种电

子设备辐射的电磁波和一些自然现象产生的电磁干扰。 
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为了开发出韧性较好的算法，首先要找到一个随机分布

模型能完美地模拟这种无线信道的脉冲噪声。国际非高斯信

号处理领域的著名教授Nikias提出以 稳定分布作为模拟无

线信道脉冲噪声的模型

α
[11-13]。α稳定分布是一种广义化的高

斯分布。它具有许多良好的性质，其中最重要的是稳定性和

广义中心极限定理，因此它可以作为一般的噪声模型。本文

以 稳定分布作为无线信道的噪声模型，提出一种韧性较强

的恒模波束形成器，并以分数低阶统计量理论为工具分析这

种恒模波束形成器所能达到的稳定状态。 

α

2  稳定分布及其性质 α

α 稳定分布不像高斯分布那样具有封闭的概率密度函数

表 达 式 ， 但 它 的 特 征 函 数 具 有 统 一 的 表 达 式 ：

( ) ( ) ( ){ }1 sgn ,jat t j t t
t e

αγ β ω α
ϕ

− +⎡ ⎤⎣ ⎦= ，其中 ( , ) tan ,
2

t απω α = ( 1α ≠ )， 

2( , ) log ,t tω α
π

= 1( α = )。α 是特征指数 ，(0 2)α< ≤ α 愈 

小脉冲性愈强。 β ( 1 1)β− ≤ ≤ 是对称系数， 0β = 时表示对

称分布，记为 (Symmetry -Stable distribution)。Sα S α γ  

是分散系数(Idispersion parameter)。a 为

位置参数(location parameter)。

( 0)γ > ( )a−∞ < < ∞

2α = 和 对应于高斯分

布。 

0β =

一个特征指数为α 的稳定分布与高斯分布的一个重要区
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别在于前者不具有α 阶及以上各阶统计量[11]，即 [| | ]pE X =  

(,∞ p α≥ )。于是在这种非高斯脉冲噪声环境下，二阶统计

量的理论不再适用了。此时，分数低阶统计量理论成为了一

种强有力的工具。本文就是在分数低级统计量理论的指导下

展开工作的。 
定理 1  位置参数为零的α 稳定随机变量的分数低阶矩

表示为 

( )| | ( , )
p

pE X C p αα γ= ，    0 p α< <       (1) 

式中 1 1( , ) 2 ( / ) ( / 2)
2

p pC p p pα Γ Γ α α π Γ+⎡ ⎤+⎛ ⎞ ⎡ ⎤= −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎣ ⎦
− ，

伽马函数 1( ) d
x x tx t e tΓ − −

−∞
= ∫ 。定理 1 的证明参见文献[11]。

作为式(1)的推广，还存在下面一个结论。如果 1, , nX XL 是

独立的 随机变量，当Sα S 10 np p α< + + <L 时，有 
1

1(| | | | )npp
nE X X < ∞L                (2) 

    如果复随机变量 和 是联合S 分布的，定义 和

的共变关系(Covariation)：

X Y α S X

Y
1( )[ , ]

(| | )

p

Yp
E XYX Y

E Yα γ
< − >

= ，其中

1 p α≤ < ， 。共变关系具有以下几个重要性

质，这些性质对本文算法的分析具有重要作用。 

1 *| |p pY Y
Δ

< > −= Y

]

性质 1   如果复随机变量 和 是联合S 分布的，

共变关系具有对第一变量的线性和对第二变量的伪线性。 

X Y αS

1 2 1 2[ , ] [ , ] [ ,aX bX Y a X Y b X Yα α α+ = +  
1 1

1 2 1 2[ , ] [ , ] [ , ]p pX aY bY a X Y b X Yα α α
− −+ = +  

性质 2   共变关系不具有对称性， [ , ] [ , ]X Y Y Xα α≠ 。 

性质 3   如果复随机变量 和 是独立的，则 [ ,X Y ]X Y α  

0= 。 

3  韧性恒模波束形成器 
3.1  韧性恒模波束形成器的迭代方程 

假设 个阵元的天线阵列接收到 d 个不相关恒模信号，

接收数据表示为 

m

( ) ( ) ( )k k= +x As n k                   (3) 

式中 是 的接收数据向量，

是 m 的阵列响应矩阵， 是

的信号向量，每个信号源

T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]mk x k x k x k=x L 1m ×

A d× T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]dk s k s k s k=s L

1d × ( )is k ( )具有恒模特

性，信号功率为

1, ,i = L d
2
isσ 。 是噪声向

量， ,( )是一个分散系数为

T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]mk n k n k n k=n L

( )in k 1, ,i = L m γ 的复 过程。

假设天线阵列为均匀线性阵列(实际上恒模算法对阵元几何

结构没有要求，这样假设只是为了方便分析)，则阵列响应矩

阵为

Sα S

1 2[ ( ), ( ), , ( )]dθ θ θ=A a a aL ，其中  ( ) [1, , ,ij
i e φθ −=a L

( 1) T] ,ij me φ− − 2 ( / )sin( ),i ilφ π λ θ= Δ ( 1, , ),i d= L iθ 为各用户信

号的波达方向， 为阵元间隔，lΔ λ 是载波波长。波束形成器

的输出为 

H( ) ( )y k k= W x H

1
( ) ( ) ( )

d

i i
i

式中 是复权向量，其作用是对接收信号

进行相位和幅度的调整。恒模波束形成器的最终目的就是找

到恰当的W 使主波束指向某个具有恒模特性的来波方向。 

T
1 2[ , , , ]mw w w=W L

观察式(4)，波束形成器的输出 是源信号的线性组合y

H

1
( ) ( )

d

i i
i

s kθ
=
∑W a 与一个复α 稳定过程 之和。可见

的

H ( )kW n y

α 阶及以上各阶统计量是不存在的，但是它的 p ( )p α<
阶统计量是有限的，结合式(1)和式(2)定义恒模波束形成器的

代价函数： 

{ }H( )   | | ,
pqJ E δ= −W W x      qp α<        (5) 

式中δ 为波束形成器输出端期望信号的幅值。在高斯噪声情

况下 和q p 可分别取为 1 或 2 的 4 种组合。实际上采用了输

出的四阶矩或二阶矩作为代价函数。根据式(2)，在稳定分布

噪声下必须使 qp α< ，式(5)才有意义。为了以后的简化计算，

本文特别地取 2p = ， 。采用随机梯度下降法求解式

(5)(见附录 A)，得到 

/ 2q α<

2( ) (| ( ) | ) | ( ) | ( )q qe k y k y k y kδ −= −           (6a) 
*( 1) ( ) ( ) ( )k k k eμ+ = −W W x k            (6b) 

式(6)就是本文研究的韧性恒模波束形成器迭代方程。式中的

不再限制为整数，可以取小数。若取 ，则式(6a)成为 q 2q =

2 2 2( )  | ( ) | sgn(| ( ) | ) ( ) (| ( ) | ) ( )e k y k y k y k y k y kδ δ δ= − − = −   (7) 

这就是(2，2)型算法的迭代方程。若取 ，则式(6a)成为 1q =

( ) ( ) ( ) / | ( ) |e k y k y k y kδ= −              (8) 

这就是(1,2)型算法的迭代方程。这表明，式(6)的( ,p q )型算

法为(2,2)型和(1,2)型算法的广义化，而(2,2)型和(1,2)型算法

为( ,p q )型算法的一个特例。 

3.2 韧性恒模波束形成器的收敛模型 

我们在文献[14]中建立了一个分析模型来研究该韧性恒

模波束形成器式(6)的收敛特性并得出结论：在 稳定分布脉

冲噪声环境中，当阵列同时接收到多个同信道信号时，波束

形成器的初始权向量和信号的功率共同决定了波束形成器

将捕获哪一个信号。初始权向量一旦确定，将捕获功率较大

的那一个信号，并抑制掉其它功率较小的信号，这一结论与

文献[4]也是吻合的。另一方面，也可以通过调整初始权向量

使波束形成器捕获感兴趣的信号。 

α

4  韧性恒模波束形成器的稳定状态 

4.1 韧性恒模波束形成器的最优权向量 

从 3.2 节知道，稳定分布噪声环境中韧性恒模波束形成

器按照式(6)迭代，当权向量 收敛以后，波束形成器必

定会捕获一个信号并抑制掉其它信号。本节将研究权向量收

敛的稳定点，给出最优权向量的解析表达式。假定韧性恒模

波束形成器捕获 个信号中的第 个信号，则波束形成器对

第 i 个信号的估计误差表示为 。波束形成

( )kW

d i

( ) ( ) ( )b
i ie k s k y k= −

Hs kθ
=

= +∑W a W n k        (4) 
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器达到稳定后，误差 应该达到最小。根据式(1)，定义

代价函数： 

( )b
ie k

{ }( )  ( ) ( ) p
iJ E s k y k= −W ，  1       (9) 2p≤ <

从式(1)还知道， ( ) ( )min  | | minp
XE X γ⇔ ，这里“ ⇔ ”表

示“等价”。令误差 的分散系数为( )b
ie k be

γ ，于是代价函数

式(9)等价地转换为 

( ){ } ( ){ }arg min  ( ) ( )  arg  min   b
p

i eC
E s k y k γ

∈
= − ⇔ =

W
W W

C∈W
 (10) 

根据共变与分散系数的关系，得到 

[ ( ), ( )]b
b b
i ie

e k e k αγ =                  (11) 

 把 和 代入式(11)，经 ( ) ( ) ( )b
i ie k s k y k= − H( ) ( )y k k= W x

过整理(见附录 B)得到 
H b ixxe sγ γ= W C W −                 (12) 

式中 xxC 表示接收信号的共变矩阵。由于我们已经假设韧性

恒模波束形成器捕获了第 个信号源，有 i
H ( ) 1iθ =W a                 (13) 

代价函数式(10)可以进一步转换为 

( ){ }Harg  min   
ixx sC

γ
∈

= −
W

W W C W ，s.t. H ( ) 1iθ =W a   (14) 

采用 Langerange 乘子法，最优权向量应该满足下面的代

价函数： 

( )H H( ) ( ) 1
ixx s i iG γ λ θ= − +W W C W W a −        (15) 

对式(15)求解，得到韧性恒模波束形成器所能达到的最优权

向量： 
1

opt ( )i xx iλ θ−=W C a                (16) 

把式(16)代入式(13)得到参数 iλ 的取值： 

( )HH 1

1

( ) ( )
i

i xx i

λ
θ θ−

=
a C a

             (17) 

当噪声较小时 ( )HH 1( ) ( ) 1/
ii xx i s

2θ θ σ− ≈a C a 。于是韧性恒模波束

形成的所能达到的最优权向量就是 2 1
opt ( )

is xx iσ θ−≈W C a 。第 5

节的数值模拟将对此式验证。当 α稳定分布噪声的脉冲性减

弱并退化为高斯噪声时，式(16)也是高斯噪声环境中波束形

成器的最优权向量[6，7]。此时 xxC 退化为相关矩阵 xxR ，式(16)

也相应地变成 2 1
opt ( )

is xx iσ θ−≈ R aW 。 

4.2 韧性恒模波束形成的输出信干噪比  outSINR

波束形成器权向量 收敛到最优解 后，输出由

捕获的信号和噪声组成，即 

( )kW optW

H H H
opt opt opt

1
H

opt

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (18)

d

i i
i

i

y k k s k k

s k k

θ
=

= = +

= +

∑W X W a W n

W n
 

这里使用了约束条件 和 (H
opt ( ) 1iθ =W a H

opt ( ) 0,jθ =W a j i≠ )。这

里 仍然是一个稳定分布的噪声，假定此噪声的分散

系数为

H
opt ( )kW n

optγ 。于是波束形成器输出的信干噪比 为 outSINR i

( )out 2
optSINR 10lg {| ( ) | }i iE s k γ=            (19) 

而输入信干噪比 为 inSINR i

in 2 2

1,
SINR 10lg {| ( ) | } {| ( ) |

d

i i j
j j i

E s k E s kγ
= ≠

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑   (20) 

则第 i 个信号获得的信干噪比增益Ga 表示为 ini
out in

2
opt

1,

Gain SINR SINR

10lg {| ( ) |

i i i

d

j
j j i

E s kγ γ
= ≠

= −

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑
      (21) 

式(21)就是韧性恒模波束形成器所能达到的最优输出信干噪

比增益，可以发现第 个信号获得了很大的增益。另一方面

也验证了波束形成器把主波束指向了第 i 个信号。 

i

5  数值模拟 

假设有 10m = 个阵元的均匀线性阵列，接收到 3 个不相

关正弦信号，且每个信号都具有单位功率。 稳定分布噪声

的特征指数

α
1.5α = ，分散系数 0.1γ = 。参数 选取为q

0.7q = 。现在来验证波束形成器的最优权向量。通过设置波

束形成器的初始权向量，使第 1 个信号被捕获，则波束形成

器的最优权向量为 2 1
opt ( )

is xx iσ θ−=W C a 。最优权向量 有 10

个元素，对应于 10 个阵元，它们的幅值和相位如图 1(a)，1(b)

所示。选取一定的迭代步长，式(6)经过 1000 次迭代达到稳

定。 的幅值和相位如图 1(c)，1(d)所示。由于本例

采用的是均匀线性阵列，阵元间距为半波长，所以相邻阵元

的相位差为 90 。对比图 1(a)，1(b)与图 1(c)，1(d)，可见波

束形成器稳定后的权向量与理论值是非常接近的。从图 1(a)

和 1(c)看出波束形成器的幅值几乎保持恒定的，验证了我们

在附录中关于权向量幅值的假设。 

optW

(1000)W

o

 

图 1 理论上的权向量与迭代求解的权向量 (a)理论计算权向量的幅

值，(b)理论计算权向量的相位(单位：度)，(c)迭代方程稳定后权向

量的幅值，(d)迭代方程稳定后权向量的相位(单位：度) 
Fig.1 Comparison between the theoretical weight vector and the 

practical weight vector  (a) the amplitude of theoretical weight vector, 
(b) the phase of theoretical weight vector, (c) the amplitude of practical 

weight vector, (d) the phase of practical weight vector 

当波束形成器达到稳定后，输出信干噪比和输入信干噪

比理论上应该达到式(19)和式(20)的计算结果。式(19)计算的

 



第 7 期                      唐  洪等：一种脉冲噪声中的韧性恒模算法及其稳定性分析                         1199 

输出信干噪比为 

( )out 2
optSINR 10lg {| ( ) | }i iE s k γ= = 4.55 (dB) 

而式(6)达到稳定后，波束形成器输出 ( )y 实际信干噪比为

3.94dB。按照式(20)计算的输入信干噪比： 

k 的

in 2 2

1,
SINR 10lg {| ( ) | } {| ( ) | 7.37

d

i i j
j j i

E s k E s kγ
= ≠

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ = − (dB) 

可见，第 1 个信号被波束形成器捕获后，理论上第 1 个信号

应该获得的增益为 ，而实际

上获得的增益为 。 

Gain 4.55 ( 7.37) 11.92dBi = − − =

3.94 ( 7.37) 11.31dB− − =

6  结束语 

本文以 稳定分布作为无线信道脉冲噪声的模型，提出

了一种广义化的韧性恒模波束形成器。利用分数低阶统计量

理论为工具分析了该波束形成器在脉冲噪声环境中所能达

到的稳定状态。分析表明：尽管在脉冲噪声环境中，该韧性

恒模波束形成器也会捕获其中一个信号并抑制掉其它信号。

稳定时所能达到的最优权向量与被捕获信号的功率

α

2
isσ ，该

信 号 方 向 向 量 ( )iθa 和 共 变 矩 阵 xxC 有 关 ， 表 示 为
2 1

opt ( )
is xx iσ θ−=W C a ，如式(16)。而该信号经过波束形成器后

获得的增益表示为式(21)。 
附录 A 

随机梯度下降法表示为 

( 1) ( ) ( ( ))k k Jμ+ = − ∇W W W k             (A-1) 

其中 ( ( ))J k∇ W 表示代价函数在第 k 时刻的梯度。如果以瞬

时梯度代替期望梯度，则 ( ( ))J k∇ W 可表示为 

1
*

1

( ( ))( ( )) || ( ) | |
( )

( )sgn(| ( ) | ) | ( ) | ( )
| ( ) |

q p

q q

J kJ k y k
k

y ky k y k k
y k

δ

δ

−

−

∂
∇ = = −

∂

⋅ −

WW
W

x     (A-2) 

本文特别地取 ， ，则 2p = / 2q α<
2( ( )) (| ( ) | ) | ( ) | ( ) ( )q qJ k y k y k y kδ −∇ = −W x k

k

    (A-3) 

于是得到权向量的迭代求解方程： 
2( ) (| ( ) | ) | ( ) | ( )q qe k y k y k y kδ −= −          (A-4) 
*( 1) ( ) ( ) ( )k k k eμ+ = −W W x            (A-5) 

附录 B 
把 代入式(11)，并利用本文第 2 节中

共变的性质，则 

( ) ( ) ( )b
i ie k s k y k= −

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ( ), ( )] ( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( ) (B 1)

b
b b
i i i i ie

i

e k e k s k s k s k y k

y k s k y k y k
α α α

α α

γ = = −

− + −
 

H( ) ( )y k k= W x 可以写为 
H H H

1 1
H H

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (B 2)
i i

d d

y k k s k s k

s k

θ θ

θ

= = + +

+ + + −

W x W a W a

W a W n

L

L
 

把式(B-2)代入式(B-1)中。假设信号 ( )is k 和 ( )js k 是正交的，

再次利用共变的性质，式(B-1)中的每一个分量分别表达为 

[ ]

( ) [ ]

H H
1 1

H H

1H

( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

                       ( ) ( ), ( ) (B 3)

i i i i
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i i i

s k y k s k s k s k

s k

s k s k

α

α

α

θ θ

θ

θ
< − >

⎡= + +⎣
⎤+ + + ⎦
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W a W a

W a W n

W a

L

L  

[ ]

( )[ ]

H H
1 1

H H

H

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( )

                    ( ) ( ), ( ) (B 4)

i i

d d i
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y k s k s k s k

s k s k

s k s k
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θ θ

θ

θ

⎡= + +⎣
⎤+ + + ⎦
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W a W a
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[ ]

[ ] ( )

H H

1H

( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) (B 5)p

y k y k k k

k k

α α

α
< − >

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

= −

W X W X

W X X W

把式(B-3)、式(B-4)、式(B-5)代入式(B-1)中，得到 

[ ] ( ) [ ]

( )[ ]

[ ] ( )

1H

H

1H

 ( ), ( ) ( ) ( ), ( )

( ) ( ), ( )

( ), ( ) (B 6)

p
e i i i i i

i i i

p

s k s k s k s k

s k s k

k k

α α

α

α
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< − >

< − >
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−

+ −

W a
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另外，我们还假设波束形成器的权向量只对接收信号的相位

进行调整而不改变信号的幅度。这个假设可以由后来的数值

模拟验证，见图 1(a)，1(c)。把约束条件式(13)代入式(B-6)，

得到 

[ ]H H ( ), ( )
i ie sk k

α xx sγ γ γ= − =W X X W W C W −    (B-7) 
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