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拟 Wigner分布最佳窗函数 
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分布是应用最广瑟的两种时频分析工具，其窗函数的选 

择是其应用的前提，对此仍有待深入研究．本文详细研究了其窗函数的选取准则，给出了在最 

佳频率分辨率意义上的最佳窗函数． 
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时频分析同时在时域和频域描述信号，这种描述方法在处理时变、非平稳信号倒如语声、 

音乐、雷达、声纳、时变信道上的通信等方面有较大的应用潜力 【 ．常见的时频分析方法有基 

于线性处理的短时傅里叶变换 (STFT)、小波变换 (wT)、调频子变换 (Chirplet Transform 

)【 、基于非线性处理的二次型 Cohen类时频分布、高阶时频分布和依赖于信号的自适应时频分 

布 【0】等．实际上线性方法本质上是直接利用分析信号和参考信号匹配的一种分析方法，而非线 

性处理方法则是首先利用了信号内部本身的内在机制然后再和参考信号匹配的一种分析方法． 

线性化处理方法的主要优点是其理论和应用的简单性，但传统 STFT的时频分辨率较低，要得 

到好的时频分辨性能，应用调频子变换运算量相对较大 ．而二次型和高阶时频分布具有较高 

的频率分辨性能，但存在信号间的交叉项，去交叉的平滑技术是以降低其分辨性能为代价的． 

J．C．Andrieux，等提出最优光滑 Wigner—Ville分布，其实质是寻求最佳窗长和最佳窗调频率的谱 

图分布 (STFT的模平方) ．事实上，STFT如果窗函数选得与信号匹配且窗长选得恰当则可 

具有很高的频率分辨性能。文献 [5】证明了当信号为线性调频信号时，窗函数的频宽大概等于信 

号的调频率的平方根．在某些应用，例如雷达信号处理中有时信号的频率分辨率是很重要的， 

但并不是处理的信号越长频率分辨率越高．本文讨论了对于一般非平稳信号，得到最佳频率分 

辨率 STFT窗函数的选择准则，它在概念上比文献 [2,4】更加清晰，结论更加一般．Wigner分 

布对线性调频信号具有最高的频率分辨率，但对其它信号则不然．加窗的 Wigner分布称为拟 

Wigner分布，窗函数的相位和长度也影响频率分辨性能，我们也讨论了拟 Wigner分布的最佳 

窗选择问题． 

2 短时傅里叶变换最佳窗函数 

STFT的目的是求信号的瞬时谱，一般定义为 

STFT~( =exp(一J2 问／s。+r) (r)exp( 2 )打 
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其中 (r)为低通窗函数．一般情况下 (r)取为对称的实函数． STFT的物理意义可解释为带 

通滤波器组或 s( )在 (r)的时、频移上的投影。调频子变换实质为窗函数取复数的STFT， 

窗函数的相位是关于时延 r的二次多项式，其窗函数为 

)= 1 e
xp[一j1刚唧(一 2rr,ur2)， 

其中 和 均为可变参数．一般情况下窗函数和时间有关，此时把 (r)由 ( ，r)代替．令 

u(t．r)：A(t，r)e](p(一j2~r~(t，r))，设 8(t)=exp(j2~qo(t))，则有 

STFTs(t，，)=exp(一j2 ，}]／exp(j27rqo( +r))d( r)exp(一J2 ( r))exp(一J2 ) 
= 酬 )／坤，小x J )w(}]r+ ㈣T2 Jr．．．]] 
X exp(-j2 (t，r))exp(一j2~rfr)dr． 

若 ≯(t，r)=(i／2)~ ( )r。+⋯ ，则上式变为 

STFE ( ，，)=e](p(一j2gft)exp(j2~rcp(t))FT(A(t，r)){ (，一 (t))． (2) 

特别当≯(t，r)=(1／2)~o (t)r。时，上式和调频子变换类似。由此我们看到对于 STFT变换，要 

想得到好的频率分辨率，就要消去 s(t)中相位固有的高阶项，若消不掉必定引起频谱展宽，频 

率分辨率降低．由 w西erBtrasB定理，任何有限时宽的连续函数均可以由多项式任意逼近．传统 

STFT相当于在一段时间内由常数来近似瞬时频率．实际上由多项式来近似瞬时频率近似误差 

会更小．多项式常数项由 (一j2~fr)中的频率来提供，高阶项由窗函数的频率来提供．为方便 

起见．多项式阶数为 n时的 STFT称为 n阶 STFT．多项式的系数作为变量可由作 STFT搜 

索得到．对于固定的多项式阶数．时宽越窄逼近性能越好，频率近似误差越小，但有限长傅里 

叶变换 (FT)引起的频谱展宽越大．反之时宽越宽．逼近性能越差，频率近似误差越大．但有限 

长 FT引起的频谱展宽变小。因为总频谱展宽为二者的总和，故存在一个最佳时宽使得两者引 

起的总体频谱展宽最小．下面我们给出最佳时宽的一个定理． 

引理 1 J设 (t)是在 [a，b】内具有n+1阶导数的连续函数，则在 6】内用 n次多项式 

来最佳逼近 (t)其误差为 

晰 ) rb—n1” 

lT J 

其中 ll + (t)ll M，t E[a，b】． 

定理 1 对于信号 s( )=e](pO2 ( ))，若 ( )光滑但非n+1次多项式，在 [t-T~2，t+T／2 

内对 s( )作 n阶 STFT，则最佳时宽： 

其 中 M = max 
∈[{一T]2． + 2】 

T= “ 砒iM 

证明 固信号 (t+r)的瞬时频率为 ( +r)，u(t，r)的瞬时频率为 n次多项式．由引理 

1， u(t，r)对 t+r)的最佳近似误差为 
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眦  “ 

困 +r)非 Tt次多项式， (5)式取成等号．而长度为 的方波的 FT的频谱宽度为 1／T 

故总频谱展宽： 

W(T)=2En(~ )+1／T=【4M／(n+1)!](T／4) +1／T， (6) 

由OW(T)／OT=0得 (M／n!)(T／4) 一1／T =0，解方程得： T= 。／4nn!／M ．此时 W(T) 

取得最小值． 

上述定理中的 M 困是依赖于 的，故上式只能说是最佳窗长应满足的关系式，只有当 M 

为已知常数或近似常数时才能由上式求出最佳窗长．图 1给出不同 M 时 1阶 STFT频谱展宽 

和窗长 的关系，可以看到在最佳窗长的附近 (曲线的凹点)，函数较平，即此时也可以得到较 

好的频率分辨率，但当远离最佳窗长时，就只能得到较差的频率分辨率。 

图 1 一阶短时富理叶变换频谱 

晨宽随窗长 T 的变化 

Z 

强 
蜜 

图 2 拟 wigner分布频谱 

晨宽随窗长 T的变化 

特倒： 当 n=0时，即常规 STFT，分析信号为线性调频信号 

最佳窗长 T=～／ ，与文献 【5]的结论一致． 

当n=1时，即文献 【2]的调频子变换，设信号为二次调频信号， 

(1／3 1)kt~则 M =k．最佳窗长 T= 

(t)=岫t+(1／2)ut。 

(t)= 0t+(1／2)ut。+ 

3 拟 Wigner分布近似最佳窗长和调频窗拟 Wigner分布 

二次型 Cohen类时频分布是应用最广泛的一类时频分布．可以看成是 Wigner分布的光滑 

化。Wigner分布具有良好的数学性质．对其已经有很多讨论，一般计算时只能取一段数据，对 

Wigner分布加窗称其为拟 Wigner分布： 

．，]=／ )s[f+ 三]E『埘 ． (7) 
对于拟 Wigner分布还没有人讨论其窗函数的选取准则．与上面的推导类似．我们可得到 

拟 Wigner分布近似最佳窗长． 
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设 s )=exp(j27r~(t))，则 s(t+~／2)s (t—r／2)=exp[j2r(~o(t+r／2) 

利用 Taylor展式得 ( +r／2)一妒(f—T／2)= (t)r+(2／30~(。)(t)(r／2)。+ 

一 r／2))】． 

- -

． 对 s( + 

2)s 一T／2)关于 作 FT，相当于用常数来近似 (t)+(1／8) (。)( ) 。+⋯ 。在一小段时 

间 内关于 的高阶项可省掉。则相当于用常数去近似 ( )+(1／8) (。)(t) 。近似误差： 

Eo(f)=(1／4)I (。 ( )I( ／4) 与定理1类似可证当T=2々 ／ 研 时2Eo(f)+1／T取 

得最小值，故拟 Wigner分布近似最佳窗长： 

T=2 ／ )( )ll (8) 

图 2给出不同 I )(t)I时拟 Wigner分布频谱展宽和窗长 T的函数关系，与 1阶 STFT 

时的情况类似．但对同样的窗长。一般情况下，对于慢变信号拟 Wigner分布频谱展宽比 1阶 

STFT频谱展宽要小。 

同时可见。当作 FT时把 (2／3f) (。)(t)( ／2)0消掉。可以得到更好的频率分辨率。故我们可 

利用具有二次调频项的窗函数。其相位为 一2 (2／3 1) (0)(t)( ／2)0，称其为具有二次调频窗的 

拟 Wigner分布。当然因 t (t)是不知道的。我们需要对参数进行搜索。 

应当指出，上面的结论不仅对模 1信号成立。对具有慢变包络的信号如 s(t)=A。(t)exp(j2~r 

( ))也近似成立．因为慢变包络的谱展宽相对窗的谱展宽和多项式近似的误差来说是小量，可 

忽略。 

4 仿真结果 

我们利用二次调频信号来验证本文的结论。设 s( 的幅度为常数，相位 

2~T(t)=2~(ao+n1t+(1／2)．2t。+(1／3 1)a3t。) 

则瞬时频率 f(t)= (t)=al+ +(1／2)a3t。．对于 1阶 STFT其最佳调频斜率 =a2+a3t， 

最佳窗长 T= ／na。对于拟 Wigner分布其最佳窗长为 T=2 2／％ ．由此我们看到对于 

二次调频信号。最佳窗长拟 Wigner分布比最佳窗长的 1阶 STFT具有更好的频率分辨性。我 

们取 no=1， n1=2，n2=1，a3=8，t∈f0，4]，图3，4分别给出了不同窗长的STFT和拟 

Wigner分布的等高线图。其中图 3(b)，图 4(b)为最佳窗长时的分布．从图中可 看到取最佳 

窗长的时频分布具有最高的频率分辨率．图 5为具有二次调频窗的拟 Wigner分布．也可 看 

到，因二次调频窗的拟 Wigner分布消掉了相位的三次项，其频率分辨率完全由窗长决定。窗长 

越长，频率分辨率越高．且同等窗长时比拟 Wigner分布具有较高的频率分辩率． 

5 结 论 

本文在讨论了STFT的一般概念的基础上，给出了 STFT和拟 Wigner分布的最佳窗长。 

提出了具有二次调频窗的拟 Wigner分布的概念．对于分析的具体信号，因参数是未知的，需在 

最佳频率分辨率准则下对窗参数进行搜索． 
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圉 3 一阶短时富里叶变换 (a)T=0 2381，(b) =0．7937，(c) =2 7937 

宣 
誓 

屋  

窨 

圉 4 拟 wigner分布 (a)T=0 1260。(b) =1 260。(c) =3 260 
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圉 5 二次调频拟 wigner分布 (a)T=0．1260，(b) =1．260，(c) =3-26 
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which require dee2 study·The criteria of window functions ase discussed in detail，and the 
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