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实测大气模型下雷达定位公式的解析式
          兼论有效地球半径

                韩文煌 张喜镇
          (中国科学院国家天文台 北京 100012 )

摘 要:实测大气模型，只能用多个线性成层大气模型的总和来代表。据此导出了实测大气模型下，目标视在距离

的精确解析求和式。从而当初始视在仰角为零时，可得到目标视在距离的精确解。该文指出，使用中值近似是获取

大气折射精确解的一种途径，而且通过积分中值近似可导出有效地球半径。对有效地球半径的推导方法和应用进行

了讨论。
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Analytical Formulae of Radar Location for Measured Atmospheric Model
                    with Discussion on Effective Earth Radius

Han Wen一un   Zhang Xi-zhen

(National Astronomical Chinese Academy of Sciences, Beijing 100012, China)

Abstract The measured atmospheric model can only be represented as sum of spherical linear stratified models. Then the

formula of apparent range of target is derived as sum of analytical expressions. When the initial elevation angle equals

zero, therefore the accurate solution of apparent range of target can be obtained. It is indicated in this paper that effective

earth radius can be introduced by using median value approximation of integration, which is also an effective technique to

obtain accurate solution of atmospheric effects on radio wave propagation. Application of effective earth radius and

methods to derive it are discussed.
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1 前言 Ho (ro + ho)ctg9 dh
  (r.+凡+h)

    雷达定位中的大气效应是一实用问题，但在实测大气模

型下，以有效地球半径为函数，精度与数值积分相一向的解析

解，尚未见到。

    大气模型，即折射指数随空间分布，同一时间很难准确

测到三维数据，历史资料，更是空白。工程应用，一般是用

一维，最多用到二维，与射线面垂直方向的大气效应，可忽

略不计。

    雷达定位中的两个基本公式是目标的视在距离((RI)和它

的地面距离((D)。在球面成层大气模型下，应用极坐标Snell

定律不难得到[1,2](参照图I)
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图I 射线的几何关系
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式中，h。和Ho分别为地面的海拔高度和目标的地面高度，ro

为地球半径，Bo为射线的初始仰角，n和n。为大气折射指数

和地面折射指数，so为到目标的射线长，:，h和B分别为射

线长，射线高和射线仰角。

    实测大气模型下，一般说来，式((1)的解有二，一为根据

实测值，进行统计，把式((1)表为一个经验公式[3-5]，再一个

就是根据实测大气模型，利用式((1)，进行数值积分求解，也

就是射线描迹法。不难看出，当00 = 0时，式(1)的被积函数

在h=。处有奇点，也就是说，当00 = 0时，直接利用式((1)是
不可能的。对于空载雷达，如遥感卫星雷达，全球定位系统，

00 = 0的情况，实际上是存在的。

    实测大气模型可看为多个线性球面成层大气模型的总

和，正是这一众所周知的概念，奠定了本文求得精确解析解

(或说解析求和解)的基础。

2 雷达定位公式的解析式

利用中值近似，令a. (h)=ao(h)，则

(l+hI a, (h))
                        dh

(1+hlao(h))’一。os2 0o

神十

劫

 
 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 

S

=4(ao(h) +。)，一‘(h)cos20,一ao(h)sin 0o    (8a)
或者

。二11(}( S+ao(h)sin0o) 2+ao(h)cos20o一ao(h)    (8b)
因为ao(h)可看为有效地球半径，则弯曲的射线S可看为直

线。据图2，从几何关系，同样可得到式(8a)或式(8b).

    如前所述，实测大气模型可看为多个球面线性成层大气

模型的总和，因此下面的讨论仅限于一个线性层，总的效应，

求和即可。

2.1射线方程

    大气模型和Snell定律如下:

              n=no+Co x 104 h              (3)

          n(ro+ho +h)cos0=no (ro+ho)cosO,          (4)

其中Co (N单位/km)为折射指数随高变化率。

    根据式(3),(4)可得射线方程为

                [1+(h/ao(h)]cos9=COSO,          (5)

其中ao(h)为一变参数，应表为

图2 等效地球的射线关系
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    从上面的推导可知，引出有效地球半径a. (h)来源于应

用积分中值近似ao(h)=a. (h)。

    式(8a)的左边是弯曲的射线长，其右边是直线的射线长，

令二者相等，则得到有效地球半径ao(h)，这正是文献[[7球

取有效地球半径的思路。

    在此顺便指出，如果等效前后保持射线的仰角(B)和射

线的地面高(h)均不变，同样可得到有效地球半径ao(h)，从

射线方程式((5)，不难证明此结论。式(5)描述等效前射线的几

何关系，等效后，据图2，保持Bo , e和h与等效前相同，

应用正弦定理，同样可得到式(5)，只不过，把式(5)中的ao(h)

换为ao(h)而己。这就是上面的结论。

2.3解析表达式

根据式(1), (3), (5)，目标的视在距离应表为

其中，h为层厚的平均值。

    不难看出，ao(h)正是大家熟知的有效地球半径，文献「6]

曾指出，ao(h)是式(5)的一个变参数，ao(h)是有效地球

半径，弯曲的射线变为直线。下面将讨论二者的关系。

(no+C0 x10-6h)(1+h / a0 (h))
                                ' dh

sing

(1+。/*(。))’一80
(9a)

利用中值近似，令ao(h) = ao(h)，并变换积分变数，则上式

化为
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是式((1)和式((2)积分的步长。把层厚为Ho的大气层分为多个

(整数倍)层厚为△的薄层，则每个薄层的折射指数变化率

均相同，但每个薄层层底的折射指数不同，每个薄层的初始

仰角也不相同，从而有
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其中A=1+[Holao(h)]。

    R,的另一种解法，即沿高度的积分改为沿射线的积分。

此时，应首先引出有效地球半径ao(h)，如前所述，根据图2

的几何关系，可得到射线高(h)与射线长(S)的关系式(8b)，代

入到式(3)，从而有

a.,
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应用式((8a)，把式(10)中的So换为Ho，则式((10)与式(9b)完全

相同。这就是说，引出有效地球半径得到的凡《式10))与应

用中值近似得到的R,(式(9b))是相同的。据式(2)和式(5)，目

标的地面距离可表为
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与处理式 (9a)的方法相同

1+h 1(ro 1+h1(ro+凡)

应用中值近似ao(h)二ao(h)

，从而上式化为
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2

0o (lib)

中的层厚h，也就

取Ho= 1 km，大气模型(no, Co)取为(1.00031，一40), Bo取为0

和n/18两种，ro=6375km, ho=0.05km，层厚△(km)取为，

10-3 , 2 X 10-3 , 5 X 10-3 , 10-2, 10-2, 5 X 10-'，根据上列参

数，用式((1)和式(13)进行计算，结果列于表 1。根据此表，

比较式(1)和式(13)的计算精度。

    层厚△愈小，R,的计算精度愈高，△也是式((1)的积分步

长，或式(13)的求和步长。当00 =Ir/18时，据表 1, R,

的精确值取为5.750km，此时，式(1)所需的积分步长和式(13)

所需的求和步长，基本上是相同的。但当0, =0时，据表 1

和2, R,的精确值取为130.858km，此时，式(13)所需的求和

步长为10-' km，式((1)所需的积分步长为5 X 10-'0，这就是

说，相同精度要求下，式((13)的求和步长是式((1)的积分步长

的2 X 10'倍。

2.5对式(9b)和式(10)的物理解释

    前面导出的视在距离表达式是有效地球半径和初始仰

角的函数，直接讨论式(9b)、式((10)较困难。但在0, =0或;r/2

时，物理概念则一目了然。
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表1  R.的计算结果 (Ian)

△(km)
B6 =0 氏=7!/18

式(1) 式(13) 式(1) 式(13)

10.7 129.606862 130.858397 5.74965641 5.74965641

2 X 10'3 129.088462 130.858397 5.74965641 5.74965641

5 X 10.3 128.059911 130.858397 5.74965641 5.74965641

10.2 126.900828 130.858398 5.74965641 5.74965641

10'1 118.356658 130.858411 5.74965630 5.74965641

5 X 10"' 103.205530 130.858587 5.74965377 5.74965638

Ono的量级是10-6，eco是1,寸2Hoao (h)约为10-100，因
此可知，当00 =0时，AR, (0)主要来自△Co，当00 =7r/2时，

AR, (7c / 2)来自On。和△Co 0

4 结论与讨论

表2氏=0时，式((1)的R、的计算结果(km)

【即表1的△列和00 =0式((1)列的向上延伸]

    注意到，Ho l a, (h) <<I，So Iao(h)-C1，并且，当0o =0

或7012时，从式((9b)和式((10)，可得到

R,(0)

R,(0)

二J2Hoao(h)[no+Co x 10-642Hoao (h) 1 4]

=So [no+C0 x 10-6 (So /4)]

R,(%)=Ho [no+CO X 1“一‘H0/2)]
R,(%)=noSo

(15)

(16)

    视在距离可近似地表为射线长与平均折射指数的乘积;

当00一”，So= 2Hoao(h)，平均折射指数取在离射线始点的
1/4处;当00=n12时，So=Ho，平均折射指数取在射线长的

1/2处。式((16)的第二式，与此概念不符合的原因，是取近似

所致，因为~Ho， <一 So。
          ao(h)  a. (h)

    当00 = x/2时，射线不弯曲，平均折射指数取在射线中

点;00 =0时，射线弯曲，而且主要体现在低层，故取在离

射线始点的1/4处。

3 大气模型测不准，引起的视在距离误差

    在此仅讨论两种情况，即00 =0或二/2a
    首先，从式(7)，我们有

  Aao(h)=ao(h)[ao(h)l(ro+、)一，] [AC0 / Co一An0/n0]  (17)
因为，lAno / n0l a TACO / Col，则Aao(h)主要来自△C0，与物
理概念一致。据式((15)和式(16)，可得到
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AR, (%)=Ho(、十鲁ACo x 10})

    (1)在实测大气模型下，本文导出了视在距离的解析

式(9b)和求和式(13)。虽然在式(9b)中用了中值近似，

但在式(13)的求和运算中得到补偿，从而式(13)的精度

与射线描迹式(1)的精度相同，二者的唯一不同是式(13)

的求和母函数与式 (1)的被积函数不同。因此式 (13)有

其明显优点。当00 =0时，式(13)的母函数不含有式(1)
的被积函数的奇点。计算表明，在标准大气模型下，层厚取

为I km, R,的精度取为米的量级，式 (13)的求和步长是式

(1)的积分步长的2 X 108倍，从而可以说式(1)无用。当

00#0时，对于一般精度要求，二者无差异。

    (2)本文推导式 (8a)时，用了积分中值近似从而引

出有效地球半径。据此可给出一个清晰的物理概念。aao(h)是
等效曲率，其中C0/n。项表示射线曲率，可理解为大气的影

响，该项分为两项，即主要项，量级为 1，与高度无关，和

次要项，量级为r-i0，与高度有关，引出有效地球半径后，

即ao(h)等同于把与高度有关的次要影响集中体现于h的

高度上，这正是相位屏的概念。

    (3)有效地球半径的推导法 在文献[[8』中，推导有效

地球半径的思路是:根据射线方程式 (5)，定义有效地球半

径为ao(h)，然后以对比法(必要，但不充分)说明弯曲的

射线为直线。另外一些方法，在此称它们为守恒法，这些方

法的思路是:首先认为弯曲的射线是直线，然后分别以等效

前后，射线长、射线仰角和地面高、射线的视在曲率差，各

自保持不变为条件，从而求得有效地球半径应表为ao(h) c

但文献[[9l和文献[[6l，在文献[[8l的基础上，分别证明了等效

前后射线长、射线地面高和仰角以及射线视在曲率差均保持

不变;因此可以说，守恒法是文献[81的方法的反演。但守恒

法有其优点，不需要证明弯曲的射线为直线，而文献[8l的证

明不充分。守恒法中射线的视在曲率差守恒法最好[6]，因为

该法的守恒条件可直接从准确的物理概念得到。

    (4)应用有效地球半径的要点和注释 (a)有效地球

半径是在线性球面成层的大气模型下推导出来的，这就限制

了有效地球半径的应用范围，但实测大气模型可看为众多线

性球面成层模型的总和，从而又扩展了它的应用范围。(b)

处理大气折射问题时，引出有效地球半径的途径有二，一是

通过式(8b)把高度改为射线长，二是通过积分中值近似引

出有效地球半径，但此处有一要点，必须通过射线方程式(5)

寻求射线在任意高度处的仰角与初始仰角的关系，否则，就

难于引出ao(h) a
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