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摘 要:在有关小波的各种应用中，合适小波基的选取是一个极为重要和棘手的问题。该文利用传递函数(或滤波

器)的方法建立了一种完全重构双正交小波基的构造通用方法，利用该文提供的结论，只需要适当选择系数a, (叻，
就可以构造出满足特定需要性质的重构小波基。因此，该文的结论对于促进小波的应用具有十分重要的理论意义和

实际意义。
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A Construction Method of Biorthogonal Bases of
          Perfect Reconstruction Wavelet
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Abstract In the applications of wavelet, it is the most difficult and cumbrous to select the suitable wavelet bases. In this

paper, a general construction method of biorthogonal bases of perfect reconstruction wavelet is proposed by using the

transmission functions or filters. According to the conclusion, something only to do is to choice the suitable coefficients

马(。)for constructing the wavelet bases of perfect reconstruction which has special properties. So, this conclusion is

important to the applications of wavelet.
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1 引言

    小波是近20年发展起来的新兴学科，是一个极度活跃

和高速发展的领域，并在许多领域得到了非常好的应用。典

型的应用包括信号处理[[1, 21、数据压缩[[3, 41滤波[5]和消噪(6,71

目标信号检测[81等。与Fourier分析相比，它的明显优势在于

小波变换在时域和频域上同时具备良好的局部化性质，而且

对高频成分采用逐渐精细的时域或空域采样步长，从而可以

聚焦到对象的任意细节。

    小波理论与应用的研究在过去的十多年里取得了非常

大有成果，小波基的构造是小波理论与应用的一个重要内

容，采用的方法是寻找满足一定条件的函数施以平移和伸缩

处理来得到Lz(R)的一组标准正交基，然后将信号在这组基上
分解，以便于对信号进行分析和处理，并能根据这些分解系

数重构原来的信号。但寻找这样满足要求的函数并不是一件

容易的事情，产生的小波基有时也不能满足实际问题提出的

应用需求。因此，Sweldens等人提出了一种上升型方案[[9, 10]

(Lifting schema)来构造小波，它的基本思想就是在已知小波

的基础上来构造满足进一步条件的小波。

    本文利用传递函数 (或滤波器)的方法，研究了满足完

全重构条件的小波基的构造。论文首先从介绍多分辨分析入

手分析了重构小波基应该满足的条件，在此基础上，本文在

第3节研究了重构小波基的构造方法，并给出了相应的结论。

2 多分辨分析

    多分辨分析(MultiResolution Analysis, MRA)是快速小波

变换的理论基础，它在构造Lz(R)的标准正交小波基方面起着

十分重要的作用。
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    我们知道，L 2(R)的多分辨分析完全由尺度函数rp(x)决

定。假设L 2(R)的一个多分辨分析是{TjIj.--，对于尺度函数

(p(x)，如果(p (X) E Vo，{rp},k,ke z)是v的标准正交基，由

于Vo二Y，从而存在序列{hk)，满足1p (x) =艺 hk(PI,k，从而

3 完全重构正交小波基的构造

(OW=扼艺hk(p(2x一、) (1)

式(1)称为尺度函数所满足的双尺度方程(Double scaling

equation)。对式(1)的两端取Fourier变换，并一般地把Ax)的

Fourier变换记为Ax)，则有

    在信号处理应用中，有许多应用要求信号的精确重建，

典型的应用如医学影像处理。因此，本节的目的是寻求能够

用于完全重构的小波基的选取方法，为此目的，我们先介绍

重构小波基所需要满足的条件。

3.1完全重构小波基条件分析

    我们首先假定输入信号为f(x) E 12 (R) ,  {称}，:是
L2(R)的多分辨分析。引入记号

O(w，二I  Ehke-}0(d2)f kez Yj,k=<f (x),V j,k>一2122了f (x)yl(2，二一k)dx

'ii*=<f (x), (Pj,k>=2J2zJ.f (x).0(2' x一、)。

利用多分辨分析所满足的条件，并考虑到式(1)和式(4)，我们

有
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令“侧二l聂h e (kmkksz           '则有
                必(2co)=H(w)O(w)                 (2)

    我们把序列{hk}叫做频率响应，H(动叫做频率响应

{气}的Fourier变换或传递函数，频率响应1瓜}和传递函数

H佃)是能够相互决定的。

    频率响应{hk}和传递函数H伽)能够完全地确定一个多分

辨分析，对于它们我们有下面的结论[DQ

    定理1 设夏气}和H(叻是一个给定的多分辨分析导出

的频率响应和传递函数，则有

    (1)  1 H((o) 12+I H(co + ir) I2=1;

    (2)若{hk}*。:任1ihk}ksz E 1，且0(w)连续，(0(0) * 0，则

}H(0)}=1。

  对于L 2(R)的多分辨分析{称}，:，定义称在称+I中的正

交补空间巩，即哟1称，称十1=称。哟，我们有[D1,1从

    定理2 设{称珠z为尸(R)的MRA，其尺度函数为

cp(x)，对应的频率响应和传递函数为{hk}和H(co)，记

G(w) = e-'万(w+二)，则由r(u)) = G(wl2)0(wl2)所决定的

函数yf(x)即为我们寻求的小波函数。又记Vj,k

2j12YI(2jx一k)，j,kE:，则{Vf j,k )ke:构成哟的标准正交基，

{0'j,k) j,ke:构成L2 (R)的小波标准正交基。

Aj,*一E h2k-nAj+I,n

ri,*一艺g2k-n凡十!,n

又由于Vj十，

    妈+I,k

从而有

二称。叱，对于Vk E z,外+t,k E称十。，所以有

一艺<wj十。,kIVj,n>(pi,。十艺< (pi十.,k 1 wj,n>v j,.、

凡+。，*=艺<(Pi十I,k,(Pj,n>人，十艺<(Pi十I,k I yfj,n>Yj,n      (9)

对于<件+I,k,妈，。>，利用式((1),得到<(Pi +1,k, (Pj,n>二hk-2n。

同样利用式((4),有<lpj+I,k>'i' j,.>一Sk-2n。从而式(9)可以写成

'̂j+l,*二L, hk-2nAj,n+E Sk-2nyj,n (10)

若记G(w)二指艺Ske -ikm，则由G(w)一e -O)H(m+R)易知

S.=(一1)”一叭_。，对应的V(x)满足

    我们把{hn}和{Sn}决定的滤波器叫做H和G，根据信号

处理中的术语，注意到S。二(-0-14-n，则G为H的镜像

滤波器，且G为高通滤波器。根据式(7), (8), (10)，可得到如

图1的信号完全重构的分解和合成框图。、
.
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少(2co)=G(w)必(co)

v(x)=扼艺Sk(p(2x一k)

下面我们就根据这些内容来构造完全重构双正交小波

基。
图1 完全重构的信号分解和合成框图
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    从图1可知，信号能够完全重构，整个框图的传递函数

应该为1。一般地，对于信号{xnJrrtz，系统能够完全重构的

充分必要条件是设计滤波器万，云，H和G，使得图2框

图的传递函数为1，或者最多产生一个延迟。

件式(11), (12)的滤波器方伽)，台佃)，H伽)，G伽)。

3.2 完全重构小波基的构造方法

    根据3.1节的分析，我们要找出能够完全重构的小波基，

只要能够决定滤波器组{II (CO)，C;伽)，H(w)，G(co)}，使

得它们满足式(11), (12)即可。因此，重构小波基的构造关键

在于选择满足条件的Ii(co)，G伽)，H(o.))，G(co)。

当我们取定M伽)对应的行列式det M(c)) =-e "时，

例如，

在已

图2 一般信号重构框图

设滤波器H(cu)=
T2 LlkEz艺hkeikm   G(w)一L馨g*e-ikw}gke   , hkf kez

与g*为式((1)，式((4)所决定，设(0(x)和V(x)的对偶尺度函数

和小波函数分别为O(x)，Rx)。相似地定义滤波器:

H(w)=猎蕙hke iko'，G(m) =去艺gke-ikm

知H伽)和H伽)的情况下，满足条件式((12)的G(co)和G(叨

分别为G(w) = e 'O'斤 * (co +汀)，G(c)) = e -"H * (co+汀)。
    因而，关于紧支集双正交小波基的构造，我们有下面的

结论:

:定理3设(H(a)), G(w), H(o)), G(co)}是一组己知
的可重构的双正交滤波器组，令

H"((O)

G,(W)

=a,, (oj)H(a))+a,2 (w)G(w)+a, 3 (w)H(w)+a,4(co)G((o)
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则重构条件为整个系统的传递函数为 1，或者最多只有一个

延迟[131。我们分别把Ti (w)和云(w)叫做H(cv)和G(m)的对

偶滤波器，由于紧支集双正交小波具有良好的性质[[,41，我们

只考虑尺度函数与小波是紧支撑情况下的信号完全重构，即

寻求紧支集双正交小波基。 在此情况下，信号重构要求滤

波器H伽)和G佃)满足[,11.

H'(w)=

a2, (w)H(w)+a22 (w)G(w)+a23(co)H(a))+a24 (w)G(co)

a3, (w)H(co)+a32 (co)G(w) + a33 (w)H(w)+a34 (w)G(o))

G}(o))=a4, W方(W)+a42 ((0)d(co)+a43 (w)H(w)+a44 (o))G(a))

则当系数a;; (m)满足

          a;; (cv)=a;; ((0+;r)，1‘i, j‘4

H(m)H*(m)+H(o) + it)H*(h) + 9d)=1

G(w)G * (w)+G伽+;r)G * (m +)r)=1

H(co)G*(W)+H(o) +)[)G * (w + ic)=0

(11)

all+al3   a,2+a,4

气I+气3 凡2+a24

气I+气3

气1+气3

a32+气4

a42+a44
(16)
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对于万(0)和云(a))，也有类似的结论。

    对于任意的Vwe R,万(。)，G ((o) , H伽)和G(co)

必须满足[[i0, 151.

且矩阵: a1 I+a,3
a21+023

是酉正交矩阵时，滤波器组{H'((o), &(w), H'(o)), G'(0j))

也是可重构的双正交滤波器组。
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G(co)G * (w)+G((o + )r)G

H(co)H * (w)+H(co + )r)H*(co +7r

H(co)G*(c)) + H(co + z)G*(co + yr)

G(co)H*(co)+G(co + ir)H*((o + 9r)

证明 根据式(14)，我们把它写成另外一种形式:

(12)

H'(W)

G,(W)

a1 I (W)  a12 (co) a13 (w)  a14 (oj)
a21(W)    a22(oj)  a23(oi)  a24(CO)
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H(co) H(ao+;r)

G(c)) G(w+;r)

H(m)

G(w)
H(c0)

G(cu)

那么式(11)，式(12)可以写成
!H'叫一[
LG (co)] L

a31(o))

a41 (CO)

a32 (CO)

a42 (W)

a33 (CO)

a43 W

a34 (0j)

a44 (0j)

M(w)M" (W)

M(CO)M"((O)

厉 (W)M" (0))

H(m)

G(w)

H(w)

G(w)

(13)
由式(15),
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其中I表示单位矩阵，*表示共辘，H表示共扼转置。

    在小波理论中，我们把满足式(11)，式(12)的滤波器组

(H(w), G(w), H(ce), G(W)}叫做双正交滤波器组。因此，要
寻找完全重构的正交小波基，关键的问题就是要找出满足条

H(co) H(c)+)r)

G(w) G(co+rr)

H(co) H(co+;r)

G(w) G(m+ir)
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H. '(co)  H'(co十叫一卜l伽，
LG'(w) 。LW + )r)」 Laai lay)

a32 (w)  a33 (w)  a34 ((O)

a42(w)   a43(w)   a44(0))

H(动

G(CO)
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G(co)
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G(co+汀)

引入记号:
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H"(,-O)

G'(W)
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G'(w)

H'(co+汀)
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利用定理的假定，可知毛H(w) , G(w), H(w) , G(co)}满足式

(13)，从而

moment)的双正交小波基时，只要附加条件G'((o)1,)=0= 0和

二G'(co) L.._,.= 0即可。
dm ，，__。

    我们结论的主要优点是对于小波基的构造提供了一般

的通用方法，能够灵活地构造出满足特殊应用要求的小波

基，这为小波基的构造提供了极大的灵活性，虽然它的不足

之处是新的小波基的构造依赖于一个己知的小波基，但由于

利用传统办法构造满足特定性质的小波基是一件非常困难

的事情，利用定理3的结论，就可以从简单的己知小波基开

始，使得构造复杂和满足特定性质的小波基的工作变得较为

容易，因此，定理3的结论不失为一种非常好的方法。

4 结束语

M1(0o)M'"
H'(co) FI'(co+汀)
G'(co)  G'(co +汀)

H'(w)

H'(co +;r)

G'(w)

G'(co +汀)

aii(W) a,2(W) a,3伽)at 4(W)

a2, (co) a22 (w) a23 (w) aza (CO)

1010

01’0 1

1010

0 10 1

"31(0))  a41 (CO)

瓦2(W)  "42 (叨

瓦3(W)瓦3 (W)

"34(00  a44 (W)

    小波基是小波应用的基础，研究小波理论和应用的难点

之一就是小波基的构造。本文利用传递函数或滤波器的理论

研究了能够用于信号完全重构小波基的构造方法。使得满足

特定性质小波基的构造只需要适当地选取式(14)中的系数

a;; (co) ,这就使得小波基的构造变得较为容易，结论对于促
进小波应用的进展具有十分重要的理论意义和实际意义。
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