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采用 Lanczos 算法快速估计噪声子空间 

黄  磊    吴顺君    张林让 

(西安电子科技大学雷达信号处理重点实验室  西安  710071) 

摘  要  提出一种采用 Lanczos 算法估计噪声子空间的新方法。该方法采用传统的空间平滑技术解相干，然后由多

级维纳滤波器的预滤波器的性质可知，多级维纳滤波器的冗余分解级的预滤波器可以构成一个噪声子空间。由此可

以采用 Lanczos 算法快速估计到噪声子空间。由于不需要对协方差矩阵作特征值分解，而且所要求的冗余分解的级

数较少，其运算量比基于特征值分解方法要小得多。此外，采用 Lanczos 算法计算降维矩阵和冗余矩阵只构成多级

维纳滤波器的前向递推，从而使得算法的复杂度大大降低。最后，计算机仿真验证了该方法的有效性。 
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Fast Noise Subspace Estimation via the Lanczos Algorithm 

Huang Lei    Wu Shun-jun    Zhang Lin-rang 

(National Key Lab of Radar Signal Processing, Xidian Univ., Xi’an 710071, China) 

Abstract  A novel method is proposed for estimating the noise subspace in the case where the signals are coherent. The 

characters of MultiStage Wiener Filter (MSWF) show that the pre-filters of redundant stages of the MSWF can create an 

orthonormal basis for the noise subspace, then with the classical spatial smoothing technique and the Lanczos algorithm, 

the noise subspace can be quickly obtained even under the condition that coherent signals exist. The new method 

outperforms the eigendecomposition based method in terms of computational complexity. Finally, simulation results are 

presented to illustrate the performance of the proposed method for the noise subspace via the classical MUSIC estimator. 
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1   引言 TPF

 
FPT 

 快速噪声子空间估计在阵列信号处理中是很有意义的，

因为许多超分辨算法，如 MUSIC 类算法，要求估计噪声子

空间。然而，常规的噪声子空间估计方法需要对观测数据的

协方差矩阵作特征值分解。协方差矩阵的特征值分解的运算

量为 ( )3O M ，其中 M 是阵列的阵元个数。如果阵元数较多，

常规的噪声子空间估计方法的运算量是相当大的。从而使得

该方法很难满足实时处理的要求。 

为了降低噪声子空间估计的运算量就必须避开协方差

矩阵的特征值分解，也就是不用对协方差矩阵作特征值分解

就可以实现噪声子空间的快速估计。本文由多级维纳滤波 

器 P

[1,2]
P的预滤波器(即匹配滤波器)的正交特性以及相邻各级

的迭代关系得到快速估计噪声子空间的方法，即多级维纳滤 
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波器的冗余分解级的匹配滤波器张成一个噪声子空间。由于

多级维纳滤波器的匹配滤波器可以采用Lanczos算法 P

[3]
P计算，

所以可以先对协方差矩阵进行空间平滑 P

[4]
P去除信号的相关

性，然后采用Lanczos算法快速地估计到噪声子空间。在仿真

实验中采用基于噪声子空间的MUSIC算法 P

[5,6]
P估计信号的波

达方向(DOA)，由此分析本文方法的有效性和估计性能。与

基于协方差矩阵的特征值分解的常规方法相比，基于Lanczos

算法的噪声子空间估计方法的运算量较小，而且对相干信源

的DOA估计可以到达较高的精度和分辨率。 

2  信号模型 

假设有 K 个独立窄带信源 ( ), 1,2, ,iu k i K= 随机分布

在阵列的远场，第 i 个信源到达阵列有 ip 条多径，则到达阵

列的波前数为
1

K
ii

P p
=

= ∑ 。阵列是阵元数为 M 的等距线阵， 
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则阵列在 n 时刻接收的 M 维观测数据矢量为 

0 ( ) ( ) ( ) ( )k k kθ= +x A s n              (1) 

我们定义如下的矩阵(矢量) 
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由于阵列是等距线阵，所以导向矢量具有如下的形式: 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
T

1
,

1 1 l i l ij j M
l i e e

M
ϕ θ ϕ θθ −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

a      (2) 

其中 ( ) ( ), ,
2 sinl i l i

dπϕ θ θ
λ

= ， ( ), 2, 2l iθ π π∈ − ，且 , ,l i s tθ θ≠  

( ),l s i t≠ ≠ ，d 表示阵元间距，λ 是载波波长，T 表示转置

运算。 
若将式(1)表示成独立信源的形式，则有   

 
( )0 ( ) ( ) ( )

( ) ( )   (3)
k k k

k k
θ= +

= +

x A Cu n
Bu n

 

其中 

1

2

0 0
0 0

0 0 K

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

c
c

C

c

               (4) 

T
,1 ,2 , ii i i i pc c c⎡ ⎤= ⎣ ⎦c             (5) 

  ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2 Kk u k u k u k= ⎡ ⎤⎣ ⎦u          (6) 

分别是衰减矩阵，衰减矢量和信源基带波形矢量， ( )θ=B A C

是含有方向信息新的方向矩阵， 1( ) Mk ×∈n 是噪声复矢量，

0,1, , 1k N= − 是采样时刻，N 是快拍数，K 是独立信源数。

本文的所有讨论均假设阵元数大于信源数，即 M P> ，而且

噪声是均值为零的空时均白的复圆高斯随机过程，即 

 H 2
,( ) ( ) k lE k l σ δ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ nn n             (7) 

T( ) ( ) 0E k l⎡ ⎤ =⎣ ⎦n n                  (8) 

其中 , 0,1, , 1k l N= − 。所以 0 ( )kx 也是空间白的复圆高斯随

机过程，而且假设其协方差矩阵是 Hermite 矩阵。波达方向

估计的问题就是从观测数据 { }0( ), 0,1, , 1k k N= −x 中估计

出方向参数{ }, , 1,2, , , 1,2, ,i l il P i Kθ = = 。 

3  噪声子空间的快速估计 

由 多 级 维 纳 滤 波 器 P

[1,2]
P 理 论 知 ， 如 果 降 维 矩 阵

[ ]1 2, , ,D D=T t t t 的列矢量 , 1,2, ,i i D=t 是相互正交的，则

级数(维数)为D的多级维纳滤波器相当于Wiener-Hopf方程: 

0 0 0WF d=x xR w r                  (9) 

在 D 维 Krylov 子空间 ( ) ( ) (0 0 0 0 0 0 0 0
panD

d d ds ⎡= ⎣x x x x xκ R r r R r，  

( ) )0 00

1D
d

− ⎤
⎦xxR r 的 解 P

[7,8]
P ， 其 中

0

H
0 0( ) ( )E k k⎡ ⎤= ⎣ ⎦xR x x ，

0 0 0 0( ) ( )d E k d k∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦xr x 。因此 1 2, , , Dt t t 构成 ( ) ( )0 0 0

D
dx xκ R r，  

子空间的一组基。由于多级维纳滤波器的降维矩阵的列矢量

是 ( ) ( )0 0 0

D
dx xκ R r， 子空间的标准正交基，即 

 H 1,
0,i j

i j
i j
=⎧

= ⎨ ≠⎩
t t  ， , 1,2, ,i j D=           (10) 

而且协方差矩阵
0x

R 是Hermite矩阵，所以 , 1,2, ,i i D=t 可以

采用Lanczos算法求得 P

[8 ,9]
P。于是，我们有如下的递推公 

式P

[8]
P： 

0

0

0 0 0

0 0 0

1 2 1

1 2 1 2
H H

1 2 1 2 1 1 1
H H

1 2 1 2 1 1 1 2

  (11)

i i i
i
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− − − − − − −

− − − − − − −

=

− −
=

− −

x

x
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t
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R t t R t t t R t t

R t t R t t t R t t

 

其中使用了 jt 的正交投影 H
j j j= −P t t1 ， { }1, 2j i i∈ − − 。 

Lanczos算法是Lanczos在 1950 年提出的P

[3]
P，主要用在大

动态系统的降阶近似，最近Joham等人提出了基于Lanczos算

法的MSWFP

 [9]
P。这里采用Lanczos算法实现噪声子空间的快速

估计。假设多级维纳滤波器的均方误差稳定在某一个较小值

时级数为 ( )D D P< ，即秩 D 的多级维纳滤波器接近于满秩

维纳滤波器的性能，此时其降维矩阵的 D 个列矢量(即预滤

波器)落在信号子空间内并张成一个维数是 D 的压缩信号子

空间；如果压缩信号子空间的维数等于信源数，即 D P= ，

则压缩信号子空间完全等效于真正的信号子空间。压缩信号

子空间的证明参考文献[10]。如果继续进行 ( )L P P L M− < ≤

级冗余分解，则可以得到一个秩为 L P− 的冗余矩阵，由于

其列矢量是相互正交的，并且与信号子空间正交，所以其最

后的 L P− 个列矢量可以构成噪声子空间的一组标准正交

基。 

然而，对于信号多径传播的情况，一个信源会产生若干

个强相关或相干信号，冗余矩阵的 L P− 个列矢量不再张成

噪声子空间。这是容易理解的，因为观测数据 ( )0 kx 的协方

差矩阵为 

( ) ( )
0

H 2θ θ σ= +x s nR A R A I              (12) 

其中 ( ) ( )HE k k⎡ ⎤= ⎣ ⎦sR s s 是信号协方差矩阵。显然，此时信
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号协方差矩阵是秩亏缺的，使得部分信号矢量落在噪声子空

间中，以致噪声子空间估计错误而没有在信号的方向形成零

点。为了实现解相干可以采用简单的空间平滑方法。对于多

个相干信号的情况，定义如下的选择矩阵P

[4]
P: 

( ) ( )1 1k m mm k m M k m×× − × − − +
⎡ ⎤= ⎣ ⎦F I0 0         (13) 

其中假设子阵的阵元数为 m ，则参加平滑的子阵数为

1M m− + , 所以平滑后的协方差矩阵为 

0 0

1
T

1

1
1

M m

k k
kM m

− +

=

=
− + ∑x xR F R F            (14) 

由于平滑后的协方差矩阵
0

m m×∈xR 仍然是 Hermite 矩

阵，所以可以用
0

m m×∈xR 代替协方差矩阵
0

M M×∈xR ，

并令
0

H
,i j i jr = xt R t ，则式(11)可以表示为 

0

0

1 2, 1 2 1, 1 1

1 2, 1 2 1, 1 1 2

i i i i i i i
i

i i i i i i i

r r

r r
− − − − − − −

− − − − − − −

− −
=

− −
x

x

R t t t
t

R t t t
   (15) 

式(15)构成空间平滑的 Lanczos 快速算法的基础。对于具有 L

级的多级维纳滤波器，其 L 个预滤波器 1 2, , , Lt t t 是相互正

交的归一化矢量，其中前 P 个预滤波器矢量 1 2, , , Pt t t 和后

L P− 个预滤波器矢量 1 2, , ,P P L+ +t t t 分别构成信号子空间和

噪声子空间的标准正交基。所以可以采用 Lanczos 快速算法

实现噪声子空间的估计。由多级维纳滤波器的后 L P− 级冗

余分解得到的噪声子空间为 

{ }1 2span , , ,L P
N P P L

−
+ +=Ψ t t t      (16) 

L P
N

−Ψ 表示维数是 L P− 的噪声子空间。显然，L 是待定的常

数。利用 MSWF 的匹配滤波器的正交特性可以确定 L 。这

是因为 Lanczos 算法对累积误差敏感，即当递推的次数较大

时由 Lanczos 算法计算的 MSWF 的匹配滤波器不再相互正

交。此时，我们应该终止算法的递推。利用这一特点我们可

以有效地估计到噪声子空间。 

由于协方差矩阵平滑后是 m m× 阶方阵，所以为了计算

第 1 级的匹配滤波器，要对观测信号进行截断，即截断后的

观测信号为 

( ) ( )0 0,1:mk k=x x       (17) 

其中 ( )1:t kx 表示取 ( )kx 的第 1 个到第 t 个元素所组成的矢

量。 

把式(14)和式(17)代入式(15)即可以完成空间平滑的

Lanczos 算法的设计。采用空间平滑的 Lanczos 算法可以快速

地 估 计 到 降 维 矩 阵 1 2P P= ⎡ ⎤⎣ ⎦T t t t 和 冗 余 矩 阵

1 2K P P P L− + += ⎡ ⎤⎣ ⎦N t t t 。由冗余矩阵 L P−N 的列矢量可

以得到一个维数是 L P− 的噪声子空间。空间平滑的 Lanczos

算法(SS-Lanczos)如下所示: 

步骤 1    
0 0 0 00 1 , , 2

0, ;d dt = = x xt r r  

0

H
0,1 1,1 1 10, ;

1;

r r

L

= =

=
xt R t

 

步骤 2    for 2 to 1 doi M= +  

0 1 2, 1 2 1, 1 1;i i i i i i ir r− − − − − − −= − −xv R t t t  

           
0

1, 2

1,

H
,

H
1

;

;

;

if 0 then 1 break;

end for

i i

i i i

i i i i

i

r

r

r

L i

−

−

=

=

=

≠ = −

x

v

t v

t R t
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步骤 3  1 2 1 2,P P L P P P L− + += =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦T t t t N t t t  

在上述算法中，我们使用了矢量 it 的正交性作为算法终

止的判断条件，这是因为算法对累积误差敏感，在递推次数

较多的情况下会导致矢量 it 的正交性变弱。图 1 给出 it 正交

性随级数(递推次数)变化的情况，其中信源数为 7。 

 

图 1   MSWF 的匹配滤波器的正交特性 

采用 SS-Lanczos 算法估计噪声子空间具有如下的优点： 

(1)不需要对协方差矩阵作特征值分解，运算量小，约为

( )2O M L ，而采用协方差矩阵的特征值分解方法的运算量为

( )3O M 。当阵元数远远大于信源数的情况下，我们有

L M ； 

(2) ROCK MUSIC算法 P

[11]
P需要MSWF的前向和后向递

推，而本文的方法只需要MSWF的前向递推，从而降低了算

法的复杂程度； 

(3) 可以实现相干信源的超分辨估计。 

由于 MUSIC 算法是一维搜索，运算量较小，而且在满

足一定的条件下属于一致估计，所以采用 SS-Lanczos 算法估

计到噪声子空间后就可以通过 MUSIC 算法实现相干信源的

DOA 估计。在下面的性能仿真中，我们采用 MUSIC 算法估

计信号的 DOA 来验证本文噪声子空间估计方法的有效性。 

4  计算机仿真 

为了验证基于 SS-Lanczos 的 MUSIC 算法(SSL-MUSIC)

能够实现相干信源 DOA 的超分辨估计和方便与基于特征值

分解的空间平滑 MUSIC 算法(SS-MUSIC)作比较，进行了如

下的计算机仿真。 
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表 1  信号参数 

所采用的阵列是各向同性的等距线阵，阵元数为 16，阵

元间隔是 / 2λ ，λ 为载波波长。假设在阵列天线的远场存在

3 个等功率的独立信源，到达阵列天线时，第 1 个信源有 3

条路径，第 2、第 3 个信源各有两条路径。表 1 给出仿真所

使用的信号参数，其中衰落因子为 1 表示该信号是信源的直

达波。图 2 和图 3 分别是基于 SSL-MUSIC 算法和 SS-MUSIC

算法的空间谱。其中信噪比均为 20dB，快拍数取为 256 次，

Lanczos 算法递推次数为 10。图 2 和图 3 表明，基于本文方

法的空间谱具有与基于特征值分解技术的空间谱几乎相同

的分辨率，从而说明本文方法的有效性。为了评价本文方法

的估计性能，我们作了 1000 次的独立实验计算信号 1 的波

达方向的均方根误差(RMSE)。图 4 和图 5 分别是 RMSE 随

信噪比和快拍数变化的情况。由图 4 和图 5 不难发现，在信

噪比较大和快拍数较多的情况下采用 SSL-MUSIC 算法和

SS-MUSIC 算法几乎可以达到同样的估计精度。在信噪比较

低和快拍数较小的情况下，SSL-MUSIC 算法的估计精度较

低。这是由于本文方法估计的噪声子空间不完备的缘故。 

 
图 2  基于 SSL-MUSIC           图 3  基于 SS-MUSIC  

         算法的空间谱                   算法的空间谱 

(SNR=20dB,快拍数为 256 )       (SNR=20dB，快拍数为 256) 

 

图 4  均方根误差随信噪比     图 5   均方根误差随快拍数 

变化的情况 (快拍数为 256)    变化的情况 (信噪比为 10dB) 

5  结束语 

本文提出了一种基于 Lanczos 算法的快速噪声子空间估

计方法。由于噪声子空间的估计不需要观测数据的协方差矩

阵的特征值分解和 MSWF 的后向递推，所以算法的运算量

和复杂度得到有效地降低，而且对相干信源有效。仿真实验

表明，在信噪比较高和快拍数较多的情况下 SSL-MUSIC 算

法可以达到 SS-MUSIC 算法的估计精度和分辨率，但其运算

量在阵元数较多的情况下比 SS-MUSIC 算法要小得多。 
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信号编号 DOA(º) 衰落因子 信号类型 

1 o0  1 QPSK 

2 o5  －0.8＋j0.6 —— 
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