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Alpha 稳定分布噪声下级联恒模阵列及其稳定性分析 

唐  洪    邱天爽 
(大连理工大学电子与信息工程学院  大连  116024) 

摘  要  该文研究 Alpha 稳定分布噪声下级联韧性恒模阵列的稳定性。首先，提出一种新型的信号对消器，把本级

阵列捕获的信号从接收数据中消除，并分析了该对消器达到的稳定状态。然后，以韧性的波束形成器和新型的信

号对消器组成级联恒模阵列。分析了恒模信号和 Alpha 稳定分布噪声在级联恒模阵列间的传递情况。数值仿真验证

了理论分析的结论，并对级联恒模阵列的多信号恢复进行了模拟。 
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A Robust Cascade Constant Modulus Array in Alpha-Stable Noise 
Environment and Its Steady-State Analysis 
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Abstract  This paper studies the steady-state of a robust cascade constant modulus(CM) array in alpha-stable distribution 
noise environment. A new signal canceller is proposed to cancel the captured signal by the previous beamformer. The 
convergence behavior of the canceller weight vector is examined. The behaviors of signals and alpha-stable noise 
transmitting along the cascade CM array are investigated. Computer simulations are presented to support this theoretical 
analysis. 
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1  引言 

在文献[1]中已经研究了韧性恒模波束形成器在Alpha稳

定分布噪声环境中对单个信号的恢复问题。如果将恒模波束

形成器/信号对消器组成的模块级联起来，所得到的多级系统

则可分离多个同信道信号，并能估计出它们的波达方向。因

此，这种多级恒模阵列在同信道干扰为主要危害的蜂窝式通

信系统中具有很好的应用价值。这种级联阵列的多信号恢复

方法最早由Shynk等提出[2，3]。本文将研究Alpha稳定分布噪

声环境中的级联恒模阵列，并分析信号和噪声在阵列间的传

递行为。 

2  信号对消器 

从文献[1]知道，韧性恒模波束形成器达到稳定以后阵列

输出主要包含了某个被捕获的信号 ( )is k

( )i

。信号对消器把

s k ( )kx ( )kx

( )i

从阵列接收数据 中消除，使 中不再含有

s k

                                                       

。信号对消器的结构如图 1 所示。 
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图 1  自适应信号对消器 

Fig.1 Adaptive signal canceller 
信号对消器通过自适应地调节权向量  

，从 中消除被捕获的信号。于是信号对消后

的误差向量为 表示为 

1( ) [ ( ),k u k=u
T, ( )]mu kL ( )kx

T
1( ) [ ( ), , ( )]c c c

mk e k e k=e L

( ) ( ) ( ) ( )c k k k y k= −e x u
( )kx ( ) ( )k y ku

( )c ke

( )c ke

               (1) 
式(1)中的 和 都是含有稳定分布噪声的，因此，

也是含有稳定分布噪声的。于是，只能在稳定分布变

量所张成的空间里来讨论 的情况。 
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定义 1  如果 是S 变量，分散系数为X α S γ ，它所张成

的线性空间是 Banach 空间 ( 1 2α≤ ≤

0 1

)或 metric 空间

( α< <
1/ ,    1 2|| ||
,       0 1

X
α

α
γ α
γ α
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p
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⎧ −
⎪
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，

，

( )ku ( )kx ( ) ( )k y ku

( )ku
( ( )) (| ( )c

iJ u k E e k= 1 p

)，范数定义为 

              (2) 

定义 2  如果 和Y 是 变量，结合式(2)和文献[1]

中的式(1)，任意两个变量在空间里的距离可以表示为 

  (3) 

选择适当的 ，当 和 在向量空间里接近，

即达到了信号对消。式(2)包含了 Banach 空间里距离的度量，

根据式(3)，此距离的度量等价于该变量之差的分数低级矩的

度量。于是定义 的代价函数： 
| )p

i ， α< < ,mL

( )c ke i

( )iu k
1 *( 1) ( ) ( ) ( )c p

i i iu k u k e y kμ < − >+ = + 1, ,i m= L

( )c
i ie

，     (4) 1,i =

式中 表示 的第 个分量。利用

梯度下降法求解代价函数，得到 的迭代求解方程： 

( ) ( ) ( ) ( )c
i i ie k x k u k y k= −

，      (5) 

同样我们要考虑：信号对消器按照式(5)迭代计算，稳定后对

消器最终会达到什么样的稳定状态？ 

从式(4)出发，令 e k 的分散系数为 γ 。根据式(2)和式

(3)，式(4)可以等价转换为 

{ }min
i

i
i eu

u γ=

ie

                  (6) 

根据文献[1]中共变的定义， γ 可以表达为 

( ), ( )
i

c c
e i ie k e k

α
γ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

* T T H
col rowie ii i i i i iC u u u

               (7) 

把式(1)代入式(7)，并经过简化和整理(见附录)，得到 
*

y iuγ γ= − − +W C W C

xx ( , )i i coli

        (8) 

式中 表示共变矩阵C 的第 个元素，C 是iiC xxC

i irowC

的第

列， 表示 xxC 的第 行。式(8)对 u 求导，并令导数等

于零，得到对消器权向量第 个元素的最优解： 

i i

( )

i

H
ow opt c

2
i

yγ

+C W Cr o1 opti
iu =

W
1, ,i m= L，         (9) 

把第 i 个元素的最优解推广到对消器的其它元素，得到最优

权向量： 

( )H

2
xx xx

yγ

+
=

C C Wopt
optu                (10) 

把文献[1]中的 代入式(10)，有 optW

( )H
1

opt ( ) ( )
2

xx xx i
xx i i

y y

λλ θ θ
γ γ

+
= =

C C
u C a a－

H 1
xx xx ≈C C I－

y

         (11) 

式(11)的简化使用了 。 γ 代表波束形成器输出的 
 

功 率 ， 即 当 噪 声 较 小 时 ，2
optγ

iy sγ σ= + 。 i y  λ γ =

( )2 2 1σ σ γ opti is s ≈ opt ( )iθ≈u a 。式(11)可以这样理解： + ，即

阵列首先捕获第 i 个信号，然后第 个信号被对消器从接收数

据 中消除。当达到最佳对消效果时，对消器的最优权向

量与第 i 个信号的阵列响应

i

( )kx

( )iθa 一一对应。可见，尽管在

Alpha 稳定分布噪声环境中，这种新型信号对消器所能达到

的性能与文献[2,3]一致，仿真结果见第 4 节。 

3  多信号恢复的韧性级联恒模阵列 

将韧性恒模波束形成器/新型信号对消器组成级联恒模

阵列，如图 2 所示。我们知道，级联阵列的每一级必定会捕

获一个信号，然后对消器把它从接收数据中消除。依次进行，

直到所有信号全部被恢复，最后一级的输出只含有噪声。 

 
图 2 级联恒模阵列的结构 

Fig.2 Multistage constant modulus array for cochannel signal copy 
现在考虑：第 1 级恒模阵列的输出 与阵列的输入

有什么关系？或者第 l 级恒模阵列的输出 与阵

列的原始输入 存在什么关系？ 

2 ( )ke

( )kx 1( )l k+e

( )kx
H( ) ( )y k k= W x

( ( )k= T x
H( )k= − u W ( ) ( ) )k+s n
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1 ( )e k= n

( ) ( )k k k= +s n

1
2
eA

optu 2
1e =A T A
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1
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)] (14)

e

θ θ θ

θ

=

= −

A T A

I u W a a a

a

L L

( ) ( )

把 代入式(1)，得到 
H

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k y k k k k= − = −e x u x u W x   (12) 

式中T I 。把第 1级的输入 代

入式(12)，得到 
1 (k k=x A

2 1 1
2 2

( ) ( )

       ( ) ( )e e

k= =
 

式中 ，n T 。可见，第 2 级阵列的输入信号

模型式(13)与第1级阵列的信号输入模型

在结构上非常相似。于是，T 称为第 1 级阵列的“稳态信号

传递矩阵”，而 称为第 2 级阵列的“有效响应矩阵”。 

( )x A

当阵列达到稳定时，波束形成器和信号对消器的权向量

分别收敛到最优解，把 和 代入 中，得到 optW

H
opt opt 1

1 1,1 1 1,[ ( ) ( ), , , , ( ) (
i d

d dθ β θ θ β= − −a a aL L0

 

式中
H HH 1 H 1

, ( ) ( )i j i XX j XX i( ) ( )iθ θ θ θ− −= a C a C a
2
eA i 2

eA 1

aβ 称为“移

位因子”。 的第 列是零向量，于是 的秩是 d − ，说 

明第 i 个信号不再包含在第 2 级阵列的输入信号中了。以 iθ

为变量，画出“移位因子” 11β ， 12β 和 13β 的情况，如图 3

所示。可见，“移位因子”具有高分辨率方向估计的能力。

同时，“移位因子”也验证了第 2 级的输入不再包含第 个信

号。 

i
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  (a) 11β             (b) 12β              (c) 13β  

图 3 移位因子(阵元个数 ，信号源个数 ， 10m = 3d =

1 30θ = o

2 45θ = o

3 60θ = o

10,m =

3d =

1 30θ = o

2 45θ = o

3 60θ = o

( )2 H H( ) ( ) ( ) ( )e k k k k= − = −n I u W n n n

( ) ( )k k−n u

)
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l l l

l l
e e

k k k k

k k
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e T T x T T As T T n

A s n

L L L

l
eA − l

e 1d l− + l
1l − l

1l − 1l −

1l −T

3

来波方向 ， ， ) 
Fig.3 Shift factors(The number of array elements  

the number of signal source , the direction of 
arrival ,  and ) 

现在来看第 2 级输入的噪声情况，从式(13)知道 

( )ku W      (15) 

可见，第 2 级阵列输入的噪声向量是 而不

是 ，噪声功率增大了。 

H ( )kW n

(kn

把式(13)推广到第 l 级，得到第 l 级的输入信号为 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

        ( ) (16)
l −  

则 将有 l 个零列向量，A 的秩为 ，即第 级的

输入信号不再包含前 级所捕获的信号。第 级的输入噪 
1

声功率比第 级增加了，增加量由第 级的传递矩阵

决定。可见，随着噪声在阵列间传递，噪声功率被逐级

放大了。当阵列级数达到到一定的程度，噪声功率将非常大，

以至信号被湮没在噪声中，波束形成器无法正常工作。所以，

级联恒模阵列的级数不能无限制的增加。级联恒模阵列所能

达到的最大级数与波束形成器能接受的信噪比有关。 

4  数值模拟 

假设有 个阵元的均匀线性阵列，接收到 d10m = = 个不

相关正弦信号，且每个信号具有单位功率。波达方向分别为 

1θ = 2 45θ = o
3 60θ = o

1.5
30o， 和 。Alpha 稳定分布噪声的特征指

数α = 0.1，分散系数 γ = q =

opt ( )i

。参数 选取为 q 。 0.7

初始化波束形成器权向量使其第 1 级捕获第 1 个信号，

信号对消器自适应地把第 1 个信号从 消除。根据分析，

信号对消器所能达到的最优权向量为

( )kx

θ≈u a

(1000)u (1000)

。最优权向

量有 10 个分量，分别从 10 个阵元的接收信号中消除捕获信

号，它们的幅值和相位如图 4(a)，4(b)所示。选取恰当的迭

代步长使信号对消器与波束形成器几乎同时达到收敛，1000

次后 达到稳定。u 的幅值和相位如图 4(c)，4(d)

所示。可见，对消器的理论分析与迭代稳定时的权向量是非

常吻合的。由于本文模拟中采用的是线性阵列，阵元间距为 

半波长，所以相邻阵元的相位差为 90 度。从图 4(a)，4(c)看 
 

出，对消器的幅值几乎保持恒定，也说明我们在附录中对幅

值的假设是正确的。 

 

图 4 信号对消器理论计算的权向量与迭代方程稳定时的权向量 
(a) 理论计算权向量的幅值  (b)理论计算权向量的相位(度)  

(c) 迭代方程稳定时权向量的幅值  (d)迭代方程稳定时权向量 
的相位(度) 

Fig.4 Theoretical weight vector and practical weight 
 vector of the signal canceller 

  (a) The amplitude of theoretical weight vector 
(b) The phase of theoretical weight vector 

 (c) The amplitude of practical weight vector 
(d) The phase of practical weight vector 

第 1 级阵列的输出也就是第 2 级阵列的输入，当第 1 级

达到稳定以后，第 2 级的输入不再包含第 1 级捕获的信号。

从“移位因子”也能看出来，画出“移位因子” 11β ， 12β 和 

，如图 3 所示。13β 11β 在 30 时等于 1，o
12β 在 时等于 1，45o

13β 在 时等于 1，它们恰好都在来波方向上取得最大值。 60o

采用 3 级韧性恒模阵列对以上这 3 个同信道信号进行恢

复，初始化第 1 级波束形成器权向量使第 1 级阵列捕获第 1

个信号。当第 1 级收敛后，第 3 级阵列开始工作并捕获第 2

个信号。依次类推，第 3 级捕获第 3 个信号。注意：需要仔

细调整每一级波束形成器和信号对消器的迭代步长。这 3 级

阵列的方向图和输出如图 5 所示。可见，这 3 级阵列在显著

的 Alpha 稳定分布噪声环境中工作相当好。 

5  结束语 

本文研究了 Alpha 稳定分布噪声环境中级联恒模阵列的

稳定性。理论分析表明，信号对消器能达到的稳定状态与对

消信号的方向向量一一对应，如式(11)。每一级的波束形成

器和信号对消器所起的共同作用相当于传递矩阵对输入信

号进行一次变换。信号依次被每一级阵列捕获，而噪声功率

却被逐级放大。因此，级联恒模阵列所能恢复同信道信号的

最大个数是有限的。 
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图 5  三级韧性恒模阵列的多信号恢复 

(a)第 1 级阵列的方向图和输出 (b)第 2 级阵列的方向图和输出 (c)第 3 级阵列的方向图和输出  
Fig.5 Cochannel signal recovery by multistage CM array  

(a) The array output of the first stage  (b) The array output of the second stage  (c) The array output of the third stage 

附录 
把式(1)代入式(7)，并利用文献[1]中共变的性质： 

[ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]

*

*

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) (A 1)

ie i i i i

i i i i

i i i

x k u k y k x k u k y k

x k x k u k x k y k

u k y k x k u k y k y k u k

α

α α

α α

γ = − −

= −

− + −

，

， ，

[

 

我们仍然假设抵消器只对信号的相位调整而不改变信号的

幅度。这个假设也在后来的数值模拟中验证了，见图 4(a)，

4(c)。再次利用共变性质，把式(A-1)中的各个分量分别表达

为 

]( ) ( )i i iix k x k C
α

=，

[
               (A-2) 

] H( ) ( ) ( ) ( )i ix k y k x k kα
⎡ ⎤= ⎣ ⎦W x， ，

rowiC xxC i

[

* *
1 1

1

1

T T
row

                        ( ) ( ) ( )

                       [ , , ]

                       (A 3)

i M M

i

M

iM

i

x k w x k w x k

c
w w

c

α

α
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= −W C

L

L M

，

 

表示 的第 行。同理， 

] H
col( ), ( )  i iy k x k α = W C              (A-4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

coliC 表示 的第 列。 xxC i

[ ]( ), ( ) yy k y k
α

γ=                 (A-5) 

把式(A-2)，(A-3)，(A-4)，(A-5)代入到式(A-1)中，得到 
* T T H *

col rowie ii i i i i i yC u u u uγ γ= − − +W C W C i       (A-6) 
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