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基于二维小波变换的独立分量分析方法 

及其在图像分离中的应用 
王明祥    方  勇    胡海平 

(上海大学通信与信息工程学院  上海 200072) 

摘  要   该文提出了一种新的基于二维小波变换的独立分量分析方法。研究表明，当各个源信号的概率密度分布

相同时，自然梯度算法的稳态误差与源信号峭度的平方成反比。因此，对峭度更大的小波域高频子图像进行独立

分量分析可以获得更高的分离精度。同时，高频子图像的大小为源图像的 1/4，计算量大大减小，因此算法收敛的

速度更快。最后，将该方法用于混合图像的盲分离，通过一系列实验，证实该方法是有效的。 
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ICA Method Based on 2-D Wavelet Transform and 
Its Application to Image Separation 
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Abstract   In this paper, a kind of new Independent Component Analysis (ICA) method based on 2-dimensional wavelet 

transform is proposed. According to the research, the steady-state error of the Natural Gradient Algorithm (NGA) is inverse 

proportional to the quadratic of the kurtosis of the sources when the probability distribution function of each source is the 

same. In addition, the kurtosis of the detail coefficients in wavelet domain is always bigger than that of the original images, 

so the separation precision of ICA method based on 2-dimensional wavelet transform is higher than that of the traditional 

ICA method. Furthermore, the size of the sub-image in 2-dimensional wavelet domain is a quarter of the source image, so 

the convergence speed of the proposed method is faster. Finally, this method is used to separate the mixed images. A set of 

experiments in different situations is done and the simulation results show that the proposed method is effective. 
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1  引言 

独立分量分析(Independent Component Analysis，ICA)是

近期发展起来的一种非常有效的盲源分离 (Blind Source 

Separation，BSS)技术。假设一组相互统计独立的源信号经线

性组合产生一组混合信号，ICA的目标就是从混合信号中提

取出独立的源信号。该问题首先是由法国学者Herault和

Jutten
[1]
进行研究的，之后Common系统地阐述了ICA的概念

并提出了基于高阶统计量的ICA方法
[2]
，Bell和Sejnowski提出

了基于随机梯度下降的最大熵算法(Infomax)
[3]
，Amari对随机

梯度法进行了改进，提出了自然梯度学习算法 (Natural 

Gradient Algorithm, NGA)
[4]
。Hyvarinen提出了著名的采用负

熵判据的快速 ICA 算法 (FastICA) ，又称为定点算法

(Fixed-point)
[5]
。由于ICA在无线通信、地震、声纳、语音处 
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理、图像处理和生物医学等领域具有广泛而诱人的应用前

景，在过去短短的十几年时间里，有关的理论和算法研究得

到了较快的发展。目前，ICA已经成为国际上信号处理和人

工神经网络等学科领域的一个研究热点。在图像处理方面，

ICA的应用越来越多，如用于图像盲分离、人脸识别、图像

降噪和数字水印嵌入等
[6-8]

。 

本文首先对ICA方法中的离线批处理自然梯度学习算法

的精确度进行了详细的研究，结合文献[9]和文献[10]推导出：

在各个源信号的概率密度分布相同时，算法的稳态误差与源

信号峭度的平方成反比。研究表明，小波域高频子图像的分

布近似为拉普拉斯分布，具有更大的峭度
[11]

。根据上述特性，

本文将小波变换和自然梯度算法结合起来，提出了一种在二

维小波域对高频子图像采用自然梯度算法进行独立分量分

析的方法，并将该方法用于混合图像的盲分离。最后，通过

一系列仿真实验，证实该方法可以获得更高的分离精度和更

快的收敛速度，且能够有效地避免算法陷入局部极小。 
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2  独立分量分析 

ICA 的模型可描述为：假设 N 个独立的源信号

1( ) [ ( ),t s t=s T
2 ( ), , ( )]Ns t s tL 经过线性系统 混合在一起，得

到 M 个观测信号 ，源信号和观测

信号之间满足关系式： 

A
T

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt x t x t x t=x L

( ) ( )t =x As t

t

                   (1) 

其中 是一个 M N 维的矩阵，源信号 和混合矩阵 都

是未知的，只有混合后的 可以观测到。可以证明在 M ≥ N

的条件下，当混合矩阵 列满秩，源信号 的各分量相互

独立，且最多只有一个分量是高斯分布时，可以求得一个分

离矩阵W 使得： 

A × ( )ts A
( )tx

A ( )ts

ˆ( ) ( ) ( )t t= =y Wx s                (2) 

其中 ( )ty 是 的一个估计，其各分量尽可能互相独立，且

逼近 ，只是

( )ts

( )ts ( )ty 各分量的排列次序和幅度可能与 不

同，这又称为 ICA 解的不确定性问题。假设 是 ICA 的一

个解，那么

( )ts

Ŵ
ˆPDW 也是 ICA 的一个解，其中 为置换矩阵(每

一行和每一列都只有一个元素 1)，

P

D为对角矩阵(对角元素

非 0，其它元素为 0)。通常只考虑 M＝N 的情况，当源信号

完全分离出来时，有 ，为了简化分析，本文在以后

的分析中不妨假设 ，此时有 。 

=WA PD

=PD I =WA I

为了求解分离矩阵W ，通常是先设置一个目标函数

，选择不同的目标函数可以得到不同的 ICA 算法，其

中最大熵(Maximum Entropy，ME)算法和最大似然(Maximum 

Likelihood, ML)算法的目标函数可统一为下列形式[4,9]： 

( )L W

1
( ) ln det ln ( ( ))

M

i i
i

L p y t
=

= − − ∑W W           (3) 

其中 是输出信号 的概率密度函数(pdf)，( ( ))i ip y t ( )iy t detW

是分离矩阵W 的行列式的绝对值。 

建立目标函数后再确定一种学习算法，通过迭代使式(3)

中的 达到最小值的 即是 ICA 的解。学习算法大致

分为两类，离线批处理方式和在线自适应方式[9]。前者是对

一段时间内的信号进行迭代，后者对每一时刻的信号进行迭

代。Bell 和 Sejnoeski 提出了随机梯度学习算法[3]，其离线批

处理迭代公式为 

( )L W Ŵ

T T

1

1( 1) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( )
T

t
k k k k t

T
η ϕ−

=

⎡
+ = + −⎢ ⎥

⎣
∑W W W y x t

⎤

⎦
  (4) 

其中 ( )kη 为学习率， 为每次处理的向量个数，T ( ( ))tϕ y 与

源信号的分布及其假设有关，根据不同的情况有多种选取方

法。该算法的缺点是收敛速度慢，需要对分离矩阵 求

逆。Amari 在随机梯度的基础上提出了自然梯度学习算法[4]，

避免了矩阵求逆，加快了收敛速度，其离线批处理迭代公式

为 

( )kW

T

1

1( 1) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )
T

t
k k k t t

T
η ϕ

=

⎡ ⎤
+ = + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑W W I y y W

3 自然梯度算法的精确度分析 

自然梯度算法是 ICA 的一种常用的学习算法，由于目标

函数 是一个具有多极点的非线性函数，所以基于梯度

下降原理的自然梯度算法存在局部极小的问题，此外该算法

的收敛精度不是很高。为了克服这些缺点，本文对自然梯度

算法的精确度进行了详细的研究，并推导出在各个源信号的

概率分布相同，且非线性函数为 tanh 函数时，自然梯度算法

的稳态误差与源信号峭度的平方成反比关系。从而为提高自

然梯度算法的精确度提供了理论依据。 

( )L W

设由式(4)经过迭代求得的分离矩阵为 ，则在理想情

况下有

Ŵ
ˆ =WA I ，但实际情况会有一定的偏差，不妨设

ˆ = +WA I Δ，其中 Δ是一个 M M× 维的偏差矩阵，则 

1
( ) ( ) ( )

M

i i ik k
k

y t s t s tδ
=

= + ∑                (6) 

若 0, ,ij i jδ = ∀ ，则 ( ) ( ),i iy t s t i= ∀ ，即分离信号与源信号一

致；若 0,ij i jδ ≠ ≠ ，则存在偏差， ijδ 越大表示 ( )js t 对分离

的 ( )is t 的干扰越严重。若 0,ii iδ ≠ ∀ ，则表示 ( )is t 对自身的

干扰，由于 ICA 存在幅度不确定性，且 iiδ 较小，因此可以

不予考虑。如果我们求出 ijδ 和 jiδ 的方差(稳态误差) 2
ijδσ 和

2
jiδσ ，就可以估计出自然梯度算法的精确度。文献[9]和文献

[10]导出了各个源信号具有相同的概率密度函数(pdf)时，稳

态误差 2
ijδσ 和 2

jiδσ 的表达式 
2 2 2

2 2
2 2 2

(1 2 ) , ,
(1 )ij ji

i j
Tδ δ

λ λ λρσ σ
λ ρ

+ −
= = ∀

−
          (7) 

其中 

2

[ ( ) ]

[ ( )]
i i i

j i
i i

E s s

E s

ϕρ ρ ρ
ϕ

= = = ，           (8) i∀

[ ( ) ]
[ ( )]

i i i
j i

i i

E s s
E s
ϕλ λ λ
ϕ

= = =
′

，           (9) i∀

很多文献指出，对于超高斯信号(峭度大于 0)，通常取非

线性函数 ( ) tanh( )x xϕ = 。由下一小节的分析可知，一般自然

图像在小波域的高频子图像是超高斯的。为此，我们在式(7)

的基础上，推导出 ( ) tanh( )i i is sϕ = 时，稳态误差 2
ijδσ 的近似

表达式。将 ( ) tanh( )i i is sϕ = 按幂级数展开, 得 
31( )

3i i i is s sϕ ≈ −                  (10) 

其导数为 
2( ) 1i i is sϕ′ ≈ −                (11) 

考虑源信号 is 为零均值、单位方差的情况，则有 2[ ] 1iE s = ，

结合式(11)可得 
2 2[ ( )] [1 ] 1 [ ] 0i i i iE s E s E sϕ′ ≈ − = − =         (12) k   (5) 
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将上式代入式(9)可知， λ 是一个很大的数，有 λ ρ>> ，因

此由式(7)可得到 2
ijδσ 的近似值为 

2
2

1
ij Tδσ

ρ
≈                    (13) 

将式(10)和式(11)代入式(8)，并考虑 ，得 2[ ] 1iE s =
2 4 2 4 21

2 3
3 2 6 41

3

( [ ]) ( [ ] 3)
[( ) ] [ ] 6 [ ] 9

i i i

i i i i

E s s E s
E s s E s E s

ρ
− −

= =
− − +

        (14) 

考虑 ，则2[ ( )] 1iE s t = is 的峭度为 ，代入式

(13)得 

4kurt( ) [ ] 3i is E s= −

6 4
2 2

2
[ ] 6 [ ] 9

[kurt( )]ij ij
i i

i

E s E s
T sδ δσ σ − +

= ≈           (15) 

由此，我们可以得出结论：在各个源信号的概率分布相

同，且取 ( ( )) tanh( ( ))y t y tϕ = 时， ijδ 的方差 2
ijδσ 与 kurt( )is 的

平方成反比，即自然梯度算法的稳态误差与源信号峭度的平

方成反比。 

4  基于二维小波变换的独立分量分析方法 

通过对ICA算法的分析可知，ICA的性能与非线性函数

的选择和源的概率密度分布有关[9]。为了改善ICA算法的性

能，通常的做法是根据源的概率密度的估计来选择合适的非

线性函数，使之尽量符合源的概率分布。该方法的缺点是如

果对源信号的概率密度估计不准确的话，会严重影响ICA算

法的性能。 

本文从另外一个途径，即从源的概率密度出发来改善

ICA 算法的性能，提出了一种基于二维小波变换的采用自然

梯度算法作为学习算法的独立分量分析方法。研究表明，近

高斯分布的自然图像在小波域高频子带的分布近似为超高

斯的拉普拉斯分布。结合上一小节所得出的结论，如果我们

将混合图像变换到二维小波域，并对峭度更大的高频子图像 

进行 ICA 分解，就可以获得更高的分离精度。此外，由于高

频子图像的大小为源图像的 1/4，因此 ICA 分离的计算量大

大减小，算法收敛的速度会更快。与文献[12]相比，本文将

一维小波域在线自适应自然梯度算法推广到二维小波域离

线批处理自然梯度算法，并且通过理论分析和仿真实验证实

该算法具有更高的分离精度和更快的收敛速度。 

考虑到小波变换是一个线性变换，对式(1)和式(2)的两边

分别进行小波变换，并忽略时刻 t 可得： 
[ ] [ ] [ ]W W W= =x As A s               (16) 

[ ] [ ] [ ]W W W= =y Wx W x               (17) 

其中 表示小波变换。由此可见，如果我们将 、

和

[ ]W ⋅ [ ]W s [ ]W x
[ ]W y 分别当作新的源信号、混合信号和分离信号，则时

域的混合矩阵 和分离矩阵 与小波域是一致的。因此在

小波域得到的分离矩阵可直接用来分解原混合信号，从而得

到原始信号，不需对小波域分离信号

A W

[ ]W y 求反变换。 

采用本文提出的基于二维小波变换的独立分量分析方

法进行混合图像分离的具体步骤如下： 

(1) 的每 1 行代表 1 幅混合图像，将 的 M 行还原成

M 幅混合图像，分别进行二维小波变换得到 4M 幅子图像，

其中 M 幅为低频子图像，3M 幅为高频子图像； 

x x

(2)选择某一方向(水平，垂直或对角方向)的 M 幅高频子

图像，将其按行堆叠成矩阵形式 ，采用自然梯度算法对

进行 ICA 分解，得到分离矩阵 和行向量相互独立的分离

图像矩阵

x% x%

W%

y% ； 

(3)分离矩阵 乘以时域混合图像矩阵 得到时域分离

图像矩阵 ，将

W% x

=y Wx% y的每一行都还原成二维的图像形式

就可以得到 M 幅独立的源图像。 

下面分析二维小波域高频子图像的概率密度分布及其

峭度。通常图像的概率分布为近似高斯分布，而小波域高频

子图像近似为拉普拉斯分布，拉普拉斯分布是一种超高斯分

布，具有更大的峭度[11]。两参数拉普拉斯分布的概率密度函

数的定义为 

1
( )

2 ( )
yp y e

βα

β

β
αΓ

−=            (18) 

其中 1
0

( ) dx tx t e tΓ
∞ − −= ∫ 是伽马函数，易证其一阶和二阶绝对

原点矩分别为： 

1
(2 )
(1 )

m αΓ β
Γ β

= ，
2

2
(3 )

(1 )
m α Γ β

Γ β
=          (19) 

由式(19)可得 

1 (1 )
(2 )

m Γ βα
Γ β

= , 
2

1 1

2

mF
m

β − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (20) 

其中 
2 (2 )( )

(1 ) (3 )
F Γ ββ

Γ β Γ β
=  

因此，通过计算图像的一阶绝对原点矩 和二阶绝对原

点矩(方差) 就可以根据式(20)估计出拉普拉斯分布的参数

1m

2m

α 和 β 。以标准图像 Lena 为例，图 1 给出其小波域 3 个高

频子图像(水平、垂直和对角)的对数概率分布(实线)及其估计

的对数拉普拉斯分布(虚线)，其中小波函数采用 Harr 小波，

分解尺度为 1，可以看出估计的分布与图像的真实分布非常

接近。Lena 原始图像和其小波域低频子图像的峭度分别为

2.15 和 2.18，而 3 个高频子图像的峭度分别为 20.4，19.9 和

19.6，增加了将近 10 倍，其它自然图像也有类似性质。 

 
图 1  Lena 图像高频子图像的对数分布及其估计 

(a)水平子图像,峭度=20.4  (b)垂直子图像,峭度=19.9 
(c) 对角子图像,峭度=19.6 
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5  实验和分析 

本文对 6 幅标准灰度图像Lena、baboon、bridge、house、

lake和boat进行实验，依次标号为 1～6，图像大小为

。在所有实验中，学习率取256 256× ( ) 5/k kη = ，非线性函

数取tanh函数。为了衡量ICA分离的性能本文采用如下性能

指标[13]： 

2 2

2 2
1 1 1

1PI 1 1
2 max max

M M M
ij ji

i j jl il l li

c c

M c c= = =

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛
⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜= − +⎨

⎞
⎟−

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ ∑ ∑

⎦

⎬   (27) 

其中 为矩阵 的元素，PI 值越小表示分离的性能越

好，当 PI＝0 时表示信号完全分离。 
ijc =C WA

首先给出一次具体实验的结果，选择图像对(1,2)，bior4.4

小波，水平方向的高频子图像，分解尺度为 1，分离性能 PI

与迭代次数的关系曲线如图 2 所示，其中实线为标准自然梯 

度算法，虚线为本文提出的基于二维小波变换的自然梯度算

法。可以看出前者没有收敛到理想状态，分离性能很差；后

者收敛速度很快，分离性能很好。源图像、混合图像和上述

两种方法的分离结果如图 3 所示。本次实验中混合矩阵和初 

始分离矩阵分别取为： ， 。 
0.7 0.3
0.3 0.7

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
A

0.4 0.2
(0)

0.6 0.8
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣

W

 
图 2  收敛特性 PI 曲线 

 
图 3 自然梯度法和本文方法进行图像分离的比较 

(a) 源图象  (b) 混合图象  (c) 自然梯度分离图象 
(d) 本文方法分离图象 

为了进一步检验本文算法的性能，针对不同情况(不同高

频方向、不同小波函数、不同分解尺度和不同图像个数)做了

一系列实验，并进行比较。在实验中发现，如果采用 NGA

直接对混合图像进行分离，很容易出现图 2 所示的不收敛情

况，即陷入局部极小；而采用本文方法极少出现不收敛的情

况，可以有效地避免算法陷入局部极小。为此，在表 1～4

中只给出本文方法的实验结果。其中混合矩阵和初始分离矩

阵都是随机选取的，为了提高数据的可靠性，表 1～4 中的

数据均为 10 次实验的平均值。 

表 1 为采用 Harr 小波，尺度为 1 时选择不同方向的混合

高频子图像时的分离性能，表中的数据为性能指标 PI 达到

0.001 时的迭代次数。这 3 种方向的平均迭代次数分别为：

水平方向为 19.4，垂直方向为 20.5，对角方向为 25.3，因此

选择水平方向子图像进行 ICA 分离通常可以获得更好的分

离性能。 

表 2 为采用 Harr，bior4.4，coif3 和 sym4 等 4 种不同小

波时的分离性能，其中高频子图像选择水平方向，其它参数

的选择方法同表 1。这 4 种小波的平均迭代次数分别为 19.4，

23.4，21.3 和 24.2，因此在这 4 种小波中 Harr 小波的分离性 

表 1  采用不同方向的子图像时的分离性能(迭代次数) 

图像对 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 2,3 2,4 2,5 2,6 3,4 3,5 3,6 4,5 4,6 5,6 

水平 H 18 23 18 26 18 23 19 21 18 20 20 17 14 20 16 

垂直 V 20 30 17 21 18 26 18 30 16 17 26 16 17 17 19 

对角 D 18 27 32 37 20 26 26 37 18 30 29 17 26 19 17 

表 2  采用不同小波函数时的分离性能(迭代次数) 

图像对 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 2,3 2,4 2,5 2,6 3,4 3,5 3,6 4,5 4,6 5,6 

harr 18 23 18 26 18 23 19 21 18 20 20 17 14 20 16 

bior4.4 21 30 20 29 22 30 18 37 20 18 28 20 15 20 23 

coif3 19 26 16 28 19 36 15 32 17 16 24 16 16 21 18 

sym4 24 32 18 22 30 34 20 27 22 19 30 16 21 22 26 
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表 3  采用不同分解尺度时的分离性能(迭代次数) 

图像对 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 2,3 2,4 2,5 2,6 3,4 3,5 3,6 4,5 4,6 5,6 

尺度 1 18 23 18 26 18 23 19 21 18 20 20 17 14 20 16 

尺度 2 16 59 17 24 12 70 16 26 21 13 21 16 13 23 15 

尺度 3 22 92 15 23 28 99 14 17 29 12 25 22 11 28 22 

表 4  采用不同图像个数的平均分离性能 

图像个数 2 3 4 

平均迭代次数 19.4 34.5 27.0 

能较好。 

表 3 为采用不同分解尺度时的分离性能，其中高频子图 

像选择水平方向，其它参数的选择方法同表 1。这 3 种尺度

的平均迭代次数分别为 19.4，24.0 和 30.6，因此选择尺度 1

可以获得更好的分离性能。 

表 4 为采用不同图像个数时的平均分离性能，其中高频

子图像选择水平方向，其它参数的选择方法同表 1。在计算

平均迭代次数时，忽略少数难以收敛的情况。图像个数为 2

时的分离效果最好。 

6   结束语 

本文对离线批处理自然梯度学习算法的精确度进行了

详细的研究，并得出以下结论：在源信号分布相同时，其稳

态误差与源信号峭度的平方成反比。考虑到小波域高频子图

像的峭度比源图像的峭度大和小波变换是一线性变换，本文

提出了一种基于二维小波变换的独立分量分析方法，并将该

方法用于图像盲分离，通过一系列图像分离实验，证实该方 

法可以获得更高的分离精度和更快的收敛速度，并且可以有

效地克服采用自然梯度算法直接对混合图像进行分离时算

法不收敛的问题。 
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