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多族谐波信号估计的子空间匹配投影算法 

刘  东    相敬林 

(西北工业大学航海学院   西安  710072) 

摘 要: 该文根据子空间匹配投影分解算法，将信号自适应地分解在谐波子空间上，得到一种多族谐波信号参数估计的方法。

这种方法利用插值 FFT 算法和谐波参数的先验信息，能分离基频或谐波频率结构较为紧密的不同族谐波分量，谐波频率估计

精度高。仿真表明，这种新方法能准确地估计基频频率、谐波频率和阶数，对随机相位抖动也不敏感；用于分析实船噪声也

准确反映了船舶辐射噪声功率谱的线谱规律和特点，较好地揭示了船舶的螺旋桨现场实际运行状况，是一种很有价值的多谐

波参数估计方法。 
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A Method for Estimating Parameters of Multiple Harmonic Families 
 Based on Subspace Matching Pursuit 

Liu Dong    Xiang Jing-lin 

(College of Marine, Northwestern Polytechnical Univ., Xi’an 710072, China) 

Abstract This paper proposes a method to estimate multiple harmonic families’ parameters of a signal, which is based on 

subspace matching pursuit decomposition algorithm, and decomposes the signal into harmonic subspace adaptively. It 

takes advantages of interpolated FFT algorithm and the prior information of signal’s parameters, with high estimation 

precision of harmonic frequency, it has ability to distinguish signal’s harmonic components of different harmonic families, 

which have closed-spaced fundamental and harmonic frequencies. The trail indicates that it is a preferable method to 

estimate multiple harmonic families’ parameters, as it is insensitive to random phase-shift of harmonic components, and is 

useful to precisely estimate the fundamental, harmonic frequencies and order of a signal. This method also can be used to 

depict the features of a ship radiated-noise power spectrum, and to reveal the operation condition of the ship propellers. All 

of above show the advanced method is a valuable method for multiple harmonic parameters estimation of signals. 
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1 引言   

谐波信号的参数估计是周期信号分析、周期分量提取的

一个重要方面，它在机械部件的振动性分析、无损检测和声

信号分析等等场合有重要的应用价值[1]。一般来说，可以首

先利用线谱分析方法，然后利用谐波关系提取谐波信号分

量，但这种方法容易丢失谐波分量。Music，Pisarenko和

ESPRIT方法需要求解相关矩阵，并将信号分解在信号子空间

和噪声子空间内，这需要噪声分布和谐波阶数等先验知识，

基频频率估计也不够准确，且不易得到多族谐波参数的准确

估计。在有些情况下，如船舶辐射噪声分析中，由于辐射噪

声源的特点，含有丰富的谐波信息，希望通过分析能够得到

其中蕴涵的多族线谱谐波分量信息[2]。1992 年，Mallat等人

提出匹配投影(MP)算法[3]，此后Goodwin等人又提出了子空

                                                        
 2004-06-21 收到, 2004-10-08 改回 

间匹配投影(SMP)算法[4]，Gribonval提出基于SMP的谐波匹

配投影(HMP)算法[5]，并应用于钢琴声信号的分析中。HMP

算法的实质是将信号分解在近似正交的原子所张成的各子

空间上。当只需要估计近似平稳信号组成的谐波分量(平稳谐

波分量)的情况下，HMP算法使用的Gabor原子集不便于准确

地估计平稳谐波分量。 

本文根据 MP 和 SMP 算法，提出基于 Fourier 基的多族

平稳谐波分量估计方法。它利用插值 FFT 计算，提高了基频

和谐波频率估计精度，而且能分离参数结构较为紧密的不同

族谐波分量，便于引入谐波频率分布范围等先验信息。仿真

表明它对初始相位的随机性表现的不敏感，对船舶辐射噪声 

的分析结果也较好地反映了噪声功率谱中的线谱谐波分量

的规律和特点，揭示了螺旋桨的运行状况。是一种较好的多

族谐波参数估计方法。 
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2 MP 及 SMP 分解算法 

自 MP 算法被提出以来，又相继演化出了许多其它算法，

如 OMP(正交匹配投影)，SMP 和 HMP 等。本文首先简要叙

述 MP 算法，并着重分析 SMP 算法。 

2.1 MP 分解算法 

给定一个参数化波形集(原子集) { }, 1g i g iD i γ= ∈ =g g

过完备，待分解信号向量 。设N∈x R (0)Rf = x， 0r = ，按

照步骤 进行残差向量迭 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),r r r r+ = − < > ⋅Rf Rf Rf g g r

g 1代，其中 ，( ) ( ){| , |}supr r
i

i γ
α

∈
= ⋅ >g < Rf 0 α< ≤ ，则此迭代

分解渐进收敛[3]。 

2.2 SMP 分解算法 

Goodwin等人根据MP算法提出SMP的概念[4]，SMP分解

算法的初衷是，分析信号 中，未知待提取的分量是某

些原子的线性组合，即希望得到信号在部分原子所张成的子

空间上(与需要有关)的分解，如谐波信号可以看作是傅氏基

的线性组合。利用SMP算法，在谐波原子张成的子空间(谐波

子空间)上，分解信号 以逐步得到信号各族谐波分量。SMP

算法将信号 逐步分解在一个特殊的原子集 

N∈x R

x
N∈x R

{ }, 1h i h iD i γ= ∈ =h h 上，且 , , ,
1

= ,
M

i i m i m h i m g
m

c i Dγ
=

⎧ ⎫⎪ ⎪⋅ ∈ ∈⎨ ,
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑h g g

h

⎬  

即 分 解 原 子 集 中 的 每 一 子 i D∈h 落 在 子 集

{ }, ,g |g , 1,2, ,i m i m g gD m M D∈ = ⊂ 所张成的线性子空间

( ) { }, ,span , 1,2, ,i i m i m gD m= ∈ =V G g g M

i

]
r

的单位超球面

上。以矩阵或向量形式表示， ，其中

。结合 MP 算法，有如下的 SMP 分解: 
( )iS G i i= ⋅h G c

,1 , 2 ,[ , , ,i i i i M=G g g g
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,r r r r

r r r

+ = − < > ⋅

= − ⋅

Rf Rf Rf h h

Rf G α
            (1) 

根据式(1)，SMP 算法关键是在所有的{ }1,2,i i =G 搜索找

到 ，满足 ( )rG

{ } { }
( ) ( ) 2 ( ) 2arg max |< , | arg max |< , |

i h i h

r r r
i

i iγ γ∈ ∈
= > =

G G
G Rf h Rf Gi i⋅ >c

=

  (2) 

且满足约束条件 ，即搜索使残差( )H( ) ( 1) 0r r +⋅G Rf ( )kRf 在

子空间 ( ){ }i hi γ∈V G (由 的列向量张成)上投影最大的子

空间

iG

{ }( ) 1,2,r r =V (由 的列向量张成)，因此 ( )rG

( ){ }
( ){ }

{ }
( ) ( ){ }

( ) ( )

H 1( ) H H ( )

arg max

arg max (3)

i
i h

i h

r r
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νν ∈

−

∈
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在 非奇异的条件下，有iG { } 1( ) ( ) H ( ) ( ) H ( )( ) ( )r r r r−
= ⋅α G G G Rf  

则式(1)变为 

{ }1( 1) ( ) ( ) H ( ) ( ) H ( )( ) ( )r r r r r−+ ⎡ ⎤= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦
rRf I G G G G Rf     (4) 

根据式(4)只需要找到 ， 或 唯一与否，并不影响

残差的分解。若在 SMP 算法中，令

( )rG ( )rh ( )rc

gD 为 Gabor 原子集，并

使得各子空间 由( )iV G gD 的正交向量所张成，则有

H
i i⋅ =G G I ， I 为恒等单位矩阵，此时 SMP 算法简化为

HMP 算法；若在 SMP 算法中，令 由复数信号原子向量iG ig

及其共轭 *
ig 构成，即 ，则可得到文献[4]所示的

算法。 

*[ , ]i i i=G g g

3   基于插值 Fourier 分析的 SMP 算法 

本文主要考虑多族平稳谐波构成的信号的分解，因此使

用 Fourier 原子集，即 { }2 ( )1 0,1,j kn ND N k Ne π , 1= = − ， 

称为 D 的过完备率，当 1= 时，D 恰为完备的离散 Fourier

基，当 时，1> D 为过完备基。一般地，一族平稳的复谐

波信号可表示为 

(

1
( ) m m

M
n

h m
m

jn a e ω θ+

=

−= ∑s )        (5) 

其中{ }1,2, ,m m Mω =

1

是一组等差数列，其公差即为谐波频

率，而ω 则表明了这族谐波信号的基频的起始位置， mθ 为

各谐波分量的初始相位，M 表示该族谐波的谐波阶数。以下

主要就基于 Fourier 基的 SMP 算法估计实和复谐波参数分别

进行论述。 

3.1 基于 Fourier 基的复谐波参数估计 

根据前述的 SMP 算法，将 记做 ，定义为呈谐

波关系的原子所组成的矩阵，即 
iG ,i ik ΔG

( )

,

2 ( 1)2 2 ( )1 , , ,

i i

i ii i i

i k

j k M n Nj k n N j k n N

N
ππ π

Δ

+ − Δ+Δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

G F

e e e (6)
 

iG 代表基频频率为 ，谐波频率为 的一组谐波原子。利

用 SMP 分解式(3)的搜索，找到 ，在利用式(3)计算的时

候，假设共有 个 ( )待搜索的谐波空间，即有 

ik iΔ
( )rG

L L M

{ }1,2, ,i i =G L 。以下两点因素可以大为减少运算量 

(1) 所有的 { }H ( ) 1,2, ,r
i i⋅ =G Rf L 都可以通过插值

FFT算法一次性得到，其运算量为 ( )2 2(log log )N N+O ，当

且为 2 的整数幂时，可利用FFT Pruning算法1> [6]； 

(2) 并不是对所有不同的 ，都要计算iG ( ) 1H
i i

−
G G 。事实

上可以证明，对于不同的 ，只要其表示相同的谐波频率，

则 (
iG

) 1H
i i

−
G G 是相同的。 为H

i iG G M 维的Toeplitz矩阵，其逆运

算量为 ( )2
2(log )M MO [7]，若在使用SMP算法前，先将它计

算出来并存储起来，则总存储量只有QM ， 为不同的 Q

谐波频率的数目。 

直接利用 SMP 算法，谐波子空间阶数将恒为 M ，但实
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际情况并非如此，为了进一步改善估计结果，多谐波参数估

计算法须自适应地确定各族谐波的阶数。本文使用如下易行

可靠的方法，即在前述的基于 SMP 的复谐波参数估计中，

首先根据式(3)得到 ，结合 值大小的分布情

况，按谐波关系去掉 中对应向量

( ) ( )
( )

,r r
r

k Δ
=G F ( )rα

( )rG ( )rα 元素模值较小的那

些列，从而得到第 r 次迭代分解所估计的谐波频率 ( )rΔ ，基

频频率 和谐波阶数( )rk ( )rM ，再按式(6)求得 ，

最后用 代替 ，代入式(4)更新分解残差。 
( ) ( )

( )
,r r

r
k Δ

=B F
( )rB ( )rG

3.2 基于 Fourier 基的实谐波参数估计 

前述的复谐波参数估计方法中，迭代的每一步都只得到

一族复谐波信号，这样每次更新得到的残差也都是复数信

号，但有时更希望得到关于信号 实数分解，即保证 x
( ) ( )r r⋅G α 为实数，而且{ }( ) 0,1,r r =Rf 为实数序列。 

若在前述的基于 SMP 的复谐波参数估计中，在得到

后，再由此构造一个实谐波参数矩阵 ， 为 与

其共轭矩阵共同构成的矩阵，即 

( )rB
( )rA ( )rA ( )rB

( )*( ) ( ) ( ),r r r⎡
⎢⎣

A B B ⎤
⎥⎦

                  (7) 

将 代替 代入式(4)，将当前残差正交分解在此实谐波

矩阵对应的实谐波空间上，就可以保证更新后的分解残差仍

为实数。这样，实谐波参数估计迭代为 

( )rA ( )rG

{ }1( 1) ( ) ( ) H ( ) ( ) H ( )( ) ( )r r r r r−+ ⎡ ⎤= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎣ ⎦
rRf I A A A A Rf    (8) 

这种估计实数谐波信号参数的方法利用了前述的复谐波搜

索运算的简便，避免使用实谐波矩阵进行搜索带来运算量的

增大，也可进一步改善各谐波分量信号的估计。考虑到

的结构特点，式(8)中的运算增加量不会超过

( )rA

( )2
2logM MO 。 

综上所述，本文提出的多谐波族信号估计算法(复或实数

信号)的实现步骤如下: 

(1) 初始化, 设 (0)Rf = x， ； 0r =

(2) 搜索矩阵 ，根据式(3)搜索找到 ，估计这一步

的(实或复谐波估计)运算量约为

iG
( )rG

( )2 2log logN N L M M⋅ + ⋅ ⋅O  

(利用 存储量)； QM

(3)首先按式(7)得到复谐波参数矩阵 (复谐波信号估

计)或实谐波参数矩阵 (实谐波信号估计)代替式(4)中的

，并按式(4)更新残差向量 。估计运算量不超过 

( )rB
( )rA

( )rG ( 1)r +Rf
2

2( log

(4) 设 ε 和 K 分别为预先设定的一个门限值和最大分解

次数，检查:(a) ( 1)k ε+ ≤Rf ；(b) 。若任何一个条件满

足，则考虑停止计算，否则进入步骤(2)。 

r K>

一般情况下，待搜索空间的数目 L N> ，而算法的运算

量与 关系密切，因此需要结合一定的先验约束(谐波分量的

频率范围)，减少待搜索空间的数目 ，这样既可以减少运算

量，也不会影响到谐波信号参数的估计精度。 

L

L

4   仿真和实测数据分析 

4.1 多谐波参数估计的仿真实验 

设 ( )s t 由C 族谐波信号构成，第 族谐波的阶数为c cP ，

谐波频率为 cfΔ ，且调制在未知的频率 cf 上， 和,c pa ,c pθ 分

别表示第 c 族谐波中第 阶谐波分量的幅度和初始相位，即 p

( ){ }, ,
1 1

( ) cos 2
cPC

c p c c c p
c p

s t a f p f tπ θ
= =

= + ⋅ Δ∑∑ +  

( )s t 在白高斯噪声中的观察为 ( )x t ，信噪比定义为 ( )s t 的平

均功率与噪声方差之比(dB)。 

设各谐波分量的初始相位服从 [ , ]π π− 的均匀分布，信

噪比 − 5dB，各谐波分量幅度、频率的设定值如表1所示， ( )x t

的采样频率为 240Hz，采样样本点数 。 512N =

仿真产生如图 1(a)所示的 ( )x t 归一化功率谱，采用实数

谐波参数估计，并令 8M = ， 。对4= ( )x t 进行 3 步迭代分

解，由所得的谐波参数估计值可以得到重构信号，重构信号

功率谱(点划线)与 ( )s t 的功率谱(实线)如图 1(b)(它们都对同

一值进行归一化)。估计所得基频和谐波频率参数如图 1(b)

所示(同类数字分别代表基频,、谐波频率和谐波阶数)，不同

族的谐波分量在图上用不同符号标注其所在的位置(分别用

‘+’，‘ ’，‘*’表示)。 

 
图 1   多谐波仿真信号的估计 

)M MO 。 

表 1  多族谐波信号参数仿真设定 
参数 

谐波族 fc (Hz) Δfc(Hz) ,1ca  , 2ca  ,3ca  , 4ca  ,5ca  

c=1 15 4 1 0.85 0.6 0.55 0.3 

c=2 20 6 1 0.85 0.6 0.55 0.3 

c=3 45 9 1 0.85 0.6 0.55 0.3 
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由 于 利 用 了 插 值 FFT 分 析 ， 频 率 分 辨 率 从

0.47HzsF N ≈ 提高到 0.12HzsF N ≈ ，基频频率和谐波频

率估计精确，谐波参数结构较为紧密的第 1 和第 2 族谐波准

确分离开来。 1P 和 2P 估计准确， 3P 估计偏大是由于噪声在

对应谐波空间投影上含有高次的谐波频率成分，算法将噪声

谱中的成分混入谐波分量中，造成估计偏差。 

由图 1 可见，本文所述的多谐波参数估计方法，能够根

据谐波信号的结构特点，自动地搜索得到同族的谐波分量，

并能分离谐波结构较为紧密的不同族谐波分量，重构信号的

功率谱结构已经很接近无噪声的原始信号功率谱，各次谐波

的幅度也大致反映了真实的谐波成分强度，估计参数对初始

相位和噪声表现不敏感，估计结果较为理想。 

4.2 实测数据的多谐波参数估计 

船舶含有各种周期性往复运动和旋转机械部件，如主、

辅机和螺旋桨等，这些部件的运转使得船舶对外辐射出大量

谐波线谱信号。一般地，在低频段(1kHz 以下)，船舶辅机辐

射谐波线谱族出现在几百赫兹，而螺旋桨辐射谐波线谱族则

出现在 100Hz 以下的频段内。螺旋桨辐射噪声谐波分量的谐

波频率对应螺旋桨的轴频或叶片频(轴频与螺旋桨叶片数的

乘积)，对船舶目标识别来说，这是一个很重要且有用的特征

信息。 

由于船舶辐射噪声频带很宽(高频段可达 10kHz 以上)，

而且辐射噪声谱频域的动态变化范围很大(高达 40dB 以上)，

为便于处理，并得到较为稳定的谐波分量，截取观测时间接

近 7s 的某型船的实测辐射噪声数据，并进行低通滤波，降采

样得到如图 2(a)所示的时域波形，及如图 2(b)所示的归一化

功率谱(实线)。已知船航速 21knmile/h，螺旋桨为双桨，3 叶

片。 

 
图 2 实测船舶辐射噪声数据分析 

对图 2(a)所示的数据进行多谐波参数估计，设 12M = ，

分析频带不超过 100Hz。根据分解前 6 步(残差能量已经降为

原信号的一半)得到的 6 族谐波分量重构的信号的功率谱如

图 2(b)中虚线所示，估计所得的 6 族谐波的参数在图 2(b)上
标注(标注方式同图 1(b))，不同族的谐波分量在图上用不同

符号(‘+’,‘ ’,‘○’,‘☆’,‘ ’和‘×’)表示其

所在的频率位置和幅度大小。由图 2 看出，谐波频率为

6.08Hz(基频为 30.03Hz)的一族谐波(A 族)的能量最大，分析 

其产生是由螺旋桨叶片旋转产生，由此估计螺旋桨轴转速约

为 120 转/min，这与实际观测情况基本吻合，可认为其反映 

了靠近测量一侧的螺旋桨的实际工作状况；谐波频率为

5.93Hz 的两族谐波，基频分别为 12.23Hz(B 族)和 35.3Hz(C

族)，B 族与 A 族谐波分量的频率成份很接近，而且能量是 6 

族谐波中最小的一族，它可以看作是 A 族谐波分量在低频段

的反映，而 C 族能量较大，且其谐波频率 5.93Hz 反映了另

外一侧的螺旋桨的轴转速约为 119 转/min，跟靠近测量一侧

的螺旋桨轴转速相当，这可解释为船行驶在航道上，船两侧

的螺旋桨运转情况基本相同；图中 6 族谐波分量的重构功率

谱能根据谐波信号的结构特点，很好地提取出了船舶辐射噪

声中的谐波分量，重构信号功率谱准确反映了辐射噪声功率

谱中线谱的规律和特点，排除了虚假线谱信息。分析说明本

文所提出方法能够有效地获取信号中多谐波分量信息。 

5 结束语 

本文根据 SMP 算法，利用插值 FFT 分析，将信号在谐

波子空间上进行分解，得到一种多族谐波参数的估计方法。

这种方法运算量适当，便于引入信号频率成分的分布范围的

先验信息；能充分利用谐波信号参数结构特点，自动搜寻同

族的谐波分量，较好地排除非谐波线谱分量对估计的影响，

准确地提取信号的谐波分量；能分离谐波参数结构较为紧密

的不同族谐波分量，并准确估计谐波的基频和谐波频率，而

且估计结果对噪声和初始相位的随机性不敏感。根据估计结

果所重构的信号能够准确反映原始信号功率谱中谐波分量

的规律和特点，这说明本文方法具有较好的估计性能和很好

的利用价值。 
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