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具有紧支撑对偶的内插子波 

1{ 水鹏朗 保铮 
(西安电子科拉大学雷达信号处理重点实验室 西安 710071) 

好的去噪性能． 
．  

莘嚣 盥TN9趑11．7 ， 盟 歹 

⋯ 一 诫 多 

’

G Deslauriers， DonohoIs 
， 把内插理论与子波、多分辨分析相结合， ． ，S．Du血 ， ．L 】， 

W ．SweldensB]
， A．Harten[5]建立了内插子波的基本框架。内插子波可分为两大类：内插样条 

子波和 Donoho[3,4l型内插子渡．前者是非紧支撑的，目前研究主要集中于后一类。’ 

在细分方法的研究中 (subdivision scheme)，Deslauriers和 Dubuc构造了一类应用极为 

广泛的基本内插函数。它们是对称的紧支撑内插尺度函数，满足： 

fD+1)／2 

(z)= (2z)+ ∑ hD(k)~D(2X一2k+1) 
= 一 fD-1)／S 

D=1，3，5⋯ ，，hD是 D+1阶Deslauriers．Dubue对称内插滤波器 

卦  

2t- 1
， k=-(D-1)／2,-(D-1)／2+1,-．．,(D+1)／2． ㈣ 

(1)式的尺度函数具有 D+1阶可和性 【。】并且满足 [ 】 

z = ∑k 一 )，d=0 1一，D 

以 D(z)=~D(2Z一1)作为子波函数，Donoho构造了Donoho子波，实质上，这仅是一 

个 内插多分辨分析，因为子波函数不具有一阶消失矩．在此基础上，通过提升方法 Sw~dens 

构造了改进的 Donoho子波，这些都称为 Donoho型子波。利用 Daubchies正交子渡的自相关 

函数，N．Santo和 G Beylkin[ 】构造了适用于非下采样的内插子渡，相应的子波为 Daubechies 

正交子波的 自相关函数 

( )=2 (2 )一 (z)=2如(2 )一∑AD(n)~D(2Z一2n+1) 
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它具有 D+1阶消失矩和非紧支撑对偶。 

针对现有内插子波的不足，本文构造设计上具有更大灵活性的新型内插子波
，

一 般内插 
子波，它是具有紧支撑对偶的双正交内插子波系统 

2 一般 内插子波 

一

般内插子波是 Donoho型子波的推广，可以描述如下 

(z)= (2。)+∑ (̂m) (2。一2m+1) 
m  

曲(。)=2~(2x一1)一∑9(m) 一m)． 
m  

h和 g是一对内插滤波器。该子波系统的尺度函数，子波函数及对偶完全由 h，g决定
．
g= 0 

时， (5)式表示 Donoho内插子波． 

子渡函数的消失矩和尺度函数的多项式表示阶数是一个子波系统的重要性能指标
， 等 

价于要求内插滤渡器 h，g满足一些线性约束 有下面结论成立： 

定理 1 (5)式的子渡函数具有 D+1阶消失矩和内插尺度函数 D+1阶可和的充要条 

件为 

( ( ( ( ，l12，。。，。 

证明见附录． 
一 般内插子渡 =g=b)与文献 IS]的内插子波相比，时域局部化特性有一些下降 

(见表 1) 一般内插子渡时频局部性虽有一些下降，但它的对偶是紧支撑的，并且设计上具 

有更大的灵活性 下面研究它的对偶及其性质． 

重 塞堕[6】的内插子波与一般内插子波时宽带宽积的比较 
消失矩阶数 文献 【6】的子波 10 

11204 l 1．0785 l 1 0759 
一

般内插子渡 l l 2j ——_T——T ——_丁—— 面爵 

3 对偶及其性质 

一 般内插子波的对偶尺度和子波函数都是紧支撑的，并且 当 (5)式是线性相位时
， 对偶 

亦然。 

定理 2 (5)式的一般内插子波的对偶是紧支撑的．并且满足双尺度方程： 

( )=2 (2。)+∑ (一m) (z—m) 

( )= (2。一1)一∑h(1一m) (2。一2m) (8) 

——————1—。，————一  
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这里 ， 分别表示 h，g的复共轭。 

由(5)式和 (8)式，它们的尺度函数的两尺度符号以及子渡的 “符号”分别为 

P(z)=(1／2)(1+z-1A(z )) 

审(s)=(1／2)~(1一 ( )) 

国( )= 一(1／2)B(z)P(z)， 

P(z)=1+(1／2)z'B(z )审( ) 

其中A(z)=∑ h(m) B( )=∑ g(m)z 。 

容易得到： 

P(z)P(z)+P(一 )P(一 )=1， l。l=1， 

Q(z)= P(一 ) ( )， 

国( )=Z-1P(一 )． (10) 

由文献 【9]的定理 5 19，(5)式和 (8)式构成了双正交子波系统并且 (8)式具有紧支撑。其中 

可可= (1 )， 表示对多项式系数取复共轭． 

定理 3 如果 (5)式中的尺度函数 D+1阶可和且子波具有 D+1阶消失矩，则它的对 

偶尺度函数 D+1阶可和且对偶子波具有 D+1阶消失矩。 

证明 由于 (5)式的内插尺度函数 D+1阶可和，即P( )=((1+ )／2]D+IR(z)，n(1)=1 

所以，审( )= =【(1一z)／2]D+ 一D瓦(一1／z)，国( )包含因子 【(1一=)／2]D+1，对偶子 

波具有 D+1阶消失矩 ．用类似方法可以证明对偶尺度函数 D+1阶可和。 

可以看出，内插尺度函数的可和性阶数等于对偶子波的消失矩阶数；而对偶尺度函数 

的可和性阶数等于子波的消失矩阶数。倒如， Donoho子波的对偶尺度函数是 (z)，满足 

(z)=2 (z)；对应的滤波器为下 2采样，频域局部性极差。 

4 分解和综合算法 

与紧支撑正交子波相类似，对偶具有紧支撑的内插子波的分解和综合算法可以通过 FIR 

滤波器和塔型算法有效实现。设 

f ，， (z)=2J／2 c2(2Jx一 ){n f西 (。)=2 (2 z一 )， 

I j， )：2，／。妒(2屯 一 ) “I ． (z)：2，／ (2，z一 )， 

Yj CloseL R( ， ： ∈z)，w CloseL R( ． ： ∈Z)表示综合尺度与子波空间序列． 

V，(z)∈L (R)，它在综合尺度和子波空间的投影系数，也就是分解算法的低通和高通输出， 

即 

c{(，)=2J／。／，(。)庐(2，z—k)d：c 雌(，)=2J／ ／，(z) (2 z一 )dz (11) 

分解和综合算法如下： 

(1)初始化 对于非内插尺度函数，直接用采样值代替投影系数往往产生较大 Mallat误 

差．为此，多种降低 Mallat误差的预滤波方法被提出．而内插尺度函数的优点在于：直接 

用采样值进行初始化，仅有逼近误差而不存在 MaUat误差，即若 I(z)∈ 时， 
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(2)分解算法 对 j<J 

《 (，)=击【 Ⅲ(，) 
《一 (，)=、／互 (，)+∑ (一m)d l『l(，) 

” l 

(3)综合算法 对 j J 

5 去噪性能比较 

(12) 

(13) 

(14) 

子渡去噪是最近子波应用的一个热点 【 ．该方法通过子波系数域的阚值处理实现保留 

信号的主分量，剔除杂散的噪声分量．门限设置是处理的关键之一，现有的方式有硬门限， 

软门限 及各种混合门限方法．有时，也采用了Donoho内插子波模式 _ll_．传统方法中多 

采用正交子渡系统，一般内插 子渡用于信号去噪可咀说是一个新的尝试．由于分解等效滤波 

器组的 2_范数不等于 1，门限的设置变成了问题的关键。为此，我们先计算各等效滤波器组 

的 }范数．对各层系数进行归一化处理，然后进行统一门限进行闽值处理．以硬门限方法为 

例，去噪过程可描述如下： 

信号分解 对信号进行分解得到分解系数{《， ≤ < 。)． 

系数归一化处理 按照1文献 [11]的定义，计算各层高通等效滤波器 ehI的 2_范数，然 

后，子波系数归一化， 

(，)=(1leh~ll ) 嚷(，) 

类似可 对逼近系数 c (，)进行归一化． 

闻值处理 

(，) (，)l T 

(，)l<T 

(15) 

(16) 

在高斯白噪声背景下．可以通过第一层子波系数的中值估计获得噪声的标准差，然后由标准 

差设置门限 ，细节参见文献 【12】． 

信号重构 从阈值处理过的系数重构信号 7． 

门  

m ‰ 件 

以 

q  

、 — 

一 P  

： 2 

： 

，  1 ● 
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比较系统 1：具有 h=g=【一1／16 9／16，9／16，一1／16】的一般内插子渡；系统 2：Donoho 

子渡 (h=【一1／16 9／16 9／16 一l／1 6'，g=0)：系统 3：4阶正交的 Daubechies子渡的去噪性 

能．测试信号为 “Doppler”信号 (来 自Wavelab5 0)． 

图1(b)中，‘o’，‘×’和 ‘ ’分别表示一般内插子波，Donoho内插子渡和4阶Daubechies 

子波去噪的输入输出信噪比．可以看出一般内插子波和相同消失矩的正交子渡相当．一般内 

插子波不需要预滤波和后滤波处理，计算复杂度低 并且由于内插尺度函数比Daubechies 

尺度函数具有更高的正则度，因而重构信号更为光滑。而 Donoho内插子波由于对偶尺度函 

数频域特性很差，几乎不能用于信号去噪．另一个潜在的优势是一般内插小波设计上具有更 

大的灵活性 ，滤波器 h，目的优化选择将会进一步改善去噪性能。 

兰 

丑 

擐 

^  

{·)利试信号 (b)击 性晚 比较 

图 1 去噪性能的比较 

6 结果和讨论 

子渡分解算法的初始化中，怎样有效地消除 Mallat误差一直是倍受关注的研究热点． 

内插子渡的设计是一个有效的途径，它能够完全消除 Mallat误差。但目前的研究对子波以 

及其对偶性质讨论甚少。本文构造的一般的内插子波系统，由两个内插滤波器确定，设计上 

具有很大的灵活性． 

这对一般内插子渡系统的优化设计是极其有用的．例如，正则度 (本身及对偶的)、冗余 

度的优化设计，信号自适应双正交递归内插子渡系统 _13_的构造都打下了一个良好的基础． 

附 录 

定理 1的证明 由 ∑ m h(m)=( )，d：0，1，2，⋯ ，19，容易得到 

∑ (̂m)=1，∑(一1) “(2m一1) ̂(m)=0，d=1，⋯，19 
m  m  

根据可和性的充分条件 【。】得： (6)式尺度函数的整数平移能够表示 n次代数多项式，即 

∑k (z—k)为一个 d次多项式．由 的内插性，即 ( )= ( )， ∑ka,p(x—k)= ， 

d=0，1，⋯ ，D．并且 
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P(u)=(1／2)(1+∑ (m)exp(j(2m一1) )=1+ D+ Q(u) 
m  

其中Q(u)连续且 Q(O)≠0。 

从而 )=nn至 p(~／2 )满足 ： j ：。=0，d=1，2，⋯，D。于是， (z)dz 
c≠0， fx (z)出 =0，d=1，2，⋯，D 

／r嘶)dx=2／rxd(p(2x-1 一 咖)／rxdtp(。-m]出 
=c(1／2) 一c∑m 目(m)=0，d=0，1 2 ·，D 

定理 1的充分性得证。 

内插尺度函数能够表示d次多项式时，则 ∑kd 扛一k)= ，d=0，1，一 ，D，并且满足 

自激双尺度方程： 

( )= (2z)+∑ +1／2)~o(2x一2m+1) 
m  

∑m h(m)=∑m (m一1／2)=(一1) ∑m (一1／2一m) 
m  

= (--1) (一1／2) =(1／2) ， d：0，⋯ ，D． 

因此，由于于渡函数具有 D+1阶消失矩 

【1】 

[2]2 

[3]3 

[4] 

【5] 

[6] 

[7】 

／r ㈤dz=2／r (2x-1 一 )／ (z_m] 
c(0．5) 一c∑m 9(m)=0 

m  
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INTERPOLATING WAVELETS W ITH 

COMPACTLV SUPPORTED DUALS 

Shui Penglang Bao Zb~lg 

(Key Lab．如r Radar Signal Processing，Xidian University, an 710071) 

Abstract TMs paper constructs a family of compactly supported interpolating wavelets 

with compactly supported duals．Comparing with the existed interpolating wavelets，the new 

wavelets are greater flexible in design and the decomposition and synthesis algorithms CDXI be 

realized  completely by using FIR filter ban ks．Finally，the test results show that they perform 

well in denoising． 

Key words Interpolating wavelet，Interpolating filter，Biorthogonality，Duals 
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