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基于信号空间的最佳 FIR 分数延迟滤波器的设计方法 

赵君喜 
(南京邮电学院应用数理系   南京   210003) 

摘  要: 分数延迟滤波器广泛用于通信，语音处理，回声消除等。该文基于信号的多分辨空间一般模型，由尺度函

数给出最优FIR分数延迟滤波器的设计方法，并进行数值试验证实其有效性。 
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A Method of Designing FIR Fractional Delay Filters  
Based on Signal Models 

Zhao Jun-xi 

(Department of Applied Mathematics and Physics, Nanjing University of Posts and Telecommunications, Nanjing 210003, China) 

Abstract  Fractional delay filters are applied to a wide range such as communications, speech processing, echo 

cancellation, etc. Based on the multiresolution space model of signals, a method for designing optimal fractional delay FIR 

filters is derived in this paper. Some numerical simulations are provided to show the effectiveness of the proposed method.  

Key words  Fractional delay filter, Multiresolution space, Scaling function 

 1   引言 延迟滤波器设计的一般方法。这样的设计方法，适用传统的

带限信号，更为不同场合下信号处理提供更灵活而有效的选

择。另外，基于信号模型的设计方法，能根据不同的应用背

景，给出最佳FIR分数滤波器的设计。本文中，我们在一般

多分辨空间框架下，以时域样值作为分数延迟的逼近目标给

出均方意义下最佳FIR分数延迟滤波器的设计方法，并进行

数值仿真，验证了该方法的有效性。 

分数延迟滤波器的作用是模拟一个理想的非整数时间

单元延迟器，广泛地应用于数字通信、语音处理、声音的数

学建模、遥感阵列天线、回声消除等领域[1]。近年来人们关

于分数延迟滤波器的设计方法进行了许多研究[1-4]。文献[1]

系统地给出了各种分数延迟滤波器的设计方法。传统的方法

是在频域采用各种方法直接逼近理想延迟滤波器，而特别假

设输入信号是理想带限的。在文献[2]中，作者利用带限信号

的积分再生核，以时域信号样值作为逼近目标给出一种在均

方误差下最优滤波器的设计。然而，在许多信号处理情形中

信号的带限假设并不成立，即便对带限信号，因时域截断也

使其成为非带限的，常用处理方式是过采样。然而，在许多

情形下人们可把信号用多分辨空间进行建模，如小波分析、

多分辨图像处理等，而带限信号、有限时间持续信号只作为

特例。许多例子表明引入信号的多分辨表示更适宜于信号处

理的各种场合。基于信号的多分辨模型，我们可在时域有效

地设计出最佳的分数延迟滤波器，形成基于模型的FIR分数 

2   单生成元多分辨空间中最佳分数FIR滤波器的

设计 
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    本文用 R , Z 分别表示实数域和整数集 ,  表示 2( )L R

( )x t ∈( − ∞ ,+∞ )上能量有限信号空间 ,简记为 。2L 2L ,  

( )1 22( ) dRx x t t= ∫ 的连续 ( )X ω ( )x t为它的范数， 表示

0σ >Fourier变换。最高频率不超过 的带限信号空间为

{ }2( ) ( ) : ( ) 0,H x t L R Xσ ω ω σ= ∈ = > 。由Shannon采样定

理 ， 具 有 正 交 基 {Hσ sinc ( ) sin( )t n t nσ π σ π ( )  − = − x t

}( ) :/ t n n Zσ π− ∈ 0 A<。  一 般 地 设 ， 使 得2( )t Lϕ ∈   
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,d ne e 为尺度函数的离散采样序列向量，记号T为矩阵的转

置。 由正交原理及称为尺度函数 ( )tϕ 生成的多分辨空间， { }( ) :t n n Zϕ − ∈ 为

的 Riesz基

2( ) / xε hx 取最小值当且 的任意性，
[5]H 。对带限信号、多带信号、持续有限信号及

其它许多非带限信号，我们可以取合适的尺度函数将信号纳

入多分辨空间来考虑，同时多尺度变换可以生成不同分辨率

空间，使人们可以在不同分辨率下处理信号。常用的多分辨

空间有样条函数空间、小波空间等，带限函数空间可看成多

分辨空间的特例。 

仅 当 是 在 生 成 子 空 间
0 0
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{ }( )x nT( )x t H∈对连续时间信号 ， 为它的离散采

样, 。设 为一个自然数， ，一个 阶理想FIR

分数延迟线性滤波器 } 的作用是由 )}

( ) , 0
, N

m n n m=
= >A e e< , 我们可以得到            记

0T > N d Z∉ N
( )T

0 1 Nh h h +=h ， ， ， = A b

,

            (6) 
0 1{ , , , Nh h h=h { (x nT

这里 为矩阵  的Penrose逆,  0 1( , , , ,d d= < > < >e e e eb+Α A
输出 )(x nT d− T 。对于最高角频率为 0σ > 的带限信号，理

想的分数延迟滤波器为
T, )d N< >e e 。此时的极小误差为 

(( ) sin ( ) nh n n d )dσσ −= − 。这个滤

波器是非因果的IIR滤波器，实际使用的FIR分数延迟滤波器

只能是理想分数延迟滤波器的一种逼近，而分数延迟滤波器

的输出 )

( )1 22 Tˆ( ) ( ) dx d x d B x +− ≤ −e b A b         (7) 

( )tϕ值得注意的是，当尺度函数 是有限支撑的，即存在

一个区间 [ , 使]a b ( ) 0tϕ = ，t ∉ ，最佳FIR分数延迟滤

波器的阶数取成两倍于尺度函数支撑的整数长度就相当理

想了。 这是因为尺度函数的采样向量非零分量有限长，导

致上述向量 b的有效长不随滤波器阶数增加。对于带限信号

而言，尺度函数支撑是无限的且具有较慢的衰减性，分数延

迟滤波器的阶数取得比较高才行，同时误差也增大了。对于

这种情况， 解决的办法是适当地增加带宽， 如以最高频率

为

[ , ]a b 时

)

ˆ(x nT d− T 只是理想值 )x(nT d− T 的近似。所以我们

就以逼近理想值 x( )nT dT− n ∈( Z) 作为设计最佳分数延迟

滤波器的准则。由于尺度函数 ( )tϕ 生成的多分辨率空间H具

有整数平移不变性，且为叙述简便，取 1 , 并把设计FIR

分数延迟滤波器的问题简化为由 )}

T =

{ (0), (1), , (x x x N

计

线性估

)(x d 的问题。 
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( 0σ λ λ+ > 的空间来处理 Hσ 中的信号， 使 Hσ 的尺度

函数有更好时间衰减性，如将尺度函数取取成滚降余弦型函

数。这相当于提高信号的采样率，在过采样情形实现分数滤

波。 

3   多生成元空间的最佳分数延迟滤波器的设计 

在一些情形下，信号要由多个尺度函数的平移来表示，

如多输入多输出系统。处理这类信号，就要将信号用多生成

元多分辨空间来考虑。设 使2
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= ∑对于 ,设(0,1)d ∈ 4   多分辨空间最佳FIR分数延迟滤波器设计举例 n ( )x d为 的线性估计，将

( )x n 代入此估计式可得 我们用第2节和第3节的方法就几种多分辨空间的信号

模型给出相应的最佳FIR分数滤波器设计举例, 并用最佳FIR

分数延迟滤波器给出信号在分数间隔上的插值。 
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从上面的分析可知， 多个生成元分辨空间中FIR分数延

迟滤波器的性能与它的阶数以及空间的生成元有关。由文献

[5]可知，常数 1B ≥ ,当生成元形成正交的时候， 1B = ，相应 

的最佳FIR分数滤波器性能相对较好。相反，当 B 很大时， 

 

上述方法设计的FIR分数滤波器就不甚理想。 

首先用二次样条函数 [6] ( )tϕ 作为尺度函数。这里取

79

0

( ) ( )n
n

x t c tϕ
=

n= −∑ 为线性调频信号 5 的一个近似， 2sin /15t

图1的实线为 ( )x t ，离散点为5阶最佳FIR分数延迟滤波器对

x( )t 在对于非整采样点上的插值(以下类似)。图2是FIR分数

延迟滤波器对不同延迟量 d 的插值与对应信号值之间的误

差，其中我们取了2个不同的非整延迟因子。由图1和图2可

见，在较小的阶数下，最佳FIR分数延迟滤波器有很好的效

果。表1给出几个不同 所对应的最佳FIR分数延迟滤波器。 d

 
图1  信号x(t)与它的插值 

 

图 2   插值误差 

( ) sin ( )t t tϕ σ σ=其次考虑一元带限函数情形。取 ，

T0σ > 。  Ny qu i s t采样间隔为 π σ= ，由于 ( )tϕ 满足

( ) ( )n nTϕ δ= ( )tϕ，即 具有插值性质，所以对任意延迟因子

，最佳FIR分数延迟滤波器的系数只是围绕 以 为

间隔对

0 T(0,1)d ∈

( )tϕ ( )tϕ 具 的对称采样。由于这里的采样尺度函数

 

 

 

 

 

 

 

表 1  不同延迟的滤波器设计举例 
 d h 

  

0.2793 0.187441, − 0.11568, 0.870643, 0.267457, − 0.0458503, 0.0076418 

− − −0.9434 0.00677833, 0.04183, 0.99472, 0.0357294, 0.00612521, 0.00,0209 

0.1155 0.0107185, − 0.0661502, 0.977859, 0.0922201, − 0.0158094, 0.00263495 

0.595 0.00604433, − 0.037303, 0.994113, 0.0442739, − 0.00758997, 0.00126502 

− −0.74996 0.0375412, 0.231688, 0.896548, 0.110947, 0.0190204, − 0.00317023 
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有较慢时间衰减特性，当滤波器阶数不够高时与理想的分数

延迟滤波器有较大的误差。 针对带限信号的这一特点，要

适当增加带宽使重建函数有较快衰减，即增加信号的采样的

冗余性可获得好的效果。对于一般多分辨空间情形，信号采

样率的改变，对应的最佳分数延迟滤波器设计可以简单地通

过生成函数的尺度的改变来实现，但对于不同的信号空间，

寻求具有好的时间衰减特性的尺度函数可获得理想的效果。

这里我给出信号的最高频率为0.9Hz, 取采样率为2Hz。图3

是信号和利用最优FIR滤波器对信号的插值信号，图4给出他

们之间的误差。 

 

2 ( )tφ图7   信号与由尺度函数 给出的插值 

2 ( )tφ ( )x t 。 与 为生成元的二元多分辨空间中随机取定的函数

1( )tφ 2 ( )tφ图5与图6分别给出由 与 单独作为生成函数的8阶

最佳分数FIR滤波器给出的不同延迟插值结果。可以看出在 

多生成元空间，利用仅用一个生成元进行最佳分数FIR滤波

器设计是不行的。图7给出由 1( )tφ 2 ( )tφ与 为生成元的8阶最

佳分数延迟FIR滤波给出不同延迟下的插值结果。 

最后我们对多生成元(尺度函数)的多分辨空间中最佳

FIR分数延迟滤波器进行设计举例。取两个尺度函数分别为 
5   结束语 

2 210 / 3 / 8
1 1 2 2

9( ) cos( ) , ( )
20

t t
tt A e t A teπφ φ− −= =        (15) 

这里 1 2,A A 为归一化常数。图5 图7中的实线是一个以− 1( )tφ      

本文通过信号的多分辨空间模型，给出了最佳分数FIR

滤波器的时域设计的一般方法。本方法容易推广到多维情

形，具有广泛性，能在不同的场合及不同的采样率下给出相

应的最佳FIR分数延迟滤波器，适用于带限信号、非带限信

号、多维信号等。这样的设计过程简单，不需要复杂的优化

算法，仅涉及对称矩阵的代数方程求解。还应当看到，基于

多分辨空间模型设计的最佳FIR分数延迟滤波器的性能与信

号空间生成元的关系很大，在选用时应分析误差特性。  
( )x t图3   信号 与它的插值        
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