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基于二分图的乘积码迭代译码算法 
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摘 要:  该文给出了由汉明分量乘积码构造广义低密度(GLD)码的一般方法。基于所得稀疏矩阵的二分图，并结合 

分组码与低密度校验(LDPC)码的译码算法，设计出一种新颖的可用于乘积码迭代译码的Chase-MP算法。由于所得

二分图中不含有长度为 4 和 6 的小环，因而大大减少图上迭代时外信息之间的相关性，进而提高译码性能。对加性

高斯白噪声(AWGN)及瑞利(Rayleigh)衰落信道下，汉明分量 (63,57,3)2 乘积码的模拟仿真显示，该算法能够获得很

好的译码性能。与传统的串行迭代Chase-2 算法相比，Chase-MP算法适合用于全并行译码处理，便于硬件实现，而

且译码性能优于串行迭代Chase-2 算法。 
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Iterative Decoding Algorithm for Product Codes  

Based on Bipartite Graphs 

Zheng He①    Lu Pei-zhong②    Hu Han-ying①

①(Department of Communications Engineering, Information Engineering University, Zhengzhou 450002, China) 
②(Department of Computer Science and Engineering, Fudan University, Shanghai 200433, China) 

Abstract  This paper shows how to construct generalized low-density (GLD) codes from Hamming-component product 

codes. Combining the decoding algorithms for linear block and LDPC codes，a novel Chase-MP algorithm for decoding of 

product codes is proposed by using the bipartite graph of the constructed sparse matrix. Since there are no cycles of length 

4 or 6 in the graph, dependence among extrinsic information is greatly reduced during iterations and decoding performance 

is also improved. Experimental simulations for the (63,57,3)2  product code based on Hamming-component codes in terms 

of Bit Error Rate (BER) on the Additive White Gaussian Noise (AWGN) and Rayleigh fading channels show that our 

algorithm has remarkable coding gains. In comparison with the serially iterative Chase-2 algorithm, the Chase-MP 

algorithm is more convenient for fully parallelizable decoding and can achieve better performance. 
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1  引言 

乘积码是由Elias首先引入的一种具有强纠错能力的串

行级连码[1]，该码使用分组码作为分量码，是一种由短码构

造长码的简单有效编码方式。作为DVB-S2标准的主要技术之

一，乘积码将广泛地应用于未来下一代卫星数字电视广播中

[2]。乘积码的译码，通常采用先行后列或先列后行的串行译
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码方法[1,3]，以减小其译码复杂度。实际中，为达到最优的译

码性能，需要对每一级分量码进行ML(Max-Likelihood)软译

码。根据turbo码的反馈迭代译码原理[4]，在对乘积码的行列

译码时，需要使用SISO(Soft-in/Soft-out)译码器对软信息进行

处理和传递[5-7]。 

由于乘积码采用分组码作为分量码，而分组码的译码通

常可概括为以下几种：准最佳、低复杂度的Chase算法[8]， 基

于格状图(trellis)的MAP算法[5]等。同时，乘积码亦可视为一

类特殊的由LDPC(Low-Density Parity-Check)码扩展而来的

GLD(Generalized Low-Density)码[9]。LDPC码的译码方法可 
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统称为一类基于图的消息传递(MP)算法，依据图的不同，此

类译码算法亦可进一步划分为：基于因子图的和积

(Sum-Product)算法[10,11]，基于BayesBP(Belief-Propagation) 

算法[12]以及基于二分图的MP(Message-Passing)的算法[13]等。 
当前应用于乘积码的各种译码算法，其主体思想皆是：

先按分组码对乘积码的行(列)进行软判决译码，并将产生的

外信息送至列(行)译码器再进行译码，如此反复，从而实现

乘积码的迭代译码[6,7]，但是这类算法皆没有充分利用乘积码

是GLD码这一特性。本文拟从GLD码的角度出发，利用所构

造稀疏矩阵的二分图，结合分组码与LDPC码的译码算法，

设计出一种新颖的可用于乘积码迭代译码的Chase-MP算法。

而且，从GLD码的角度来分析乘积码，将更有利于设计性能

优异的交织乘积码。 

本文主要分为 4 个部分：第 2 节介绍乘积码与 GLD 码

的基本概念，并给出由汉明分量乘积码构造 GLD 码的一般

方法；第 3 节介绍 Chase-2 算法及其软判决译码的基本原理，

并在此基础上设计出 Chase-MP 译码算法；对汉明分量乘积

码进行模拟仿真，并对仿真结果进行分析，同时与传统的串

行迭代 Chase-2 算法进行比较；第 4 节对全文加以总结。 

2  汉明分量乘积码的 GLD 码构造 

2.1 乘积码介绍 

设线性分组码 , 均为系统码，其参数记为

， (

1C 2C

( )1 1 1, ,n k d )2 2 2, ,n k d ，其中 (i=1.2)分别表示码字的

码长、信息比特数及最小汉明距离。乘积码 可采

用以下步骤获得： 

, ,i i in k d
1= ⊗P C C 2

(1) 将 个信息比特排成 行， 列的阵列形式； 1 2k k× 1k 2k

(2) 对该阵列的 行按 进行编码，成为1k 2C 1 1k n× 阵列; 

(3) 对 阵列的每一列按 进行编码，成为1 1k n× 1C 1 2n n×

阵列。 

按此方法构造出的乘积码 [3]P ，其参数分别为

， ， ，码率 ，其中

, 各为 与 的码率。可以证明， 的后

1 2n n n= × 1 2k k k= × 1 2d d d= × 1 2R R R= ×

1R 2R 1C 2C P ( )1n k−
1

1 行

均为分组码 2C [3]。因此，乘积码 的所有列均为分组码C ，

所有行均为分组码 。 

p
2C

2.2  GLD 码构造 

使用汉明码作为分量码的GLD码，主要由以下 3 个参数

定义：码长 N ，每个码符号连接的分量码个数 j 及汉明分量

码的长度 n ，故将其简记为 ( , , )N j n 汉明分量GLD码。二进

制的汉明分量GLD码可由行重量为 ，列重量为n j 的

( )N j n⋅ N× 阶稀疏矩阵 与A ( ), ,3n k 汉明码的 ( )n k n− × 阶

校验矩阵 构造而成cH
[14,15]，具体构造规则如下： 

(1) 每一行中的A ( )N n− 个 0元素以长度为 ( )n k− 的全

零列矢量代替； 

(2) 每一行中的 个 1元素分别以矩阵 的不同列代

替。 

A n cH

对于乘积码 ，若其分量码 , 均是校验矩阵为

的

P 1C 2C cH

( ), ,3n k 汉明码，且该码以行码为单位进行传送，依据线性

分组码校验矩阵的定义，知 的校验矩阵 可表示为 P H
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

|

H
H

H
，其中 −H , |H 分别为 的水平、垂直校验矩阵。 P

具 体 地 ， 若 记 分 块 矩 阵 [ ]1 = 0 0E Ι ，

[ ]2 = 0 0E I ，…， [ ]n = 0 0E I ，其中 I , O 分

别为 阶单位方阵与全零方阵，且n iE ( )由 个

阶方阵块组成；再记 维单位行矢量

1,2, ,i n= n n

n [ ]1 1 0 0=e ，

[ ]2 0 1 0=e ，…， [ ]0 0 1n =e ，则 −H , |H 可

进一步表示为 

1

2

c

c

c n

−

⋅⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⋅⎣ ⎦

H E
H E

H

H E

,    

1

2|

c

c

c n

⊗⎡ ⎤
⎢ ⎥⊗⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⊗⎣ ⎦

H e
H e

H

H e

再取行重量为 ，列重量为 的 阶稀疏矩阵 为 n 2 22n n× A
1 1 1

1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1 1

1 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

按照如前所述的 GLD 码构造规则，乘积码 的校验矩

阵 可由汉明分量码的校验矩阵 与稀疏矩阵 依该规

则构造而得，所得的码即为

P

H cH A

( )2 ,2,n n GLD 码。具体的构造过

程可描述如下： 

以 的第 1 行为例，显然 的第 1 行共含有 个 1 元

素，

A A n

( )2n n− 个 0 元素，将 表示成矢量形式，即cH

( )1 2c n=H h ,h , ,h ，其中 ( )为ih 1,2, ,i n= (n k )− 维列矢

量。依据 GLD 码构造规则，依次用 代替第 1 行

中的 个 1 元素，用

1 2 nh ,h , ,h

n ( )n k− 维全零列矢量代替其中的

( )2n n− 个 0元素。此时，由 的第 1行扩展而成的A ( ) 2n k n− ×

阶 矩 阵 可 表 示 为 ： ( )1 2 nh ,h , ,h , ,0 0, ,0, ,0,0, ,0  

1c= ⋅H E 。以此类推， 的其余 行均按照此方法进

行扩展，从而得到 的校验矩阵 。 
A (2 1n − )

P H

3  Chase-P 译码算法设计 

3.1  Chase-2 算法及其软判决译码 

考虑 AWGN 信道下， ( ), ,n k d 线性分组码C 的译码问
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题。假定二进制比特到符号的映射法则为：{ }0 1,1 1→ + → − 。

设信道输入端的发送码字为 ( )1, , , ,j nc c c=C ，其分量

{ }1, 1jc ∈ − + ，噪声矢量为 ( )1, , , ,j nn n n=N ，其分量 jn 是

均值为 0，方差为 2σ 的加性高斯白噪声的采样值，输出端信

号的观测矢量为 ( )1, , , ,j nr r r=R ，三者的关系式可描述

为： = +R C N 。 

依据最大似然判决准则[7]，相应于发送码字 的最佳判

决码字

C

( )1, , , ,j nd d d=D ，由下式给出：若 ，均 l∀ ∈C C

有 i l− ≤ −R C R C ，则 i=D C 。其中， ( )1, , , ,i i i i
j nc c c=C  

为码集 中的第 i 个码字，且C ( 22

1

n
i i

j j
j

r c
=

− = −∑R C ) 表示  R

与 之间的平方欧氏距离。若采用穷举法搜索最佳码字iC D，

则计算量将随码空间维数 呈指数增长，故当 值较大时此

法不可行。 

k k

Chase于 1972 年提出了用于线性分组码译码的 3 种译码

算法，统称为Chase算法[8]。其中的Ⅱ型算法，我们将其简称

为Chase-2 算法，是一种准最佳、低复杂度的译码算法。该

算法基于信道度量信息[7,8]，很好地解决了上述问题，其基本

步骤可描述如下： 

(1)对接收序列 进行硬判决，得其似然序列Y ，找出Y

中可信度最低的 p 个位置，即在 中取

R

R jr 最小的 p 个分量

所在位置； 

(2)构造 2 p 个测试图样 ，即依次将 n 维二进制矢量的

该 p 个位置中的 ( )个位置置为 1，其余 p

qT

i 0,1, ,i = p − i 个

位置置为 0； 

(3)依次构造测试序列 ( )，并

使用代数译码器分别对序列

q q= ⊕Z Y T 0,1, ,2 pq = −1
qZ 进行译码，并将译码后的正

确码字 添加到集合qC Ω中，易见 2 p≤Ω 。 

同样，依据最大似然判决准则，在集合 Ω中选取与 的

欧氏距离为最小的码字

R

D作为 Chase-2 算法译码所得的最大

似然码字。所得判决码字 D的第 j 个分量判为 jd 的软信息，

由发送码字 的第C j 个符号 jc 的后验对数似然比来定义， 

即 ( ) { }
{ }

Pr 1
ln

Pr 1
j

j
j

c
d

c
Λ

= +
=

= −

R

R
。特别地，高信噪比条件下， 

( )jdΛ 可近似表示为[7]： ( ) 2
1

2jdΛ
σ

≈ ( ) 21 j−⎛ − −⎜
⎝
R C R  

( ) 21 j+ ⎞− ⎟
⎠

C ( )1
2

1,

2 n
j

j i i
i i j

r rc
σ

+

= ≠

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ip , 其中 ( )1 j−C ， ( )1 j+C 分 

别为集合 Ω中，满足 ,1jc = − 1jc = + 并与 的欧氏距离为最 R

小的码字，且式中的 
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

0,

1,

j j
i i

i j j
i i

c c
p

c c

+ −

+ −

⎧ =⎪= ⎨
≠⎪⎩

。将 ( )jdΛ 关 

于 2
2

σ
进行标准化处理，可得 。于是， ( )1

1,

n
j

j j i i
i i j

r r rc p+

= ≠

′ = + ∑ i

ip产生的标准化外信息为： 。 ( )1

1,

n
j

j i i
i i j

w rc+

= ≠

= ∑

以上讨论的是 ( )1 j−C 和 ( )1 j+C 均属于集合 Ω的情况，若

( )1 j−C ， ( )1 j+C 之一不在 Ω 中，不妨假定 ( )1 j− ∈C Ω 且

( )1 j+ ∉C Ω ，即 ( )1 j−C 为在 Ω 中找到的最大似然码字，记作

( )ML ML ML ML
1 , , , ,j nc c c=C 。此时显见，与 ( )1 j−C 相比， ( )1 j+C

与 的欧氏距离较大，故正确判决R jd 的概率较高，而且可

以近似认为外信息与 的第MLC j 个分量 的符号相

同。因此，外信息可近似取为

ML 1jc = −
ML

avj jw w cβ≈ ⋅ ⋅ 0( β ≥ )，其

中， β 称为可靠因子，该值在译码前需预先设定，且与迭代

次数有关； avw 为 ( )1 j−C ， ( )1 j+C 均属于集合 Ω时，算得所

有外信息的绝对值之均值。 

3.2  Chase-MP 译码算法设计 

 如前所述，乘积码 的校验矩阵 可由分量码的校验

矩阵 与稀疏矩阵 ，按照 GLD 码的设计规则构造而得。

P H

cH A
22n n× 阶规则稀疏矩阵 ，共有 个符号节点，2 个约束

节点，且每一列有 2 个 1 元素，每一行有 个 1 元素，因此

的二分图如图 1 所示。 

A 2n n

n

A

由图 1 容易看出，A的二分图中每个符号节点连接 2 个

约束节点，每个约束节点连接 个符号节点。对于任意的n

≥2，通过分析不难得出该二分图的最小环长为 8。MP算法

n
[13]

恰是一种基于二分图的译码算法，在该算法中，二分图上的

符号节点与约束节点分别对接收到的消息进行处理，并在相

连的各个节点之间进行外信息传递。各节点的消息处理与更

新准则，在文献[13]中有详尽描述。对于LDPC码而言，二分

图中存在的小环是影响其译码性能的主要因素之一[11]。由于

的二分图中不含长度为 4 和 6 的小环，从而大大减少图上

迭代时外信息之间的相关性，进而提高译码性能。 

A

汉明分量 GLD 码在 LDPC 码基础上扩展而来，二者的

主要区别在于LDPC码中采用能检一个错的奇偶校验码作为 

 

图 1 稀疏矩阵 的二分图 A
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分量码，而相应的GLD码中则采用能纠一个错的汉明码作为

分量码。鉴于GLD码与LDPC码的扩展关系，并利用所得稀

疏矩阵 的二分图，本文拟将Chase-2 算法与MP算法相结

合，设计出一种新颖的用于乘积码迭代译码的Chase-MP算

法，该算法利用外信息交互的思想

A

[4,5,7]，并基于二分图进行

消息传递。在二分图中，约束节点采用Chase-2 算法计算每

个相连符号节点的外信息，而整个迭代译码过程使用连续消

息集的MP算法完成。 

一般地，记 M N× 阶稀疏矩阵 的行列标号集合分别为A

{ }: 1n m,nm= =M A ， { }:m m,nn= =N A 1 。令 ( )l
m,nμ 为第 l 次迭

代时约束节点传递给符号节点的外信息， ( )l
nλ 为第 次迭代

后符号节点的标准化后验对数似然比。Chase-MP 算法的具

体过程，可描述如下： 

l

(1) 初始化 

     ，对所有的( )0 0m,nμ = { }1,2, ,m M∈ 及 ； mn∈N

( )0
n rλ = n ，对所有的 { }1,2, ,n N∈ 。 

(2) 迭代译码(迭代次数 ) max1,2, ,l l=

约束节点更新(对所有的 { }1,2, ,m M∈  及 mn∈N ) 

   若  且 ，则 ( )1 n− ∈C Ω ( )1 n+ ∈C Ω

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 11
m

l l l
m,n i m,i i i

i \n
l cμ λ α μ− −

∈

= − − ⋅∑
N

1 n p+
； 

   否则 
( ) ( ) MLl
m,n navl w cμ β≈ ⋅ ⋅   

     符号节点更新(对所有的 { }1,2, ,n N∈ ) 

                ( ) ( ) ( )

n

l l
n n m,

m
r l nλ μ

∈

= + ⋅ ∑
M

α   

其中， 为尺度因子。 ( )lα

(3) 判决输出  对 进行译码判决。 ( )maxl
nλ

3.3 仿真结果 

利用上述设计的 Chase-MP 算法，分别对 BPSK 调制的

AWGN 信道及 Rayleigh 衰落信道下，汉明分量 ( ) 乘

积码进行了译码性能仿真，如图 2 及图 3 所示。仿真条件取

为 

263,57,3

(1)Chase-MP 算法中的位置数 ； 4p =

(2)尺度因 [ ]0.1 0.2 0.3 0.4 0.8 0.9 1.0 1.0=α ； 

(3)可靠因 。 [0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.0 1.0 1.0]=β
 

由图 2 可见，AWGN 信道下，采用 Chase-MP 算法对汉

明分量 ( 乘积码进行译码，在)263,57,3 0 4dBbE N = 时，迭代

6次的BER大约为 64 10−× ；迭代10次时，要达到 5BER 10−= ，

所需的 0 3.6dBbE N ≈ ，而且从仿真曲线容易看出，迭代次

数超过 10 次以后，译码性能的改善并不明显。该汉明分量

乘积码的码率为 0.819，AWGN 信道下，在 5BER 10−= 时，

可算得迭代10次获得的编码增益约为6 dB，而所需的 0bE N

距离二进制输入的加性高斯白噪声(BIAWGN)信道的香农限

约为 1.4 dB。 

图 3 给出了 Rayleigh 衰落信道下，采用 Chase-MP 算法

译码的汉明分量 乘积码的性能仿真曲线。由图可

见，

( 263,57,3)

0 10dBbE N = ，迭代次数为 10 时，达到的 5BER 10−≈ 。

同样，在 Rayleigh 衰落信道下，迭代次数超过 10 次以后，

译码性能的改善不甚明显。 

 
图 2   AWGN 信道           图 3   Rayleigh 衰落信道  

 BER-Eb/N0曲线                 BER- Eb/N0曲线 
3.4 与串行迭代 Chase-2 算法的比较 

本文设计的Chase-MP算法，是在对二维乘积码进行分析

的基础上提出的，该算法实际上采用的是一种并行的译码方

式。应该指出的是，该算法与基于分量译码器间外信息交互

的串行迭代Chase-2 算法[6,7,16](以下将其简称为Chase-SI算法)

在本质上是一致的，其主要特点即在于构造了相应GLD码的

二分图，并将其迭代译码置于二分图上来完成。类似于turbo

码与LDPC码译码方式的不同，传统的用于乘积码译码的

Chase-SI算法采用的是类似于turbo码译码的分量码串行更新

方式，与之相比，Chase-MP算法则采用类似于LDPC码译码

的并行更新方式。 

由于采用更新方式的不同，尽管从迭代次数上讲，

Chase-MP算法的迭代稳定速度要低于传统的Chase-SI算法，

如图 4 所示，Chase-SI 算法在迭代 6 次以后基本稳定, 而

Chase-MP 算法大约需要 10 次。但是，Chase-MP 算法具有

类似于 LDPC 码译码算法的全并行处理潜力。粗略地讲, 对 
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于二维乘积码而言，在 Chase-SI 算法迭代 1 次(即分量译码

器全部更新一次)所需的时间内，全并行处理的 Chase-MP 算

法能够完成 2 次迭代。同时，由图 4 还可以看出，就误比 

特率性能而言，迭代稳定以前，迭代 2k(如 k=4)次的 Chase-MP

算法要明显优于迭代 k 次 Chase-SI 算法；而迭代稳定以后二

者的误比特率性能基本相近。 

 
图 4  Chase-MP 与 Chase-SI 算法性能比较 

综合而言，Chase-MP 算法要优于 Chase-SI 算法。若实

际应用中，采用全并行处理的 Chase-MP 算法进行乘积码的

译码，则其在迭代次数上稳定速度的减慢是完全能够得到有

效补偿的，而且其总体所需的迭代稳定时间亦不会高于

Chase-SI 算法。因此，本文设计的 Chase-MP 算法完全适合

于对乘积码进行全并行译码处理。 
从Chase-MP算法的译码过程容易看出，与传统的

Chase-SI算法相比，二分图给定后，Chase-MP算法不必考虑

串行译码方式中各个分量译码器间的地址映射查找操作。特

别是对于多维乘积码，以三维乘积码为例，按照传统的串行

迭代译码方式，如图 5 所示，其中πij(1≤i, j≤3)表示分量译码

器i到分量译码器j的类似于交织或解交织的地址映射查找操

作。由图 5 易见，串行迭代译码方式下，在外信息传递时需

要在各分量译码器间进行大量、复杂的映射查找操作，而

Chase-MP算法恰恰避免了这些繁琐的操作。因此，在将多维

乘积码构造成相应GLD码的前提下，若将Chase-MP算法用于

多维乘积码的译码，则其简便性将体现得尤为明显。 

 

图 5   三维乘积码的串行译码方式 

4   结束语 

本文利用 GLD 码构造规则，给出了由汉明分量乘积码

构造 GLD 码的一般方法，并结合分组码与 LDPC 码的译码

算法，设计出一种新颖的可用于乘积码迭代译码的 Chase-MP

算法。该算法实际上采用的是一种并行处理的译码方式，需

要强调的是，利用类似于本文给出的构造方法亦可对多维乘

积码进行 GLD 码构造，因此该算法适合于一般的多维乘积

码的译码。与传统的串行迭代 Chase-2 算法相比，Chase-MP

算法更加适用于对乘积码进行全并行译码处理，便于硬件实

现，而且译码性能优于串行迭代 Chase-2 算法。 

此外，由于 Chase-MP 算法基于二分图，整个算法的迭

代译码过程均在二分图上完成，因此可以推断，适当设计乘

积码，如对乘积码进行合适的伪随机交织，使其二分图上的

环具有较长的环长，并使相应的稀疏矩阵具有较好的随机特

性，这样势必会使由该稀疏矩阵定义的 LDPC 码获得很好的

译码性能，同时亦会使采用 Chase-MP 算法译码的乘积码获

得更好的性能。 
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