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摘   要：该文利用色集事先分配法、构造染色法、反证法探讨了完全三部图K4,4,p (p≥1008)的点可区别IE-全染色

问题，确定了K4,4,p (p≥1008)的点可区别IE-全染色数。
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Abstract: The vertex-distinguishing IE-total coloring of complete tripartite graphs K4,4,p (p≥1008) is discussed,
by using of the methods of distributing the color sets in advance, constructing the colorings and contradiction.

The vertex-distinguishing IE-total chromatic number of K4,4,p (p≥1008) is determined.
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1    引言

χievt(G)

点可区别一般边染色是由Harary等人[1]于1985
年提出，在文献[1–6]中均有研究。近些年来点可区

别的未必正常的全染色也被研究。点可区别IE-染
色在文献[7]中提出。对图G进行点可区别IE-全染

色所需要的最少颜色数称为G的点可区别IE-全色

数，记为 。图G的k-IE-全染色是指使用了

k种颜色的图G的IE-全染色。

V = X ∪ Y ∪ Z

∪
∪

图G的k -点可区别IE-全染色是指图G使用了

k种颜色的点可区别 I E -全染色 (简记为 k   -
VDIETC)。本文研究K4,4,p的点可区别IE-全染色，

并给出了它们的点可区别IE-全色数。本文述及的

完全三部图Km ,n ,p的顶点集合为 ，

其中X={x1,  x2, ···, xn}, Y={y1, y2, ···, yn},
Z={z1, z2, ···, zp}，边集合为{xiyj |i=1, 2, ···, m,
j=1, 2, ···,n} {yjzt |j=1, 2, ···, n, t=1, 2, ···,
p} {xizt | i=1, 2, ···, m, t=1, 2, ···, p}。

当4≤p≤1007时K4,4,p的点可区别IE-全色数已被

完全确定，但是讨论太过冗长，将另文讨论。本文

讨论并确定了当p≥1008时K4,4,p的点可区别IE-全色

数。文献[8]中对点可区别一般全染色进行了讨论。

完全二部图的点可区别正常边色数很容易得出，

当把正常边染色过渡到一般边染色后，完全二部图

的点可区别一般边染色已经得到了很多结果(见文

献[2–6])，但还未最终完全彻底地确定下来。可

见，当把染色从正常边染色过渡到一般边染色之后

对于点可区别的问题的研究有很重要的意义，也增

加了难度。同样的道理，二部图的点可区别正常全

色数也很容易得出，那么，把染色从正常全染色过

渡到未必正常的全染色，可以发现，关于二部图的

点可区别IE-全染色的难度增大了，完全三部图的

点可区别IE-全染色问题的难度也增大了，因此对

这个问题的讨论也很有意义。

值得一提的是，许进教授等人[9–16]对极大平面

图及其着色问题进行了深入研究，Li等人[17–19]对唯

一3色平面图得出了重要结果，Zhu等人[19]深入地

探索了无圈4色三角剖分图。本文进一步对当p≥
1008时，K4,4,p点可区别IE-全染色问题进行探讨。

约定：在本文一提及或要给出一个图的k-VDI-
ETC时，总认为所使用的k种颜色为1, 2, ···, k。

2    准备工作
9∑

i=1

(
k − 1
i

)
引理1 当k≥12且时p> –8, K4,4,p没
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有 (k–1)-VDIETC。
证明：用反证法，假设K4,4,p有(k−1)-VDIETC。

X ∪ Y断言1　任意1-子集均不是 中任一点的色

集合。

否则，不妨设1-子集{1}为X中某点的色集

合，则Z中每个点的色集合必含1，故
8∑

i=1

(
k − 2
i

) 9∑
i=1

(
k − 1
i

)
p≤ ，与p> –8矛盾。

X ∪ Y断言2　任意2-子集均不是 中任一点的色

集合。

C(u1) g(u1) = 1

8∑
i=1

(
k − 3
i

)
8∑

i=0

(
k − 3
i

)
7∑

i=1

(
k − 3
i

)
8∑

i=1

(
k − 3
i

) 8∑
i=0

(
k − 3
i

) 7∑
i=1

(
k − 3
i

)
9∑

i=1

(
k − 1
i

) 9∑
i=1

(
k − 2
i

) 9∑
i=1

(
k − 2
i− 1

)
9∑

i=1

(
k − 3
i

) 9∑
i=1

(
k − 3
i− 1

) 9∑
i=1

(
k − 3
i− 1

)
9∑

i=1

(
k − 3
i− 2

) 8∑
i=1

(
k − 3
i

) 8∑
j=0

(
k − 3
j

)
9∑

i=2

(
k − 3
i− 1

) 7∑
l=0

(
k − 3
l

) (
k − 3
9

)
8∑

i=1

(
k − 3
i

) 8∑
j=0

(
k − 3
j

) 7∑
l=0

(
k − 3
l

)
9∑

i=2

(
k − 3
i− 1

) (
k − 3
9

) 8∑
i=1

(
k − 3
i

)
8∑

i=0

(
k − 3
i

) 7∑
i=1

(
k − 3
i

)

否则，不妨设 ={1,2}，且 ，此

时Z中每个点的色集合必含1或2。在{1, 2, · · · ,

k–1}中，含1不含2且最多含有9个元素的子集的数

目为 ；含2不含1且最多含有9个元素

的子集的数目为 ；同时含1和2且最多

含有9个元素的子集的数目为 ,  p≤

+ + 。但

p> –8= + –

8= + + +

– 8 = + +

+ + – 7 =

+ + +

+ –6。这与p≤

+ + 矛盾。

X ∪ Y断言3　任意3-子集均不是 中任一点的色

集合。

C(u1) g(u1) = 1

8∑
i=1

(
k − 4
i

)
8∑

i=0

(
k − 4
i

)
8∑

i=0

(
k − 4
i

)

否则，不妨设 ={1, 2, 3}，且 。

则Z中每个点的色集合必含1, 2或3。在{1, 2, ···, k–1}
中，含1不含2, 3且最多含有9个元素的子集的数目为

；含2不含1, 3且最多含有9个元素的

子集的数目为 ；含3不含1, 2且最多含

有9个元素的子集的数目 为；含1, 2不

7∑
i=0

(
k − 4
i

)
7∑

i=0

(
k − 4
i

)
7∑

i=0

(
k − 4
i

)

6∑
i=1

(
k − 4
i

) 8∑
i=1

(
k − 4
i

) 7∑
i=0

(
k − 4
i

)
6∑

i=1

(
k − 4
i

)

含 3且 最 多 含 有 9个 元 素 的 子 集 的 数 目 为

；含1,3不含2且最多含有9个元素的

子集的数目为 ；含2, 3不含1且最多含

有9个元素的子集的数目为 ；同时含

1 ,   2 ,   3且最多含有 9个元素的子集的数目为

, p≤3 +3 +

+2。

9∑
i=1

(
k − 1
i

) 9∑
i=1

(
k − 2
i

)
9∑

i=1

(
k − 2
i− 1

) 9∑
i=1

(
k − 3
i

) 9∑
i=1

(
k − 3
i− 1

)
9∑

i=2

(
k − 3
i− 1

) 9∑
i=1

(
k − 3
i− 2

) 8∑
i=1

(
k − 3
i

)
8∑

j=0

(
k − 3
j

) 9∑
i=2

(
k − 3
i− 1

) 7∑
l=0

(
k − 3
l

)
(
k − 3
9

) 8∑
i=1

(
k − 3
i

) 8∑
j=0

(
k − 3
j

)
7∑

l=1

(
k − 3
l

) 9∑
i=2

(
k − 3
i− 1

) (
k − 3
9

)
8∑

i=1

(
k − 4
i

) 8∑
i=1

(
k − 4
i− 1

) 8∑
i=0

(
k − 4
i

)
8∑

i=0

(
k − 4
i− 1

) 7∑
i=1

(
k − 4
i

) 7∑
i=1

(
k − 4
i− 1

)
9∑

i=2

(
k − 4
i

) 9∑
i=2

(
k − 4
i− 1

) (
k − 3
9

)
8∑

i=1

(
k − 4
i

) 7∑
j=0

(
k − 4
j

) 8∑
i=0

(
k − 4
i

)
7∑

l=0

(
k − 4
l

) 7∑
i=1

(
k − 4
i

) 6∑
a=0

(
k − 4
a

)
8∑

i=1

(
k − 4
i

) 7∑
b=0

(
k − 4
b

) (
k − 3
9

)
8∑

i=1

(
k − 4
i

) 7∑
i=0

(
k − 4
i

) 6∑
i=1

(
k − 4
i

)
7∑

i=1

(
k − 4
i

) (
k − 3
9

)
8∑

i=1

(
k − 4
i

) 7∑
i=0

(
k − 4
i

) 6∑
i=1

(
k − 4
i

)

p > – 8 = +

– 8 = + +

+ – 7 = +

+ + +

– 7 = + +

+ + – 6 =

+ + +

+ + +

+ + – 5 =

+ + +

+ + +

+ + – 4 = 3

+ 3 + +

+ – 4 。 这 与

p≤3 +3 + +2矛盾。

g(xi) g(yj) i, j = 1, 2, 3, 4(1) 当 ,  ,  中至少有3种颜

色时，不妨设为1, 2, 3。那么{1, 2, 3}的1-子集，2-
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C(xi) C(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

C(xi) C(yj)

C(xi)

C(yj) C(xi) ∅
C(yj) ∅

子集，3-子集均不能作为Z中任一点的色集合，

,    均不是{1, 2, 3}，最多

有6个是{1, 2, 3}的1-子集，2-子集。因此这8个集

合中至少还有两个，不妨设为 ,  且均不

在{1, 2, 3}的1-子集，2-子集，3-子集中，而 ,

中至少有一个是空集，不妨设 = ,

≠ 。∣∣∣C(y1)∣∣∣ ≤ 9(a)  。

C(y1)
9∑

i=1

(
k − 1
i

) 9∑
i=1

(
k − 1
i

)
共有{1, 2, 3}的1-子集，2-子集，3-子集及

这8个集合，均不是Z中任一点的色集合，故

p≤ –8与p> –8矛盾。∣∣∣C(y1)∣∣∣ ≥ 10(b)  。

C(y1)
9∑

i=1

(
k − 1
i

)
9∑

i=1

(
10
i

)
的1-子集，2-子集，···，9-子集均不是

Z中 任 一 点 的 色 集 合 ， 故 p ≤ –

，矛盾。

g(xi) g(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

g(xi) i = 1, 2, 3, 4 g(yj)

j = 1, 2, 3, 4

(2) 当 ,  ,  仅有两种互不

相同的颜色时。设 =1,  ,  =2,
。

断言4　在(2)下，{1}, {2}, {1, 2}均不能作为

Z中任一点的色集合。

断言5　在(2)下，{3}, {4}, {5},···, {k–}至少

有2个集合不是Z中任一点的色集合。

C(xi) ∩ C(yj)⊇ i, j = 1, 2, 3, 4

C(xi) C(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

否则，至多有1个不是Z中任一点的色集合，

不妨设{4},{5},···, {k−1}均是Z中任一点的色集合，

则 {4, 5, ···, k−1},  ，

此时 ,    ，这8个集合只能是

{1, 4, 5,···, k–1}, {2, 4, 5, ···, k−1}, {1,2,4, 5,···,
k–1}, {1, 3, 4, 5, ···, k–1}, {2, 3, 4, 5,···, k−1}, {1,
2, 3, 4, 5, ···, k–1}这6个集合之一，矛盾。

C(xi) C(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

∅
C(x1) C(x2) C(y1) ∅
C(x1) C(x2)

C(y1)

C(x1)

C(x2) Y ∪ Z C(y1)

X ∪ Y C(x1) C(x2)

C(y1)

C(x1) C(x2) C(y1)

9∑
i=1

(
k − 1
i

)

由断言5，不妨设{3}, {4}不是Z中任一点的色

集合，下面考虑 ,  ,  这8个

集合互不相同，至少有3个不是 , {1}, {2}, {3},
{4}，不妨设 ,  ,  都不是 , {1},

{2}, {3}, {4}。 , 不含1，不是X中任一

点的色集合， 不含2，不是Y中任一点的色集

合，由于相邻两点的色集合之交非空，故 ,

不是 中任一点的色集合， 不是

中 任 一 点 的 色 集 合 ， 则 ,   ,

不是任一点的色集合。因此{1}, {2}, {3},

{4}, {1, 2}, ,  ,  这8个集合互不相

同，且均不是 Z中任一点的色集合，故 p ≤

–8，矛盾。  证毕

9∑
i=1

(
k − 1
i

)
9∑

i=1

(
k
i

)引理 2　当 k ≥ 1 2，且 – 8< p ≤

–8时，k存在k-VDIETC。

证明：为了给出K4,4,p的k-IE-全染色，先对

k的每个顶点对应{1, 2, ···, k}的一个子集，令

D (x 1 )={1 ,   2 , · · · ,k} ,  D (x 2 )=D (x 1 ) \ { 2 } ,

D(x3)=D(x1)\{3}, D(x4)=D(x1)\{4},D(y1)=

D(x1)\{1} D(y2)=D(x1)\{5}, D(y3)=D(x1)\{6},

D(y4)=D(x1)\{7}, D(z i)={i+7}, i=1, 2, 3,

4,· · · ,k–7, D(zk–6)={1, 8}, D(zk–5)={2, 8},

D(zk–4)={3, 8}, D(zk–3)={4, 8}, D(zk–2)={5, 8},

D(zk–1)={6, 8}, D(zk)={7, 8}。

ψ1

ψ1

ψ1

(
k
2

)
+(

k
3

)
+ . . .+

(
k
9

)
− 8

(
k
2

)
+(

k
3

)
+ ···+

(
k
9

)
− 8

9∑
i=1

(
k
i

)

将除{1, 8}, {2, 8}, {3, 8}, {4, 8}, {5, 8}, {6,
8}, {7, 8}外的{1, 2, 3, 4, ···, k}的2-子集，3-子
集， · · ·，9-子集排成一个序列 。令D(zk+1) ,
D(zk+2), ···, D(zp)依次是 中的第1, 2, ···, p-k项。

这样一点是能做到的，因为 中含有

项 ， 而 p − k ≤  

，即p≤  –8。

|D(zi)|
∩

下面给出K4,4,p的k-IE-全染色g。令g(xi)=1,

i=1, 2, 3, 4, g(yj)=2, j=1, 2, 3, 4。用max D

(z i)染点z i ,i=1, 2, 3, 4,··· , p。当 =2时，

g(uzi)=min[D(u) D(zi)], u∈X∪Y, i=1, 2, ···, p。
|D(zi)| ∩

∩
当 =3时，g(uzi)=min[D(u) D(zi)],

u∈{x2, x3,x4, yj}。g(x1zi)=min[D(x1) D(zi) \

g(x2zi), g(x3zi), g(x4zi), g(yjzi)], i=1, 2, ···, p,

j=1,2,3,4。
|D(zi)| ∩

∩

∩

当 =4时，g(uzi)=min[D(u) D(zi)],

u∈{x3, x4, yj}。g(x2zi)=min[D(x2) D(zi) \

g (x 3 z i ) ,  g (x 4 z i ) ,  g (y j z i ) ] ,  g (x 1 z i )=m in

[D(x1) D(zi) \ g(x2zi), g(x3zi), g(x4zi), g(yjzi)],

i=1, 2,···, p, j=1, 2, 3, 4。
|D(zi)| ∩

∩
∩

∩

当 =5时，g(uzi)=min[D(u) D(zi)],

u∈{ x4, yj}。g(x3zi)=min[D(x3) D(zi) \ g(x4zi),

g(yjzi)], g(x2zi)=min[D(x2) D(zi) \ g(x3zi),

g(x4zi), g(yjzi)], g(x1zi)=min[D(x1) D(zi) \

g(x2zi), g(x3zi), g(x4zi), g(yjzi)], i=1, 2, ···, p,

j=1, 2, 3, 4。
|D(zi)| ∩

∩
∩
∩

当 =6时，g(uzi)=min[D(u) D(zi)],

u∈{y1, y2, y3, y4}。g(x4zi)=min[D(x4) D(zi) \
g(yjzi)], g(x3zi)=min[D(x3) D(zi) \ g(x4zi),
g(yjzi)], g(x2zi)=min[D(x2) D(zi) \ g(x3zi),
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∩g(x4zi), g(yjzi)], g(x1zi)=min[D(x1) D(zi) \
g(x2zi), g(x3zi), g(x4zi), g(yjzi)], i=1, 2, ···, p,
j=1, 2, 3, 4。

|D(zi)| ∩
∩

∩
∩
∩

∩

当 =7时，g(uzi)=min[D(u) D(zi)]，

u∈{y2, y3, y4}。g(y1zi)=min[D(y1) D(zi) \
g ( y 2 z i ) ,   g ( y 3 z i ) ,   g ( y 4 z i ) ] ，
g (x 4 z i )=m i n [D (x 4 ) D ( z i )   \   g ( y j z i ) ]，
g(x3zi)=min[D(x3) D(zi) \ g(x4zi), g(yjzi)]，
g(x2zi)=min[D(x2) D(zi) \ g(x3zi), g(x4zi),
g(yjzi)], g(x1zi)=min[D(x1) D(zi) \ g(x2zi),
g(x3zi), g(x4zi), g(yjzi)], i=1, 2, ···,p, j=1,2,3,4。

|D(zi)| ∩
∩

∩
∩

∩
∩

∩

当 =8时，g(uzi)=min[D(u) D(zi)],

u∈{y3,y4}。g(y2zi)=min[D(y2) D(zi) \ g(y3zi),
g(y4zi)], g(y1zi)=min[D(y1) D(zi) \ g(y2zi),
g(y3zi), g(y4zi)], g(x4zi)=min[D(x4) D(zi) \
g(yjzi)], g(x3zi)=min[D(x3) D(zi) \ g(x4zi),
g(yjzi)], g(x2zi)=min[D(x2) D(zi) \ g(x3zi),
g(x4zi), g(yjzi)], g(x1zi)=min[D(x1) D(zi) \
g(x2zi), g(x3zi), g(x4zi), g(yjzi)], i=1, 2, ···, p,
j=1, 2, 3, 4。

|D(zi)| ∩
∩

∩
∩

∩
∩
∩

∩

当 =9时，g(uzi)=min[D(y4) D(zi)],

g ( y 3 z i ) =m i n [D ( y 3 ) D ( z i )   \   g ( y 4 z i ) ] ,
g(y2zi)=min[D(y2) D(zi) \ g(y3zi), g(y4zi)]，
g(y1zi)=min[D(y1) D(zi) \ g(y2zi), g(y3zi),
g(y4zi)], g(x4zi)=min[D(x4) D(zi) \ g(yjzi)],
g(x3zi)=min[D(x3) D(zi) \ g(x4zi), g(yjzi)],
g(x2zi)=min[D(x2) D(zi) \ g(x3zi), g(x4zi),
g(yjzi)], g(x1zi)=min[D(x1) D(zi) \ g(x2zi),
g(x3zi), g(x4zi), g(yjzi)], i=1, 2, ···, p, j=1, 2, 3, 4。

∩ ∀x ∈ X, y∀Y用min[D(x) D(y)]染边xy,  。

∀ν ∈ V (K4,4,p) C(ν) = D(ν)

最后得到的K4,4,p的k-IE-全染色g是点可区别

的，因为 ，均有 。证毕

3    主要结果及其证明

定理1

χvt
ie(K4,4,p) =


11, 1008 ≤ p ≤ 2027

k,

9∑
i=1

(
k − 1
i

)
−8 < p ≤

9∑
i=1

(
k
i

)
− 8

证明　当p≥2028时，由引理1，引理2立得结论

成立，以下假设1008≤p≤2027。第1步，用反证法证

明K4,4,p不存在10-VDIETC。第2步具体构造出的

11-VDIETC。
(1) 假如K4,4,p有10-VDIETC。

X ∪ Y断言1　任意1-子集均不是 中任一点的色

集合。

否则，不妨设1-子集{1}为X中某点的色集

8∑
i=1

(
9
i

)合 ， 则 Z中 每 个 点 的 色 集 合 必 含 1， 故 p ≤

=510，矛盾。

X ∪ Y断言2　任意2-子集均不是 中任一点的色

集合。

C(u1) g(u1) = 1

8∑
i=1

(
8
i

)
8∑

i=0

(
8
i

)
7∑

i=1

(
8
i

) 8∑
i=1

(
8
i

)
8∑

i=0

(
8
i

) 7∑
i=1

(
8
i

)

否则，不妨设 ={1, 2}，且 。此

时Z中每个点的色集合必含1或2. 在{1, 2,  · · · ,
10}中，含1不含2且最多含有9个元素的子集的数目

为 ；含2不含1且最多含有9个元素的子集

的数目为 ；同时含1和2且最多含有9个元

素的子集的数目为 ，故p≤ +

+ =765，矛盾。

X ∪ Y断言3　任意3-子集均不是 中任一点的色

集合。

C(u1) g(u1) = 1

7∑
i=1

(
7
i

)
7∑

i=0

(
7
i

)
7∑

i=0

(
7
i

)
7∑

i=0

(
7
i

)
7∑

i=0

(
7
i

)
7∑

i=0

(
7
i

)
6∑

i=1

(
7
i

)
7∑

i=1

(
7
i

) 7∑
i=0

(
7
i

) 6∑
i=1

(
7
i

)

否则，不妨设 ={1, 2, 3}，且 。

则Z中每个点的色集合必含1 ,   2或3 .在{1 ,   2 ,
···,10}中，含1不含2, 3且最多含有9个元素的子集

的数目为 ；含2不含1, 3且最多含有9个元

素的子集的数目为 ；含3不含1, 2且最多

含有9个元素的子集的数目为 ；含1, 2不

含 3且 最 多 含 有 9个 元 素 的 子 集 的 数 目 为

；含1, 3不含2且最多含有9个元素的子集

的数目为 ；含2, 3不含1且最多含有9个元

素的子集的数目为 ；同时含1, 2, 3且最多

含有9个元素的子集的数目为 ，故p≤

+5 + =893，矛盾。

g(xi) g(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

X ∪ Y C(xi)

C(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

∅
C(x1)

C(x1)

(a) 当 ,  ,  中至少有3种

颜色时，不妨设为1, 2, 3。那么{1, 2, 3}的1-子
集，2-子集，3-子集均不能作为Z中任一点的色集

合，由断言1, 2, 3, {1, 2, 3}的1-子集，2-子集，3-
子集也均不是 中任一点的色集合， ,

,  共8个集合均不是{1, 2, 3}，

且至少有1个不是{1, 2, 3}的1-子集，2-子集及 。

不妨设为 ，则{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},

{2, 3}, {1, 2, 3},  共8个集合均不是任一点的色集合。

C(x1)当 不是X中任一点的色集合时，8+p≤
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10∑
i=1

(
10
i

)
C(x1)

10∑
i=1

(
10
i

)
–8，即p≤1007，矛盾。当 是X中

某一点的色集合时，此时{4}, {5}, ···, {10}均不是

任一点的色集合，故8+p≤ –14，即p≤

1001，矛盾。

g(xi) g(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

g(xi) i = 1, 2, 3, 4 g(yj)

j = 1, 2, 3, 4

(b) 当 ,  ,  仅有两种互不

相同的颜色时。设 =1,  ,  =2,
。

断言4　在(b)下，{1}, {2}, {1, 2}均不能作为

Z中任一点的色集合。

断言5　在(b)下，{3}, {4}, {5}, ···, {10}至少

有2个集合不是Z中任一点的色集合。

C(xi) ∩ C(yj) ⊇ i, j =

1, 2, 3, 4 C(xi) C(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

否则，至多有1个不是Z中任一点的色集合，

不妨设{4}, {5}, ···, {10}均是Z中任一点的色集

合，则， { 4 , 5 , · · · , 1 0 } ,  
，此时 ,    ，这8个

集合只能是{1, 4, 5, ···, 10}, {2, 4, 5, ···, 10}, {1,
2, 4, 5, ···, 10}, {1, 3, 4, 5, ···, 10}, {2, 3, 4, 5, ···,
10}, {1, 2, 3, 4, 5, ···, 10}这6个集合之一，矛盾。

C(xi)

C(yj) i, j = 1, 2, 3, 4

∅ C(x1),

C(x2), C(y1) ∅ C(x1),

C(x2) C(y1)

C(x1), C(x2) Y ∪ Z
C(y1) X ∪ Y

C(x1), C(x2), C(y1)

C(x1), C(x2), C(y1)

10∑
i=1

(
10
i

)

由断言5，不妨设{3}, {4}不是Z中任一点的色

集合，则由断言1, 2, 4可知，{1}, {2}, {3}, {4},
{1,2}均不是任一点的色集合。下面考虑 ,

  这8个集合互不相同，且至少有

3个不是 ,  {1}, {2}, {3}, {4}，不妨设

都不是 , {1}, {2}, {3}, {4}。

不含1，不是X中任一点的色集合， 不

含2，不是Y中任一点的色集合，由于相邻两点的色

集合之交非空，故 不是 中任一点

的色集合， 不是 中任一点的色集合，

则 不是任一点的色集合。因此

{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, 这8个

集合互不相同，且均不是任一点的色集合，故

8+p≤ –8，即p≤1007，矛盾。

(2) 下面给出K4,4,2027的11-VDIETC。
令D(x1)={1, 2, ···,11}, D(x2)=D(x1)\{2},

D (x 3 )=D (x 1 ) \ { 3 } ,  D (x 4 )=D (x 1 ) \ { 4 } ,
D ( y 1 )=D (x 1 ) \ { 1 } ,  D ( y 2 )=D (x 1 ) \ { 5 } ,
D(y3)=D(x1)\{6}, D(y4)=D(x1)\{7}，将除{1,2},
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}外的 {1, 2,
···,11}的1-子集，2-子集，···, 9-子集作为Z中点的

色集合。据此可参照引理2的证明过程中第2段所述

的染色方法给出K4,4,2027的11-VDIETC。　　证毕

4    结束语

本文研究了一类完全三部图的点可区别IE-全

染色问题，讨论并确定了当p≥1008时K4,4,p的点可

区别IE-全色数。未来的研究工作将继续对K4,n,p

(n≥5)的点可区别IE-全色数做进一步探讨。
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