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摘   要：忆阻器作为第4种基本电路元件由蔡少棠首次提出，它的提出为混沌电路的设计和工程应用提供了新思

路。该文通过在Homles型Duffing系统中引入一个双曲正切忆阻模型，得到了一个新忆阻Duffing非自治系统。利

用转换相图、相图、Lyapunov指数等，揭示了该系统具有振荡尖峰数目可控簇发、非完全对称双边簇发、非完

全对称的簇发共存、多种周期混沌共存等新颖动力学行为。并通过分岔图及平衡点分析，研究了其簇发产生机

理。采用Multisim电路仿真与数字信号处理平台(DSP)对系统进行了硬件实现，与理论分析基本一致的实验结果

证明该系统是可行的且是物理可实现的。
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Abstract: Memristor is first proposed by Chua as the fourth basic circuit element, which provides a novel idea

for the design and engineering application of chaotic circuits. A novel memristive Duffing nonautonomous

system is obtained by introducing a hyperbolic-tangent memristor into the Homles type Duffing system. By

using the transformed phase portraits, phase portraits, Lyapunov exponents, etc., it is revealed that the system

has novel dynamical behaviors such as bursts with controllable number of oscillation spikes, non-completely

symmetrical bilateral bursts, coexistence of non-completely symmetrical bursts, multiple coexistence of chaos

and period. The mechanism of bursting is studied by analysis of equilibrium point and bifurcation diagram.

Multisim circuit simulation and Digital Signal Processing platform (DSP) are used to implement the system in

hardware, and the experimental results basically consistent with the theoretical analysis prove that the system

is feasible and physically achievable.
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1    引言

忆阻器作为具有特殊记忆性的新基本电路元

件，它的出现为混沌电路的设计和工程应用提供了

更广阔的研究思路[1–3]。基于忆阻器的非线性电路

系统研究和应用也已成为了目前的一个研究热点，

且主要采用光滑型[4–6]或分段线性型[7,8]忆阻模型进

行构建。2016年，文献[9]利用所设计的新型双曲余

弦忆阻模型构建了一个新忆阻型Qi系统，并基于新

系统混沌序列进行了图像加密应用。为拓展忆阻模

型种类，Bao等人[10,11]设计了一种新双曲正切忆阻

模型，并与Hopfield神经网络、HR神经元等模型

结合，得到了一些动力学丰富的新忆阻神经元系

统。由于双曲忆阻器的相关文献研究报道较少，故

以其构建新的忆阻非线性系统具有重要价值。
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簇发是指一个动力学系统中振幅非常不同的大

振幅和小振幅之间的交替周期振荡。1985年，文

献[12]率先对神经元模型中的簇发放电模式进行了

系统分析。近年来，关于神经元及其它非线性系统

中的簇发行为被毕等学者广泛探究，不同非自治、

自治系统中不同类型的簇发模式及其产生机理也

被一一揭示[13–15]。非自治系统由于外部激励与系

统本身存在频域上的不同尺度，因而较易产生簇

发振荡。作为具有重要应用背景的经典非自治系

统—Duffing系统，其以系统简单、行为丰富而

被学者们广泛研究[16–18]。文献[19]对Tamasevicius
等人提出的3阶Holmes型Duffing混沌振荡器系统进

行了系统分析，给出了在改变3个初始条件时所产

生的多对对称周期混沌共存。文献[20]中利用分岔

分析了具有参数时滞反馈控制的Van Der Pol–Duffing
方程，指出由于超临界草干分岔可产生两个对称的

稳定分支，而时滞指数变化率振幅的进一步增大可

能导致原双支簇发中两个对称簇发振荡之间通道破

裂，产生对称共存的两个单支簇发。文献[21]研究

在含外加激励的Duffing系统中成倍增加激励频率

时，系统虽能够成倍复制对称簇发的尖峰数且相邻

尖峰间的时间间隔减半，但尖峰峰值未变化。从以

往文献看，已有的Duffing系统中大多不含忆阻器

且产生的簇发现象较简单，研究较热的簇发共存行

为也鲜有报道 [22,23]。因而，构建新型尤其是忆阻

Duffing系统以及探究簇发共存、尖峰数可控簇发

等新颖动力学行为具有重要研究价值。

考虑在神经元系统中，常以双曲正切函数作为

激活函数，故为探究双曲正切忆阻器对非自治系统

的影响。本文在Duffing系统中引入了双曲正切忆

阻器，得到了一个忆阻型非自治Duffing系统。借

助分岔图、Lyapunov指数、转换相图等，揭示了

随激励频率变化时系统动力学的演化过程。研究发

现该系统可产生比以往系统更复杂的多对非完全对

称的簇发共存、尖峰数可控且峰值变化的新颖簇发

等动力学现象，并通过理论分析揭示了其产生机

理。最后，采用Multisim电路仿真与DSP硬件验证

了系统可行性和物理可实现性。

2    系统模型

2.1  双曲正切忆阻器模型

为拓展忆阻器模型种类，文献[13]提出了一种

新的双曲正切忆阻器模型。本文基于其模型进行了

改进

i (t) = W (φ) v (t) = [α− β tanh (φ)] v (t)
dφ
dt

= f (v (t) , φ) = − [(−v (t)) + dφ]

 (1)

φ

φ

φ

其中 为忆阻内部磁通，正实数α和β为忆阻内部参

数，正实数d为内部磁通 反馈系数，v(t)和i(t)为
端电压和通过电流。对应的忆导值W( )为

W (φ) = α− β tanh (φ) (2)

通过对模型进行伏安特性测试，可知该改进后

的模型较好地满足忆阻器相关特征[24]。

2.2  忆阻型Duffing系统模型

φ

本文在Holmes型Duffing方程基础上，引入上

述的双曲正切磁控忆导W( )替代原阻尼比，采用

参数激励IAC策动系统，得到了一个新3维非自治忆

阻Duffing系统。其数学模型为

ẋ = −cy

ẏ = −W (φ)y + (IAC −m)x+ x3

φ̇ = y − dφ

 (3)

IAC = 0.1 sin(0.048× 2πt)

IAC = 0.1 sin(0.019× 2πt)

式中x, y为系统状态变量；第3个方程为忆阻内部

状态方程；IAC为参数激励Asin(2πFt)；参数α, β,
m, d, c为正实数。当α=0.1, β=0.5, m=0.02,
d=0.1, c=2,  且初始条件为

(0.01, 0.01, 0.01)时，系统可产生如图1(a)所示的双

涡卷混沌吸引子。当固定其他参数，改变c=0.2,
，系统还可产生如图1(b)

所示的单涡卷混沌吸引子。

3    系统动力学分析

3.1  耗散性

对于式(3)中所描述的忆阻型Duffing非自治系

统，其向量场散度为

∇ · V =
∂ẋ

∂x
+

∂ẏ

∂y
+

∂φ̇

∂φ
= −W (φ)− d (4)

φ

e−W (φ)−d

因系统参数均为正实数且忆导W( )为正实数。

故式(3)描述的系统是耗散的，并以指数形式

收敛。

3.2  平衡点分析

平衡点分析是判断系统稳定性的重要方式。令

式(3)的左边为0

0 = −cy

0 = − [α− β tanh (φ)] y + (IAC −m)x+ x3

0 = y − dφ

 (5)

(x̄0, ȳ0, φ̄0) =

(x̄0, 0, 0) x̄0

由式 ( 5 )求得系统的平衡点为

。其中  为式(6)的解

(IAC −m) x̄0 + x̄3
0 = 0 (6)

±
√
m− IAC

显然，式(6)中含有正弦激励IAC。由此可知，

当IAC<m时，方程有3个实根，即系统有3个平衡

点：1个固定的零平衡点E0=(0, 0, 0), 2个变化的平

衡点E±=( , 0, 0)；而当激励IAC≥m时，
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(x̄0, 0, 0)

方程仅有1个实根，即系统仅存在平衡点E0=(0, 0,
0)。平衡点 处的对应特征方程为

|λE − J | =

∣∣∣∣∣∣
λ c 0

m− IAC − 3x̄2
0 λ+ α 0

0 −1 λ+ d

∣∣∣∣∣∣
= λ3 + n1λ

2 + n2λ+ n3 = 0 (7)

其中，

n1 = α+ d

n2 = cIAC + αd+3cx̄2
0 − cm

n3 = cdIAC − cdm+ 3cdx̄2
0

 (8)

n1 > 0
n3 > 0
n1n2 − n3 > 0

}
(9)

x̄0

由式(7)和式(8)可知，特征方程中含有随t变化

的IAC。这意味着当系统参数固定时，系统在平衡

点E=( , 0, 0)处的特征值是随IAC变的，即系统稳

定性随IAC变化。依据Routh-Hurwitz准则，可知仅

当式(9)成立时，t时刻系统在对应平衡点处稳定，

反之则不稳定。

3.3  簇发与共存分析

本节使用了分岔图、Lyapunov指数、转换相

图等对新系统动力学行为进行了研究，并对簇发机

理进行了分析。研究发现，该系统不仅能产生与以

往Duffing系统对称或非对称型簇发不同的非完全

对称双单边簇发、尖峰数目可控且峰值变化簇发等

新颖簇发行为，还能产生多种非完全对称簇发共

存、周期混沌等共存。

3.3.1  非完全对称的簇发与共存

若固定参数α=0.1, β=0.5, m=0.02, d=0.1,
c=2, A=0.1, 激励频率F作为控制参数在(0,0.08)范
围内变化，则系统关于xmax的共存分岔轨迹如图2
所示。由玫红色和绿色分别描述的初始条件为IC1=
(0.01, 0.01, 0.01)和IC2=(0.01, –0.02, 0.01)下的分

岔轨迹可知，系统在随F增加时发生了多次周期和

混沌的交替并产生若干周期窗。结合图3中Lyapunov
指数，可知该系统通过正倍周期分岔(FPDB)、反

倍周期分岔(RPDB)、切分岔(TB)、混沌危机

(CS)等方式多次进入或退出混沌。

F ∈ (0, 0.0191]

(0.0191, 0.0247)

(0, 0.0247)

在 区间中，初始条件为 IC 1和

IC2下的系统均主要表现为周期态，期间包含多个

周期共存和短暂混沌区间。当F在 内

变化时，IC1和IC2下的系统均表现为混沌态，并伴

随有短周期窗。结合Lyapunov指数，可知两轨迹

在 内主要经CS进入混沌、经TB退出混

 

 
图 1 系统式(3)产生的双涡卷混沌和单涡卷混沌吸引子

 

 
图 2 随F变化的共存分岔图
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(0.0315, 0.0423)

沌。但当F=0.0247左右时，两轨迹均经RPDB退出

混沌进入周期1态。IC2下的系统在F=0.0315处由

周期1开始发生FPDB，直至F=0.0325左右进入到

上下两支混沌。经一段混沌区域后，在F=0.0362
左右经RPDB退出混沌，上下两支路径在F=0.0385
左右分别进入周期1态，形成费肯鲍姆树。当

F=0.0423时，IC2下系统经CS进入一段较长区域的

混沌，至0.0533时经RPDB进入到周期1，并在

F=0.061处经CS进入短暂混沌，而后经TB进入周

期态。而IC1下的系统在 范围内没有

发生上述变化，由周期1变为周期2后经CS进入到

混沌态，随后出现周期和混沌的持续交替，再经

TB进入持续周期态。由图3、图4可知，系统存在

混沌混沌、混沌周期等多个共存区域。图中玫红色

线为状态变量x时序；黑色线、青蓝色线、蓝色线

分别为平衡点E0, E+, E–变化曲线；点线和实线表

示系统在平衡点处不稳定和稳定；绿色点为Sup-
PB点。

x̄0

当设定IAC=0.1sin(0.004×2πt)时，IC1下的系

统可产生如图4(a)、图4(c)相位图和时序所示的一

簇大振幅振荡与线条状小振幅的交替振荡，称簇发

振荡[20]。其平衡点( , 0, 0)的变化曲线与状态变量

x之间关系如图4所示。从吸引子和时序对称性看，

±
√
m− IAC

可知该簇发结构为非完全对称的正负双边振荡，称

非完全对称双边簇发。经计算可知，当0.02<IAC≤
0.1时，系统仅有1个稳定平衡点E0=(0,0,0)；当

–0.1≤IAC≤0.02时，系统有3个平衡点：不稳定点

E0=(0,0,0)，稳定点E±=( , 0, 0)。设

IAC=0.1为起始位置I0，系统随着IAC减小在稳定点

E0作用下保持沉寂态。平衡曲线于IAC=0.02处发

生超临界草干分岔(Supercritical Pitchfork Bifurc-
ation, Sup-PB)，系统经一段延时(Delay)后在不稳

定E0作用下向上半支跳跃产生振荡尖峰，随后被稳

定的E+所吸引收敛至E+附近静息态。随着IAC增

大，E+相应特征值的虚部绝对值减小使得E+对轨

线吸引逐渐减弱。经逆Sup-PB，系统经延时后开

始产生收敛振荡恢复到沉寂态，直至回到I0处开始

下半个周期。再次经延时Sup-PB后，轨迹由静息

态突然跳跃至E–所在的下半支产生尖峰振荡，且振

荡峰值与上支存在不同。随后轨迹逐渐收敛至E–附

近，直到再次回到起始点完成整个周期的非完全对

称簇发振荡。从图4(c)所示的时序图和平衡点关系

图可以看出，非完全对称的上下两支是随激励周期

性交替出现的。由于系统是一个非对称性系统且受

一对对称平衡点的影响，共同导致了非完全对称簇

发的产生。研究发现，该参数情形下主要为延时的

 

 
图 3 对应的Lyapunov指数

 

 
图 4 系统在IC1下产生的非完全对称双边簇发(IAC=0.1sin(0.004×2πt))
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超临界草干/超临界草干型簇发，即点/点型簇发。

系统因延时超临界草干分岔还可产生的不同簇发共

存类型，当F=0.001时系统在IC1下产生非完全对

称的双边簇发，还可在IC2下产生上支单边簇发的

共存。由图5(a)、图5(d)可知，玫红色x时序为上

下支的交替簇发振荡，而绿色x时序仅产生上支单

边簇发振荡。令F=0.002，系统可产生如图5(b)、
图5(e)所示的上支IC2绿色和下支IC1玫红色的非完

全对称单边簇发共存。此外，还可产生如图5(c)、
图5(f)所示的上支玫红色和下支绿色的非完全对称单

边簇发共存，其中IC2下为单一上支振荡的周期交替，

而IC1下为两个不同下支振荡的周期交替。除非完全

对称簇发共存外，还可产生如图6所示的周期1与下

支混沌共存、混沌与混沌共存、周期2与下支混沌

等多种共存。结合平衡点分析，可知由于系统在不

同频率激励的刺激下，使得同一时间内轨迹运行速

度造成差异，以及系统轨迹所处初始位置的不同共

同导致了双边簇发、单边簇发以及多种共存的产生。

3.3.2  尖峰数可控的簇发

当保持其它参数不变而设定c=0.2 ,  IAC=
0.2sin(0.019×2πt)时，通过改变频率F可产生与以

往简单复制尖峰不同的尖峰数目可控的周期簇发。

虽同属于点/点型的簇发，但在该参数下产生的簇

发尖峰峰值结构特征有所不同。取F=0.004时，系

统可产生如图7所示的向下尖峰数目为5的周期簇

发。图7中玫红色线为状态变量x的时序；黑色、青

蓝色、蓝色线分别为平衡点E0, E+, E–变化曲线；

点线和实线分别表示系统不稳定和稳定；绿色点为

Sup-PB点。结合图7(a)中的平衡点变化曲线与x时

序，可知系统第1次逆向经Sup-PB后进入沉寂态。

 

 
图 5 IC1双边与上支IC2单边、上支IC2与下支IC1单边、上支IC1与下支IC2单边簇发共存(IAC=0.1sin(F×2πt))

 

 
图 6 多种混沌、周期共存(IAC=0.1sin(2πF t))
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经正向Sup-PB后，系统发生一段延时后被不稳定

E0影响开始向上产生振荡，随后被吸引至稳定

E+附近，从而完成系统过渡。经第2次逆Sup-
PB时，系统因稳定E0而逐渐收敛产生幅度减小的

振荡。在产生完4个幅度减小的收敛尖峰后，系统

经Sup-PB产生较大的尖峰Spike-5后又被吸引至稳

定E+附近完成第2个周期。随着IAC的作用，系统

继续稳定重复第2个周期的行为产生如图7(b)的时

序。此外，当设定F等于0.006, 0.008, 0.015,
0.025时，系统还可产生如图8所示的尖峰数为4, 3,
2, 1的周期簇发。由此可知，该系统所产生的振荡

尖峰数可控的簇发不同于文献[21]中均匀复制尖

峰，其连续振荡时的尖峰数目是可控且峰值是变化

的。经研究发现，由于激励频率影响导致系统发生

Sup-PB时所处轨迹位置不同和系统收敛速度的原

因造成连续振荡时尖峰数目和峰值发生变化。此

外，其振荡幅值的变化和振荡频率也可用相应平衡

点特征值的实部和虚部来描述。

4    Multisim仿真实验和DSP实现

混沌系统的物理实现是混沌理论在实际工程应

用中的重要步骤。为了便于将所设计的忆阻型Duffing
系统应用于实际，本节采用Multisim对系统进行模

拟实现，并采用DSP平台进行硬件实现。从而进一

步验证理论分析的正确性以及物理可实现性。

4.1  Multisim仿真实验

一般的连续混沌系统均可由电阻、电容、运算

放大器等分立元件物理实现。本文采用了Multisim
13.0软件进行电路模拟实验，在模拟电路中采用运

算放大器TL082CP, 三极管MPS2222，增益为

0.1的乘法器AD633IN, ±15 V电源供电。为便于电

路实现，对系统时间尺度进行了τ=τ0t变换，其中

τ为时间尺度因子，τ0=10000为积分时间常数；对

c=2时的系统进行了比例系数K=0.1的均匀放大处

理。系统式(3)可表示为

dx
dτ

= −20000y

dy
dτ

= −10000 [0.1− 0.5 tanh (0.1φ)] y

+ 10000IACx− 200x+ 100x3

dφ
dτ

= 10000y − 1000φ


(10)

IAC = A sin (2000π× fτ)其中 ，实验频率f=10000F
Hz。为了对系统进行实验验证，设计了如图9所示

的系统电路和双曲正切忆阻器模拟等效电路。根据

基尔霍夫电路定律、运算放大器的电路特性，得到

的电路状态方程为
 

 
图 7 尖峰数为5的簇发(IAC=0.2sin(0.004×2πt))

 

 
图 8 尖峰数可控簇发
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dVx

dτ
= − 1

R1C1
Vy

dVy

dτ
= −

[
1

RαC2
− 1

10RβC2
tanh

(
R+RH

R
φ

)]
Vy

+
1

10R3C2
IACVx − 1

R4C2
Vx +

1

100R5C2
Vx

3

dφ
dτ

=
1

R6C3
Vy −

1

R7C3
φ


(11)

比对式(10)和式(11)，可得电阻RF=0.52 kW,
R 3=R C= 1   k W ,  R T= 2   k W ,  R 1= 5   k W ,
R=R4=R5=10 kW, RH=90 kW, R6=Rα=100 kW,
Rβ=200 kW, R2=500 kW, 滑动变阻器RW=9.8 kW,
电容C1=C2=C3=10 nF。仿真时设定电容C1, C2,

C3的初始电压为0.1 V, 0.1 V, 0.1 V, IAC的幅度为

0.1 V，频率f=480 Hz，可在示波器中观察到如

图10(a)所示的双涡卷混沌吸引子。调节f=520 Hz，

可观察到如图10(d)的玫红色单涡卷混沌吸引子。

改变C2初始电压为–0.2 V，可观察到对称的绿色单

涡卷混沌共存吸引子。当固定频率f=130 Hz，设

置电容初始电压值分别为0.1 V, 0.1 V, 0.1 V 和0.1 V,

–0.2 V, 0.1 V时, 能得到如图10(e)、图10(f)所示的

两支单边簇发共存。实验结果表明，电路仿真与数

值仿真结果基本对应。

4.2  DSP硬件实验

虽然所提出的系统可通过模拟电路实现，但实

际电路中初始条件相关部分的现象特征较难控制。

此外，由于激励频率较小并伴有随机信号扰动，会

使得电路输出不稳定，且混沌模拟电路不能直接用

于数字加密系统。本节将系统在DSP(TMS320F)平
台上离散化并实现，使设计的系统更加可控、稳

 

 
图 10 图示仪中混沌与共存

 

 
图 9 系统电路原理图
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定，以便未来更好地应用于加密领域。通过欧拉算

法，对系统进行离散化处理得

x (n+ 1) = x (n)− TScy (n)

y (n+ 1) = y (n) + TS

[
− [α− β tanh (φ (n))] y (n)

+IAC (n)x (n)−mx (n) + nx(n)
3
]

φ (n+ 1) = φ (n) + TS [y (n)− dφ (n)]

IAC (n+ 1) = IAC (n) + TS [2πFA cos (2πFt(n))]


(12)

其中实验参数与仿真时一致，TS=0.001，初始条

件为(0.01, 0.01, 0.01), 则由式(12)可得离散解。经

过平移变换后，离散解被限制在(0, 65535)的范

围内。将解进一步发送到16位单通道D/A转换器

(DAC8501)中进行时间序列转换，通过示波器

(Tektronix MSO3032)可观察到转换后的输出结

果，DSP硬件实验平台如图11(a)所示。通过示波

器观察到如图11(b)、图11(c)所示的尖峰数为4,
3的周期簇发，以及其它尖峰可控周期簇发。由实

验结果可知，数字信号处理平台实验效果较好，符

合预期。

5    结束语

本文基于所改进的双曲正切忆阻器构建了一个

忆阻型Du f f i n g非自治系统。利用转换相图、

Lyapunov指数等，揭示了该系统可产生比以往

Duffing系统中常规对称型簇发不同的非完全对称

簇发和共存。结合分岔分析，解释了其簇发产生机

理。该系统产生的多为点/点类型超临界草干簇

发，但表现的双边与单边、单边与单边等多种非完

全对称簇发共存行为说明了双曲正切忆阻器的引入

会极大丰富系统的动力学，尖峰数可控、峰值变化

的新颖簇发同样证明了该简单忆阻系统动力学行为

的复杂性。通过Multisim仿真以及DSP硬件实验进

一步验证了该模型的正确性以及物理可实现性，为

系统进一步应用作出理论铺垫。
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