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摘   要：在运动目标的无源定位场景下，闭式算法在低噪声情况下可以到达克拉美罗下界(CRLB)，但是这些算

法往往不能适应较大的测量噪声环境。针对目前闭式算法适应大噪声能力较差这一问题，该文联合到达时间差

(TDOA)以及到达频率差(FDOA)，提出一种基于半定松弛(SDR)技术的无源定位算法。该算法首先构建传统闭

式解的伪线性方程，其次利用随机鲁棒最小二乘(SRLS)的思想以及目标参数与额外变量之间的非线性关系，将无

源定位问题转化为了具有2次等式约束的最小二乘问题；随后，将半定松弛技术应用到这一问题上，约束最小二

乘问题松弛为半定规划(SDP)问题，最后，借助优化工具箱可以有效地对目标参数进行求解。该文所提出的算法

不需要初始值先验条件，仿真实验表明了所提算法的有效性。
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Abstract: In the passive location of moving target, the closed-form solution can reach Cramér-Rao Lower

Bound (CRLB) under the low noise level, but these algorithms often can not adapt to the large measurement

noise condition. For this problem, this paper proposes a passive positioning algorithm based on the Semi-

Definite Relaxation (SDR) using Time Difference Of Arrival (TDOA) and Frequency Difference Of Arrival

(FDOA). Firstly, this method constructs the pseudo-linear equation of the typical closed-form solution.

Secondly, the idea of Stochastic Robust Least Squares (SRLS) and the nonlinear relationship between the

target parameters and the additional variables are used to transform the localization problem into the least

squares problem with quadratic equality. Using Semi-Definite Programming (SDP) technique, constrained least

squares problem is then converted into the SDP problem, which is finally solved by the optimization toolbox.

The proposed method does not require an initial priori information and simulations show the effectiveness of

the proposed method.

Key words:  Passive localization;  Time Difference Of Arrival  (TDOA);  Frequency Difference Of Arrival

(FDOA); Semi-Definite Relaxation (SDR); Cramér-Rao Lower Bound (CRLB)

1    引言

无源定位技术由于其具有不主动发射电磁信

号、生存能力强、作用距离远等优点[1]，受到了国

内外学者的关注。无源定位已经被广泛应用于传感

器网络、雷达、无线通信以及导航 [2–8]等领域中。

对于运动目标或者是目标与观测站之间存在相互运

动时，常见的定位体制是利用到达时间差(Time
Difference Of Arrival, TDOA)以及到达频率差

(Fequency Difference Of Arrival, FDOA)观测量对

目标参数进行估计。

使用TDOA/FDOA对运动目标进行定位最大

的困难在于其高度的非线性以及非凸性，为此，国

内外学者提出了许多算法。文献[9]利用泰勒级数展

开的技术，将非线性等式线性化进行求解。然而这

种算法的收敛性受初始值影响较大。随后，文献[10]
给出了一种经典的两步加权最小二乘(Two Step
Weighted Least Squares, TSWLS)闭式算法。这种

算法第1步建立了含有额外变量的伪线性方程并且

给出了加权最小二乘解，第2步利用额外变量与目
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标参数的平方关系进一步提高了定位精度。这种算

法在低噪声模型下可以得到克拉美罗下界(Cramér-
Rao Lower Bound, CRLB)[11]。随后Ho等人在文献

[12,13]中将TSWLS算法扩展到观测站存在误差的

情况。文献[14]则将多维标度(MultiDimensional
Scaling, MDS)的算法引入到TDOA/FDOA的定位

体制中并且定位性能优于TSWLS算法。文献[15]指
出了当目标与参考站十分接近，也就是它们之间的

坐标差很小时，TSWLS算法会出现较大的误差。

为此，文献[15]提出了一种改进的定位算法，这种

算法的改进主要是在第2步中对TSWLS第1步的误

差进行估计，修正定位初始解得到最终的估计值。

文献[16]也提出了一种改进传统TSWLS第2步的

TDOA/FDOA闭式算法。与文献[15]不同的是，这

种算法在第2步建立了新的等式方程对目标位置以

及速度直接进行求解。这两种改进的TSWLS算法

在低噪声条件下均能够实现CRLB。文献[17]首先

将定位问题转化为了2次约束问题，随后简化了约

束条件得到了初值解，第2步同样对第1步的初值解

进行了修正并且得到了最终的解。

以上这些闭式算法大部分均是将非线性问题转

化为了线性问题或者是伪线性问题进行处理。而除

了闭式解，将非线性问题转化为凸优化算法应用于

定位问题也十分常见。文献[18]基于加权最小二乘

(Weighted Least Squares, WLS)，重新阐述了无

源定位问题并且使用半定松弛(SeminDefine Rela-

xation, SDR)的技术将非凸的定位问题转换为凸优

化问题。在适当的噪声条件下，这种算法的定位性

能优于MDS以及TSWLS算法。文献[19]将半定松

弛技术应用于具有站址误差的TDOA定位，将最大

似然估计问题转化为凸优化问题进行求解。随后文

献[20]将这一算法拓展到运动目标定位场景，首先

使用SDR得到初始值，随后给出一种迭代算法更新

目标参数估计值，虽然同样具有较好的性能。但是

这种算法与文献[18]均需要一个先验的初始估计

值，若该值选取较差，这种算法也无法达到

CRLB精度；同时文献[20]给出的算法运行时间远

远大于文献[18]的运行时间。

虽然闭式解的算法计算量较小，实时性得到了

保证。但是当测量噪声较大时，实时性往往无法保

证定位精度依旧接近克拉美罗界，有时甚至出现门

限效应(threshold effect)[10]。因此，如何使算法更

好地适应大的测量噪声，进一步提高定位算法的性

能值得研究。此外，对于一般的无源定位算法，其

目标函数是基于LS/WLS的代价函数，而观测矩阵

以及向量往往都具有不确定性，这些算法并没有从

统计模型的角度对目标函数进行处理。而随机鲁棒

最小二乘(Stochastic Robust Least Squares,

SRLS)[21]的思想将代价函数的期望作为优化的目标

函数，这能够更好地处理不确定性。

因此，本文针对运动目标TDOA/FDOA定位

场景，利用SRLS思想首先将定位问题转换为具有

2次等式约束的最小二乘问题，随后将约束最小二

乘问题松弛为半定规划(SeminDefine Program-

ming, SDP)问题，使用凸优化工具箱[22]进行求解，

本文算法求解过程不需要先验的初始值。虽然本文

所提出的算法需要较长的运行时间，但是仿真实验

表明了该算法在适当的噪声条件下可以实现克拉美

罗下界并且能够更好地适应大的测量噪声。

a k

a(k, 1) [·]T (·)o (·)
tr(·) O 0

⊙

文中粗斜体小写和大写字母分别表示向量与矩

阵；斜体字母表示标量；另外，向量 的第 个元

素表示 , 表示转置， 表示测量值 的真

实值， 表示迹运算； 和 分别代表元素均为

零的矩阵以及向量；符号 表示两个矩阵或向量对

应元素相乘的运算，即Schur积运算。

2    定位场景

M

si = [xo
i , y

o
i , z

o
i ]

T

ṡi = [ẋo
i , ẏ

o
i , ż

o
i ]

T i = 1, 2, ···,M

uo = [xo, yo, zo]T u̇o = [ẋo, ẏo, żo]T

M M − 1

本文考虑在3维空间中使用 个观测站对单

一运动目标进行定位。每个观测站的位置以及速

度均准确已知并且分别表示为 和

，其中 。运动目标的速

度和位置分别为 和 。

不失一般性地，本文选取了第1个观测站为参考

站，那么由 个观测站得到的 个真实的到达

时间差(TDOA)，乘以信号传播速度后可以得到

式(1)

roi1 = roi − ro1 (1)

roi1 i

roi = ||uo − si|| i

式中， 表示第 个观测站与参考站之间的到达

距离差， 表示第 个观测站与目标的

距离。

对式(1)两边关于时间求导可以得到距离差变

化率为

ṙoi1 = ṙoi − ṙo1 (2)

ṙoi式中， 表示距离变化率，并且有等式(3)

ṙoi = (uo − si)
T(uo − si)/||uo − si|| (3)

ṙoi1距离差变化率 可由真实的到达频率差(FDOA)

计算得到[10]。

ro = [ro21, r
o
31, ···, r

o
M1]

T ṙo = [ṙo21, ṙ
o
31, ···, ṙ

o
M1]

T

所有真实到达距离差及其变化率的向量形式记

作 以及 。

然而，这些真实值在实际中往往无法得到，因此本

文定义到达距离差及其变化率的测量值分别为
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r = ro + n
ṙ = ṙo + ṅ

}
(4)

r = [r21, r31, ···, rM1]
T ṙ = [ṙ21, ṙ31, ···, ṙM1]

T式中， , 。

n = [n21, n31, ···, nM1]
T ṅ = [ṅ21, ṅ31, ···, ṅM1]

T

E[nTn] = Qt E[ṅTṅ] = Qf

和

分别表示到达距离差及其变化率的测量噪声向量。

与文献[17]相同，假设噪声服从零均值高斯分布并

且其协方差矩阵分别为 , 。

3    半定松弛算法

3.1  约束最小二乘问题阐述

roi1 + ro1 = roi
roi

将式(1)移项为 ，对等式两边平方

并且将 的定义式代入可以得到TDOA等式为

(si − s1)
Tuo + roi1r

o
1 = 0.5(||si||2 − ||s1||2 − ro2i1 )

i = 2, 3, ···,M (5)

对式(5)两边关于时间求导有式(6)的FDOA
等式

(ṡi − ṡ1)
Tuo + (si − s1)

Tu̇o + roi1ṙ
o
1+ṙoi1r

o
1

= ṡTi si − ṡT1s1 − ṙoi1r
o
i1, i = 2, 3, ···,M (6)

θo = [uoT, u̇oT, ro1, ṙ
o
1]

T令 表示未知向量，将所

有TDOA以及FDOA等式用矩阵形式表示有

Gθo = h (7)

式中，

G =



(s2 − s1)
T

0 ro21 0
... 0

... 0

(sM − s1)
T

0 roM1 0

(ṡ2 − ṡ1)
T

(s2 − s1)
T

ṙo21 ro21
...

...
...

...
(ṡM − ṡ1)

T
(sM − s1)

T
ṙoM1 roM1


(8)

h = [hT
t ,h

T
f ]

T 2(M − 1)

ht hf

此外， 为 维的列向量，

以及 的每一个元素分别表示为

ht(i− 1, 1) = 0.5(sTi si − sT1s1 − ro2i1 )

hf (i− 1, 1) = ṡTi si − ṡT1s1 − ṙoi1r
o
i1

}
(9)

用测量值代替真实值，式(7)可以重写为

G̃θo − h̃ = ε (10)

ε h̃ = h+∆h

G̃ = G+∆G ∆h

∆G

式中， 表示等式误差向量，并且有 ,

。只保留线性误差项，那么 和

分别表示为

∆h ≈ −
[

ro ⊙ n
ṙo ⊙ n+ ro ⊙ ṅ

]
∆G =

[
O(M−1)×2N n 1M−1

O(M−1)×2N ṅ n

]
(11)

TSWLS算法[10,16]第1步是基于加权最小二乘将

等式误差式(10)的代价函数最小化，而在第2步中

θo考虑未知向量 各个分量之间的非线性关系也是基

于加权最小二乘方法。显然，式(11)的误差矩阵以

及误差向量具有不确定性，而基于随机鲁棒最小二

乘[21]的代价函数能够更好地处理这种模型，随机鲁

棒最小二乘的思想是最小化上述等式误差二范数平

方的期望值。因此，通过引入随机鲁棒最小二乘，

定位问题重新构建为式(12)的具有2次等式约束的

最小二乘问题

s.t. ro1 = ||uo − s1||
min
θo

E{∥ε∥2}

}
(12)

ṙo1 = (u̇o − ṡ1)
T(uo − s1)/||uo − s1|| (13)

h̃ = h+∆h G̃ = G+∆G

利用式(11)给出目标函数式(12)的具体表达

式，将 以及 代入式(10)，

则等式误差代价函数2范数为

||ε||2 = ||(G+∆G)θo − (h+∆h)||2

= ||Gθo − h||2 + θoT∆GT∆Gθo − 2θoT∆GT∆h

+∆hT∆h+ 2(∆Gθo −∆h)T(Gθo − h)
(14)

E(∆Gθo −∆h) = 0

Ch = E{∆hT∆h}
CG =

E(∆GT∆G) CGh = E(∆GT∆h)

CG CGh

使用随机鲁棒最小二乘的思想需要对式(14)左
右两边取期望，由于噪声服从零均值高斯分布，所

以 ，那么式(14)右边最后一项取

期望后为0。令 ，由于其在式(14)

中为常数项，因此不需要进行计算。另记

, ，那么经过简单的

矩阵运算[21]，可以得到 和 的表达式分别为

CG = E{∆GT∆G}
= blkdiag(O2N×2N , tr(Qt) + tr(Qf ), tr(Qt))

(15)

CGh =E{∆GT∆h}
= − [0T2N , tr(diag(r)Qt), tr(diag(ṙ)Qf )]

T (16)

因此，对式(14)取期望可以得到目标函数的具

体表达式为

E{||ε||2} = ||Gθo − h||2 + θoTCGθ
o − 2θoTCGh +Ch

(17)

至此，定位问题转化为了具有2次等式约束的

最小二乘问题，接下来将给出具体求解过程。

3.2  半定松弛解

经过一些简单的矩阵变化，约束最小二乘问题

可以改写为

min
θo

||Aθo − b||2

s.t. ro1 = ||uo − s1||
ṙo1 = (u̇o − ṡ1)

T(uo − s1)/||uo − s1||

 (18)

A GTG+CG ATA=式中，矩阵 表示 的平方根，即有
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GTG+CG b = (AT)−1(GTh−CGh)

bTb

成立，并且 ，添

加的常数项为 。

优化问题式(18)的目标函数是凸函数，但是其

约束条件是非凸的，因此这一类问题属于非凸的

2次约束2次规划(Quadratically Constrained Quad-
ratic Programming, QCQP)[21]问题，本文使用半

定松弛(SDR)技术来求解这一问题。

优化问题式(18)的目标函数等价于

||Aθo − b||2= tr
([

Y θoT

θo 1

]
W

)
(19)

式中，

Y = θoθoT, W =

[
ATA −ATb
−bTA bTb

]
(20)

那么约束条件式(13)可以写为

Y (7, 7) = tr{Y (1 : 3, 1 : 3)} − 2sT1θ
o(1 : 3) + sT1s1

Y (7, 8) = tr{Y (1 : 3, 4 : 6)} − ṡT1θ
o(1 : 3)

− sT1 θ̇
o(4 : 6) + ṡT1s1


(21)

Y

θo

ṙo1 = (u̇o − ṡ1)
T(uo − s1)/||uo − s1||

ṙo21 ≤ ||u̇o − ṡ1||2

显然，新的约束条件式(21)两边是关于 和

的仿射函数，因此是凸的[21]。此外，对距离变化

率 利用Schwartz

不等式有 ，即

Y (8, 8) ≤ tr{Y (4 : 6, 4 : 6)} − 2ṡT1θ
o(4 : 6) + ṡT1 ṡ1

(22)

Y = θoθoT Y ≽ θoθoT

Y

而表达式 可以松弛为 ，并

且 的秩为1。因此，约束最小二乘问题最终可以

转换为

min
θo

tr
([

Y θoT

θo 1

]
W

)
s.t.

Y (7, 7) = tr{Y (1 : 3, 1 : 3)} − 2sT1θ
o(1 : 3) + sT1s1

Y (7, 8) = tr{Y (1 : 3, 4 : 6)} − ṡT1θ
o(1 : 3)

− sT1 θ̇
o(4 : 6) + ṡT1s1

Y (8, 8) ≤ tr{Y (4 : 6, 4 : 6)} − 2ṡT1θ
o(4 : 6) + ṡT1 ṡ1

[Y ,θoT;θo, 1]T ≽ 0


(23)

式(23)的优化问题可以通过凸优化工具箱进行

求解。

值得注意的一点是，本文算法最终得到的凸优

化问题式(23)与文献[18]中的凸优化问题式(32)虽然

形式相同，但是本质上构造凸优化问题的过程却是

截然不同：文献[18]是利用等式误差矩阵式(10)将
最大似然估计问题近似为加权最小二乘问题，随后

通过简单的数学变化以及适当的松弛构造凸优化问

题，但是文献[18]的这种算法并没有充分考虑观测

矩阵和向量中存在的随机误差；本文将随机鲁棒最

小二乘技术应用于定位问题，将等式误差式(10)
2范数的期望作为目标函数，进而构造凸优化问

题。根据文献[21]，本文这种技术能够更好地处理

观测矩阵和向量中存在的随机误差，后续仿真实验

也证明了这一点。

4    算法计算复杂度分析

O
(√

µ(m3 +m2µ2 +mµ3)
)

m = 4

µ = 2N + 3 N = 3

O(4(2N + 3)4.5)

本节主要对本文所提出算法的计算复杂性进行

了简要分析，为了分析简便，主要以实数乘法进行

分析；本文所提出的算法主要的计算复杂度集中在

求解SDP问题上，根据文献 [18 ]，最差的求解

SDP问题的复杂度为 ，

其中本文算法中 为SDP标准形式下约束条件

的个数并且 为优化问题空间(本文中 )，
因此本文算法复杂度近似为 ，相比

较[18]中SDR的算法，不需要进行初始值的求解，

因此本文算法的复杂度略小于文献[18]的复杂度。

5    仿真实验

Qt = σ2R Qf = 0.1σ2R

σ2 R

l = 5000

本节给出了仿真实验进一步验证本文算法的定

位性能。不失一般性，假设TDOA与FDOA测量误

差之间相互独立，并且距离差及其变化率测量误差

分别设置为 以及 [10]。这里，

为测量噪声的方差， 是对角线元素均为1，其

余元素为0.5的矩阵。算法性能由多次蒙特卡罗实

验得到的目标位置和速度估计值的均方根误差

(Root Mean Square Error, RMSE)取平均后评

估，蒙特卡罗仿真次数设置为 次，均方根

误差指标定义为

RMSE(u) =

√√√√ l∑
i=1

||ûi − uo||2/l

RMSE(u̇) =

√√√√ l∑
i=1

|| ˆ̇ui − u̇o||2/l


(24)

ûi
ˆ̇ui式中， 和 为每次蒙特卡罗实验得到的目标位置

与速度估计值。

本文考虑3种仿真情形：前2种仿真情形分别对

近场目标以及远场目标的位置与速度进行了估计。

场景3给出了对一个运动目标在不同时刻的位置以

及速度进行了估计。其中，对比算法包括文献[16]
中改进的TSWLS算法、文献[17]中改进的非完全约

束WLS算法以及文献[18]中的SDR算法。此外，

CRLB作为检验估计性能的标准在仿真中也给出。

uo = [400, 500, 550]T u̇o = [20, 25, 30]T
场景1中近场目标的位置与速度分别设置为

与 ，远场目标
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uo = [2000, 1800, 2400]T

u̇o = [20, 25, 30]T
的位置与速度分别设置为

与 , 观测站的位置与速度在表1中

给出。另外，本文算法使用的是凸优化工具箱中的

SeDuMi求解器[22]。图1(a)与图1(b)分别给出了近场

条件下，不同定位算法对目标参数估计性能随着测

量噪声增加的变化曲线。图2(a)和图2(b)则是远场

条件下，不同定位算法对目标参数估计性能随着测

量噪声增加的变化曲线。

如图1(a)所示，对于近场目标位置估计，文献

[16]改进的TSWLS算法、文献[17]中改进的非完全

约束WLS算法、文献[18]中SDR算法及本文所提出

的算法均能够实现CRLB；当测量噪声大于1 dB时

改进的TSWLS方法出现了“门限效应”，定位性

能下降，文献[18]中的SDR算法也开始偏离CRLB。

而文献[17]中改进的非完全约束算法第1步需要求解

高次方程，当测量噪声大于1.5 dB定位性能下降较

快，偏离CRLB程度较大；本文方法即使在测量噪

声达到2 dB时也十分接近CRLB。当测量噪声达到

2 dB时，本文方法得到的均方根误差比改进的非完

全约束WLS算法[17]以及SDR算法[18]大约可以降低

0.7 dB。
如图1(b)所示，近场目标速度的估计与位置估

计情况大致相同，低噪声时所有算法的估计性能均

能达到CRLB。当噪声达到1 dB时，对比算法均开

始偏离CRLB，但是本文提出的方法在测量噪声大

于1.5 dB才开始偏离CRLB，仿真实验表明该算法

能够更好地适应大的测量噪声，具有更好的鲁棒性，

而且本文所提的算法不需要初始值这个先验条件。

在远场条件下目标参数估计性能与近场目标参

数估计性能相似：对于远场目标位置估计，如图2(a)
所示，当测量噪声较小时所有算法均能够达到

CRLB。当噪声到达–5 dB时，改进的TSWLS算法

以及SDR算法开始偏离CRLB，当噪声达到0 dB，

改进的非完全约束WLS的算法也会发生同样的情

况。而本文算法在0 dB时虽然也会开始偏离CRLB，
但其偏离程度较小，具有更好的鲁棒性。对于远场

目标速度估计性能，如图2(b)所示，低噪声时所有

算法可以实现CRLB；当噪声大于–0.5 dB，所有

表 1  观测站的位置与速度

序号 位置(m) 速度(m/s)

1 300 100 150 30 –20 20

2 400 150 100 –30 10 20

3 300 500 200 10 –20 10

4 350 200 100 10 20 30

5 –100 –100 –100 –20 20 20

 

 
图 1 近场目标估计均方根误差对比

 

 
图 2 远场目标估计均方根误差对比

第 7期 孙  霆等：一种基于半定松弛技术的TDOA-FDOA无源定位算法 1603



算法均开始偏离CRLB，但是本文方法偏离程度较

小，能够更好的适应大的测量噪声。

uo
ini = [1000, 1000, 1000]T u̇o = [20, 25, 30]T

uo = uo
ini + tu̇o t = 1, 3, ···, 19

在场景3的仿真中，我们对运动目标在不同

时间节点进行参数估计，目标初始位置为

，速度为 ，

每隔2个单位时间长度进行1次定位，观测时间总

长度为19个单位时间长度，因此目标位置随时间

变化的关系式为 , 。测

量噪声方差设置为0 dB，图3(a)和图3(b)为在这个

过程中不同算法对目标位置以及速度的估计性能的

比较。

对于目标位置的估计，从图3(a)看出本文算法

在整个观测时间内始终有着最小的均方根误差，比

文献[16]以及文献[18]中的算法大约能改善0.2 dB，

而改进的非完全约束WLS算法虽然与本文算法相

对接近，但是从图3(b)中可以看出该方法对于速度

的估计性能较差，本文算法对于速度估计依旧有最

小的均方根误差。

另外，图3仿真情景中值得注意的一点是所提

算法的优势随着采样时间点的增加而增大，这里给

出一种比较合理的解释：通常而言对于定位问题，

当噪声一定时，不同算法在远距离目标估计的场景

下偏离CRLB的程度会比近距离目标大(除非出现

阈值效应)，这一点在文献[10,18]仿真实验中均有

体现；在本文仿真实验中，随着时间的增加，目标

与参考观测站之间的距离逐渐变大，不同算法偏离

CRLB的程度也会变大，估计均方根误差也会变

大。而正如前文中所述，所提算法具有较好的鲁棒

性，因此偏离CRLB的程度与其他算法相比较小，

即算法优势逐渐增大(尤其速度估计优势)。
最后，表2给出了4种算法的平均CPU运行时

间，本文提出的算法执行时间略小于文献[18]方
法，这也证明了第4节理论分析的正确性，并且本

文提出的算法不需要初始值的先验条件；而相比于

闭式解[16,17]，本文算法执行运行时间较长，计算量

较大，但是却具有更好的适应大的测量噪声能力。

6    结束语

在目标处于运动状态的无源定位场景下，针对

闭式算法无法更好适应大的测量噪声的问题，本文

联合TDOA以及FDOA，提出一种基于半定松弛技

术的无源定位算法。首先利用TSWLS的伪线性方

程以及随机鲁棒最小二乘的思想，将定位问题重新

构建为了具有2次等式约束的最小二乘问题，随后

将约束最小二乘问题转化为半定规划问题，使用优

化工具箱进行求解。仿真实验表明了虽然本文算法

无法保证实时性，但是测量噪声较大时，实时性并

不能带来较好的定位性能，而本文算法在适当的噪

声条件下可以实现克拉美罗下界并且能够更好地适

应大的测量噪声。
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