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摘   要：该文给出了一般的2次多项式混沌系统与Tent映射拓扑共轭的充分条件，并依据该条件，给出了一类2次

多项式混沌系统及其概率密度函数；进一步得到了能够将这类系统均匀化的变换函数；给出了一个新的2次多项

式混沌系统并进行均匀化处理，对其产生的序列进行了信息熵、Kolmogorov熵和离散熵分析，结果显示该均匀化

方法的均匀化效果显著且不改变序列混沌程度。
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Abstract: A sufficient condition for general quadratic polynomial systems to be topologically conjugate with

Tent map is proposed. Base on this condition, the probability density function of a class of quadratic

polynomial systems is provided and transformations function which can homogenize this class of chaotic

systems is further obtained. The performances of both the original system and the homogenized system are

evaluated. Numerical simulations show that the information entropy of the uniformly distributed sequences is

closer to the theoretical limit and its discrete entropy remains unchanged. In conclusion, with such

homogenization method all the chaotic characteristics of the original system is inherited and better uniformity

is performed.
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1    引言

在过去的40年里，混沌作为一种有意思的复杂

非线性动力学现象得到了深入的研究。1975年，文

献[1]首次对“混沌”一词运用数学定义进行描述。

混沌的非周期特性和初值敏感性使其在多个领域内

都有应用潜力[2,3]，近年来得到了广泛关注。

基于混沌系统的流密码的研究中，混沌系统本

身的随机性是决定密码系统安全性的重要因素[4,5]，

而大部分混沌系统的分布并不是均匀的，混沌系统

的均匀化，或许能成为优化混沌系统随机性的重要

手段。在众多混沌系统中，Tent映射具有均匀分布

的特性，文献[6]通过证明Logistic映射和Cheby-
shev映射均与Tent映射具有拓扑共轭关系，从而得

到了Logistic映射和Chebyshev映射的概率密度函

数。文献[7]使用均匀化和反向误差分析的结果来量

化时间积分器的误差如何影响轨迹的平均行为，从

而使数值模拟收敛于均匀化多尺度系统的概率密度

函数。像Tent映射这样的能够产生随机性良好的均

匀混沌序列的系统十分值得深入研究。因此，均匀

化混沌序列的方法应运而生[8,9]。文献[8]利用设计

的变换函数对抛物线映射进行变换，使得Logis-
tic映射经过变换后能够产生均匀分布的混沌序列。

文献[9]基于均匀化趋势定理和偏差定理提出了一种

混沌序列均匀化的普适算法。均匀化方法有效性的

验证，可以通过统计直方图查看序列的分布情况，

或分析序列的信息熵。而离散混沌系统的混乱程度
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的度量，可以利用Kocarev等[10,11]提出的有限集合

上的离散熵[12]的指标进行检测。

文献[13]给出了一个2次多项式混沌系统，证明

了该系统与Tent映射满足拓扑共轭，并进一步给出

了该系统的概率密度，将该混沌系统进行了均匀

化，本文将文献[13]的结论进一步推广，并结合文

献[14]提出的一般2次多项式映射存在3-周期点的充

分必要条件，进一步提出了一般2次多项式混沌系

统与Tent映射拓扑共轭的充分条件，由此得到了这

一类系统的概率密度，通过概率密度函数对这类系

统进行变换，从而达到均匀化的目的; 最后进行数

值模拟实验，通过对信息熵、Kolmogorov熵、离

散熵等特性进行评价，表明了该均匀化方法的有

效性。

2    一般2次多项式混沌系统及其概率密度
求解

文献[14]通过在复数域上分解实系数多项式，

提出了一般非线性多项式的3-周期点的等价命题，

并基于多项式的完全判别系统，提出了一般2次
多项式3-周期点存在性的充要条件，表述为如下

引理:
f (x) = ax 2+bx+c

b2 ¡ 4ac¡ 2b ¸ 7
引理1[14]　2次多项式 有实的

3-周期点的充分必要条件是 。

f : X ! X g : Y! Y

h : X ! Y
f (h (x)) = h (g (x)) f g

定义1[15]　设 和 为两个映

射，如果存在一个可逆映射 ，使得

，则称 和 是拓扑共轭的。

拓扑共轭是动力系统中的重要理论，满足拓扑

共轭关系的两个系统将具有相同的动力行为。

下面提出一般2次多项式混沌系统与Tent映射

满足拓扑共轭关系的充分条件，定理表述如下：·
¡4¡ b
2a

;
4¡ b
2a

¸ ·
4¡ b
2a

;

¡4¡ b
2a

¸
f (x) = ax 2+

bx+c

定理1　在区间 或者

上，一般 2次多项式函数

，以及三角函数

h (x) =
2
a
cos x ¡ b

2a
(1)

a; b; c如果参数 满足条件

b2 ¡ 4ac¡ 2b = 8 (2)

f (x) h (x)则 与Tent映射关于 拓扑共轭。

证明：设Tent映射为

g (x) =

8>><>>:
2x ; 0 · x · 1

2

2¡ 2x ; 1
2
· x · 1

(3)

f (x) g (x)

h (x) f (h (x)) = h (g (x))

为使函数 与T e n t映射 关于变换

拓扑共轭，则需要证明 。

基于拓扑共轭定义，一方面

h (g (x)) =

8>><>>:
2
a
cos 2 x ¡ b

2a
; 0 · x · 1

2
2
a
cos (2¡ 2x)¡ b

2a
;
1
2
· x · 1

=
2
a
cos 2 x ¡ b

2a
= h (2x) (4)

另一方面

f (h (x)) = ah2 (x)+bh (x)+c

= a
µ

h (x)+
b
2a

¶2
¡ b2

4a
+c

= a
µ
2
a
cos x

¶2
¡ b2

4a
+c

=
2
a
cos 2 x+

2
a
¡ b2

4a
+c (5)

b2 ¡ 4ac¡ 2b = 8又因为 ，所以式(5)

f (h (x)) =
2
a
cos 2 x+

8¡ b2+4ac
4a

=
2
a
cos 2 x ¡ b

2a

与式(4)相等。

f (x) g (x) h (x)综上， 与Tent映射 关于 拓扑共

轭。  证毕

下面基于引理2给出一般2次多项式混沌系统的

概率密度。

f (x) g (x) h (x)

½g (x) g (x)

f (x)

引理2[16]　如果映射 和 关于 拓扑

共轭， 是映射 的概率密度函数，那么映

射 的概率密度函数

½f (x) = ½g
¡
h¡1 (x)

¢ ¯̄̄̄dh¡1 (x)
dx

¯̄̄̄
: (6)

f (x) = ax 2+bx+c

b2 ¡ 2b¡ 4ac = 8 x 2
·
¡4¡ b
2a

;
4¡ b
2a

¸
x 2

·
4¡ b
2a

;
¡4¡ b
2a

¸
; f (x)

定理2　一般2次多项式 ，其

中 ,   或

  的概率密度为

½ (x) =

8><>:
¯̄̄̄

2ap
16¡ b2 ¡ 4abx ¡ 4a2x 2

¯̄̄̄
; x 2

·
¡4¡ b
2a

;
4¡ b
2a

¸
x 2

·
4¡ b
2a

;
¡4¡ b
2a

¸
0;

(7)
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证明　已知Tent映射的概率密度函数为

½T (x) = 1; x 2 (0; 1) (8)

f (x) h (x) =
2
a
cos x¡

b
2a

由于 与Tent映射关于

拓扑共轭，则有

½f (x) = ½T
¡
h¡1 (x)

¢ ¯̄̄̄dh¡1 (x)
dx

¯̄̄̄

=

¯̄̄̄
¯̄̄̄d
µ
1
arccos

µ
a
2

x+
b
4

¶¶
dx

¯̄̄̄
¯̄̄̄

=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄

a
2

1s
1¡
µ

a
2

x+
b
4

¶2
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄

=

¯̄̄̄
2ap

16¡ b2 ¡ 4abx ¡ 4a2x 2

¯̄̄̄
(9)

综上得证函数

½f (x) =

¯̄̄̄
2ap

16¡ b2 ¡ 4abx ¡ 4a2x 2

¯̄̄̄
(10)

f (x)是 的概率密度函数。  证毕

f (x)由 的概率密度函数可知一般2次多项式混

沌系统产生的序列是不均匀分布的，因此存在统计

特性明显的弱点，需要对其进行改善，最直接的方

法就是均匀化处理。以下给出基于概率密度函数的

均匀化方法。

3    一般2次多项式混沌系统的均匀化

X定理3　已知随机变量 的概率密度如式(7)，
则随机变量

Z =
1
arcsin

µ
¡ a
2

X ¡ b
4

¶
(11)

·
¡1
2
;
1
2

¸
在区间 上的服从均匀分布。

Z证明　随机变量 的分布函数

FZ (z) = P (Z · z)

= P
µ
1
arcsin

µ
¡ a
2

X ¡ b
4

¶
· z
¶

= P
µ
¡ a
2

X ¡ b
4
· sin z

¶
= P

µ
aX ¸ ¡2 sin z ¡ b

2

¶
(12)

a<0 ½f (x)=¡
2ap

16¡b2¡4abx¡4a2x 2
(1) 当 时， ，

则

FZ (z) = P
µ

aX ¸ ¡2 sin z ¡ b
2

¶
= P

µ
X · ¡2 sin z

a
¡ b
2a

¶

=

Z ¡2 sin z
a

¡ b
2a

¡1
½X (x) dx (13)

Z将式(13)左右两边求导，得到 的概率密度

½Z (z) =

8>>>>>><>>>>>>:

µ
¡2a

¶
¢
µ
¡2

a
cos z

¶
s
16¡ b2+4ab

µ
2 sin z

a
+

b
2a

¶
¡ 4a2

µ
2 sin z

a
+

b
2a

¶2 ; x 2
·
4¡ b
2a

;
¡4¡ b
2a

¸

0;

=

(
cos z=

p
cos2 z ; ¡1 · sin z · 1
0;

=

8<: 1; ¡ 1
2
· z · 1

2
0;

(14)

a > 0 ½f (x) =
2ap

16¡ b2 ¡ 4abx ¡ 4a2x 2
　　(2) 当 时， ，则

FZ (z) = P
µ

aX ¸ ¡2 sin z ¡ b
2

¶
= P

µ
X ¸ ¡2 sin z

a
¡ b
2a

¶

= 1¡
Z ¡2 sin z

a
¡ b
2a

¡1
½X (x) dx (15)
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½Z (z) =

8>>>>>><>>>>>>:

2a ¢ 2
a

cos zs
16¡ b2+4ab

µ
2 sin z

a
+

b
2a

¶
¡ 4a2

µ
2 sin z

a
+

b
2a

¶2 ; x 2
·
¡4¡ b
2a

;
4¡ b
2a

¸

0;

=

(
cos z=

p
cos2 z ; ¡1 · sin z · 1
0;

=

8<: 1; ¡ 1
2
· z · 1

2
0;

(16)

Z =
1
arcsin

µ
¡a
2

X ¡ b
4

¶
·
¡1
2
;
1
2

¸综 上 ， 在 区 间

上服从均匀分布。  证毕

X Z
X

Z

是混沌系统，由随机变量 的定义可知其与

随机变量 在给定区间内满足一一对应关系，因此

也是混沌系统。

4    均匀化后的混沌系统的性能分析

a; b; c b2 ¡ 4ac¡
2b = 8

基于引理1和定理1，取 满足

，就可以得到与Tent映射拓扑共轭的2次多

项式混沌系统，根据定理2给出系统的概率密度函

数，并基于定理3对系统进行均匀化，分别计算原

系统和均匀化后系统的信息熵，列举3个系统的详

细数据如表1所示。

a = 3:5 b = 3:3 c = ¡0:265取 ,  ,  ，得到了如下

与Tent映射拓扑共轭的2次多项式混沌系统

f (x) = 3:5x 2+3:3x ¡ 0:265; x 2
·
¡ 73
70

;
1
10

¸
(17)

基于定理3对系统进行均匀化处理，得到均匀

化后的系统

x(n+1) = 3:5x(n)2+3:3x(n)¡ 0:265

z(n) =
1
arcsin

µ
¡ 7
4

x(n)¡ 33
40

¶ 9>=>; (18)

通过数值模拟对均匀化前后的混沌系统进行了

实验，分别验证混沌系统的均匀性和混沌特性。下

面给出文中涉及的指标的定义。

4.1  几种熵的定义

= fx 1; x 2; ¢¢¢; xng
P xi

pi H ( )

定义2　信息熵：设 是一种

信息源， 为 上的一个概率分布，记 的概率为

。信源的信息熵记为 ，则

H ( ) = ¡
nX

i=1

pi log2 pi (19)

log2 (n)
当信源等概率分布时，信息熵能取到最大值为

，这就是最大熵原理。

n

" n

¿

P (i0; i1; ¢¢¢; id)
i0 t = 1 i1 t = 2

i2 ¢¢ ¢ t = d id

定义3[3]　Kolmogorov熵(K熵)：将一个 维动

力系统的相空间分割为一系列边长为 的 维立方

体盒子，对于状态空间的一个吸引子和一条落在吸

引域中的轨道，取时间间隔为一个很小量 ,

为联合概率，表示起始时刻系统轨道

在第 格子中， 时在第 个格子中， 时在

第 个格子中， ,   时在第 个格子中的概

率，则Kolmogorov熵定义为

K =¡ lim
¿!0
lim
"!0

lim
d!1

1
d¿

X
i0;i1;¢¢¢;id

P (i0; i1; ¢¢¢; id)

¢ lnP (i0; i1; ¢¢¢; id) (20)

K = 0 K =1
K

K熵可用于整体度量系统运动的混沌程度。对

于规则运动 ；对于纯随机运动 ；对

1维映射， 值等于正的Lyapunov指数。

S = fs0; s1; ¢¢¢; sL¡1g
F : S ! S

¾n f0; 1; ¢¢¢;n ¡ 1g ´ [ (0);
(1); ¢¢¢; (n ¡ 1)] 2 ¾n 2 · n · L

定义4 [12]　离散熵：设 是

序集关系为“<”的有限集合， 是一个双

射， 表示所有 的排列，

，其中， 。令

Q (n) =
n

s 2 S : F (0) (s) < ¢¢¢ < F (n¡1) (s)
o
(21)

表 1  几个2次多项式混沌系统

f (x)混沌系统 概率密度 z(x)均匀化系统 f (x)信息熵 z(x)信息熵

f (x) =
7
2

x 2+
33
10

x ¡ 53
200

7p
¡49x 2+46:2x+5:11

z(x) =
1
arcsin

µ
¡ 7
4

x ¡ 33
40

¶
8.6470 8.9651

f (x) =
5
4

x 2 ¡ 1
2

x ¡ 27
20

5p
¡25x 2+10x+63

z(x) =
1
arcsin

µ
¡ 5
8

x+
1
8

¶
8.6380 8.9649

f (x) = ¡ 5
2

x 2+3x+
1
2

5p
¡25x 2+30x+7

z(x) =
1
arcsin

µ
5
4

x ¡ 3
4

¶
8.6412 8.9650
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q (n) =
jQ (n)jX

¿2¾n

jQ¿ (n)j
(22)

n n ¸ 2 F对确定的 ,  ，映射 的离散熵

H±
(n) (F) = ¡ 1

n ¡ 1
X
2¾n

q (n) log2 q (n) (23)

H±
(n) (F) F n(2 · n ·

maxs2S fPer (s)g) Per (s)

S maxs2S fPer (s)g
F

描述了映射 的每相邻

长元素的混乱程度，其中，

为集合 的周期。当选取元素长度大于 ，

映射 的离散熵为0。

文献[12]进一步对式(23)取算术平均数，更准

确地将离散熵定义为

h± (F) =
1

nmax¡ 1

nmaxX
n=2

H±
(n) (F) (24)

nmax = max
n

n : H±
(n) (F) 6= 0

o
其中， 。

4.2  混沌系统性能检测

4.2.1  统计直方图分析

对均匀化前后的混沌系统生成的序列进行数值

统计，并给出统计直方图如图1(a)和图1(b)。可以

看出，经过均匀化处理后的混沌序列均匀性明显改善。

4.2.2  信息熵分析

N
x (n) z (n)

M
ni (i = 1; 2; ¢¢¢;M)

pi = ni=N
XM

i=1
pi = 1

¡
XM

i=1
1=M log2 1=M =log2M

N = 500000 M

信息熵用以度量信源的不确定性程度。本文分

析了均匀化前后系统产生的序列的信息熵。数值模

拟由式(17)和式(18)分别迭代得到2个长度为 的离

散混沌序列 和 ，依据其取值范围等分成

个区间，统计落在每个区间内的离散序列值的个

数，记为 ，则每个区间的统计概

率 ，有 。根据最大信息熵原

理，信息熵最大值为 。

设定序列长 ，当 值取100, 300, 500时
分别测试均匀化前后信息熵，并与理论最大熵对

比，结果如表2。

M由表2的结果可知，在统计区间数 不同的3组
实验中，均匀化后的序列较均匀化前序列的信息熵

都明显接近于最大熵，表明序列均匀化处理的有效

性，结果相对理想。

4.2.3  离散熵和K熵

h± (F)

n (n ¸ 2) n!

2 · L · 7

离散熵(DE)的概念由文献[12]提出用于度量有

限集合上离散系统的混沌程度。离散熵 考虑

了相邻 长序列的每一种排列，共 种。本

文选取 特殊情况，每次选定1个系统参

数，对均匀化前后的系统分别进行模拟，并与系统

的K熵(即正的Lyapunov指数)对比。

a 2 [1:5; 3:5]选定参数 ，均匀化后的系统为

x(n+1) = ax(n)2+3:3x(n)¡ 0:265

z(n) =
1
arcsin

µ
¡ a
2

x(n)¡ 33
40

¶ 9>=>; (25)

b 2 [1:5; 3:3] c 2 [¡0:265;
0]

模拟均匀化前系统的K熵、离散熵，如图2(a)

所示，均匀化前和均匀化后系统的离散熵如图2(b)所

示；类似地，分别选定参数 , 

进行模拟，结果分别如图2(c)、图2(d)和图2(e)、

图2(f)所示。

从图2(a), 图2(c), 图2(e) 3个图可以看出，均

匀化前系统的离散熵的图线近似为其K熵曲线偏移

了固定常量，这也说明了离散熵度量系统混沌程度

的合理性; 图2(b), 图2(d), 图2(f)显示均匀化前后系

统的离散熵完全相同，充分表明均匀化后的系统保

持了原系统的混沌特性。

表 2  系统均匀化前后的信息熵与最大熵比较

(N;M) 均匀化前

信息熵

均匀化后

信息熵
最大熵

(500000, 100) 6.3530 6.6437 6.6439

(500000, 300) 7.9137 8.2284 8.2288

(500000, 500) 8.6431 8.9651 8.9658

 

 
图 1 统计直方图
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5    结论

本文将文献[13]的结果推广到了一般2次多项式

混沌系统，给出了一般的2次多项式混沌系统与

Tent映射拓扑共轭的充分条件，并依据该条件，推

出一类2次多项式混沌系统的概率密度函数，进一

步得到了能够将这类系统均匀化的变换函数。用该

均匀化方法对一个新的混沌系统进行均匀化处理，

分析均匀化后系统产生的序列的信息熵，结果极接

近于理论最大熵的值，说明均匀效果良好；数值模

拟实验分别分析了系统的K熵与离散熵，结果表明

离散熵近似为以固定常量偏移后的K熵，并且均匀

化后的混沌系统保持了原系统的混沌程度。
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