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摘   要：该文给出了基于差族的高斯整数互补序列构造方法。利用差族与互补序列之间的联系，首先推导出高斯

整数互补序列存在的充分条件，进而直接构造了阶数为2的高斯整数互补序列。为进一步增加高斯整数互补序列

数目，又利用映射方法构造了阶数为4的高斯整数互补序列。同传统的2元互补序列相比，高斯整数互补序列的存

在数目很多，因此该文方法可以为通信系统提供大量的互补序列。
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Abstract: Constructions of Gaussian integer periodic complementary sequences are presented in this paper.

Based on the relationship between periodic complementary sequences and difference families, the sufficient

condition of the existence of Gaussian integer periodic complementary sequences is proposed at first, then

Gaussian integer periodic complementary sequences with degree 2 are constructed directly. To extend the

number of Gaussian integer complementary sequences, Gaussian integer complementary sequences with degree

4 are constructed based on mappings. Compared with binary complementary sequences, there are more

Gaussian integer complementary sequences, as a result, the presented methods will propose an abundance of

complementary sequences for communication systems.

Key words: Gaussian integer sequence; Difference family; Periodic complementary; Complementary pair

1    引言

a + bi a b i =
p
¡1

高斯整数序列是一类特殊的离散信号，其元素

取值于高斯整数集合。高斯整数序列中每个元素具

有 的形式，其中 和 都是整数， 为虚

数单位。与传统的多相序列不同，高斯整数序列元

素的幅值不一定相等，属于非恒定幅度序列。通信

系统中常用的4相序列、QAM序列都属于高斯整数

序列。与传统的多相序列相比，高斯整数序列设计

成果较少。高斯整数序列在高数据率通信系统中具

有潜在的应用价值，如码分多址系统(CDMA)中可

以采用高斯整数序列作为多用户地址码[1,2]，OFDM

f0; 1+ i; 1¡ i;
¡1+ i; ¡1¡ ig

f0; §1; §ig

系统中利用完备高斯整数序列来降低信号峰均功率

比(PMPR)[3,4]。因此高斯整数集合上的序列设计成

为无线通信领域的研究热点问题之一。高斯整数序

列的阶数(degree)定义为一个序列周期内不同的非

零元素个数，如元素取值于集合

的序列是一个4阶高斯整数序列。

在基于高斯整数序列的无线通信系统如PGIS-
CDMA中，系统的载波-干扰比(carrier-to-interfer-
ence ratio)与高斯整数序列的阶数有关[2]。由文献

[2]的仿真结果可知，基于具有高阶数完备高斯整数

序列的PGIS-CDMA系统相比基于m序列或Gold序
列的传统DS-CDMA性能更加优良。因此，完备高

斯整数序列构造方法的研究得到广泛关注，并取得

一系列的成果。2012年，文献[5]利用8个定义在集

合 的基序列线性组合，构造了偶数长

度的具有理想自相关性能的完备高斯整数序列。Yang
等人[6]利用传统分圆法构造了长度为素数的完备高
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pq
斯整数序列。文献[7]则利用广义分圆法构造了一类

具有长度为 形式的完备高斯整数序列。Pei和
Chang等人[8,9]则分别构造了任意长度的完备高斯整

数序列。最近，组合设计领域的差集被应用到高斯

整数序列设计中，得到了一些阶数为2和4的完备高

斯整数序列[10—12]。还有另外一些方法，如文献[13]
利用整数集上的多电平完备序列构造了完备高斯整

数序列。最近，文献[14]利用有限域上的伪随机序

列构造了几乎完备自相关高斯整数序列，文献[15,16]
利用分圆法构造了完备高斯整数序列。文献[17,18]
构造了参数达到理论界限的零相关区高斯整数序列

集。以上所述的高斯整数序列都属于单码序列。互

补序列是一类不同于单码序列的序列形式，每条互

补序列由多个子序列组成，其相关函数由相应子序

列的相关函数求和来表征。目前已有的互补序列都

是传统的2元、多相互补序列[19,20]，关于高斯整数

集上的互补序列设计的成果很少。做为一种重要的

序列形式，将互补序列设计推广到高斯整数集上是

一个很有意义的研究方向。

早在1990年，文献[19]建立了差族与2元周期互

补序列之间的联系。为进一步扩展周期互补序列存

在数目，Li等人[21]对文献[19]进行了推广，构造了

2值(two-valued)周期互补序列。本文致力于高斯整

数集上的周期互补序列设计问题。基于文献[19]思
想，建立起差族与高斯整数周期互补序列的联系，

推导出高斯整数周期互补序列存在的充分条件，进

而基于差族构造了阶数为2的高斯整数周期互补序

列。为扩展高斯序列的数目，进一步利用映射的方

法构造了阶数为4的高斯整数周期互补序列。

2    基本概念

i = (ui(0); ui(1); ¢¢¢; ui(N ¡ 1))

j = (uj(0); uj(1); ¢¢¢; uj(N ¡ 1)) N

i j

定 义 1 　 设 ,

是两个长度为 复

数序列，序列 和 的周期互相关函数定义为

R i; j(¿) =

N¡1X
t=0

ui(t) ¢ u¤j (t + ¿) (1)

0 · ¿ < L t + ¿ L (¢)¤

i = j i

R i(¿)

其中， ，加法 模 运算， 表示取

复共轭。当 时，称为序列 的自相关函数，可

以用 表示。

= ( 0; 1; ¢¢¢; M¡1) M

N m = (sm(0); sm(1);

¢¢¢; sm(N ¡ 1))

定义2 [ 19 ]　设 包含 个

子序列，每个子序列长度为 , 

。如果序列的周期互补自相关函数

(Auto Correlation Function, ACF)满足

RS(¿) =

M¡1X
m=0

R m(¿) =

½
MN; ¿ = 0
0; 1 · ¿ · N ¡ 1

(2)

PCSN
M

RS(¿)

M = 2

则称 为周期互补序列，表示为 。式(2)用

表示互补序列的自相关函数。特别地，当

时，称 为周期互补序列对。

= (a(0); a(1); ¢¢¢; a(N ¡ 1))

N a(t) 2 fx + yig x y

p p

定义3　设 表示

一个长度为 的序列，其中 , 与 都

为整数，则称序列 为高斯整数序列。若每个周期

中不同的非零元素个数为 ，则称 为阶数为 的高

斯整数序列。

Zv v Zv =

f0; 1; ¢¢¢; v ¡ 1g Xm Zv

km jXmj = km Xm = Zv=Xm

Â = fX0;X1; ¢¢¢;XM¡1g
¿ 2 Zv

定义4　令 表示一个模 的整数环，

。设 表示 的一个子集，其含

有 个元素， , 。定义一个

集合 ，如果对于任意非零整

数 满足

M¡1X
m=0

j(¿+ Xm) \Xmj = ¸ (3)

Â

(v; k0; k1; ¢¢¢; kM¡1;¸) k0 = k1 =

¢¢¢ = kM¡1 = k M (v; k;¸)

M = 1 Â

则称 为一个差族(Difference Family, DF)[22]，表

示 为 – D F 。 若 有

成立，则简化表示为 -

–DF。特别地，当 时， 退化为差集。

(v; k0; k1; ¢¢¢;
kM¡1;¸)

根据差族定义可知，对于一个

–DF，

¸(v ¡ 1) =
M¡1X
m=0

km(km ¡ 1) (4)

Z2N 2N Z2N =

f0; 1; ¢¢¢; 2N ¡ 1g Á u = (u mod 2;

u mod N) u 2 Z2N

Á Z2N Z2N = Z2 ZN

 Z2 = f0; 1g ZN = f0; 1; ¢¢¢;N ¡ 1g

引理1　设 表示模 的整数集合，

。定义一个映射 : 

, 。根据中国剩余定理，基于映

射 可以将集合 表示为 ，其中

表示直积， , 。

3    2阶高斯整数周期互补序列的构造

构造法1
Â = fX0;X1; ¢¢¢;XM¡1g

M (N; k;¸)

步骤1　设 是一个差族

- -DF。

= ( 0; 1; ¢¢¢; M¡1)

m = (sm(0); sm(1); ¢¢¢; sm(N ¡ 1))

步骤2　构造序列 ，每

个子序列 按式(5)

构造；

sm(t) =

(
®; t 2 Xm

¯; t 2 Xm
(5)

0 · m · M ¡ 1 0 · t · N ¡ 1 ® ¯其中， ,  。 和 是

2个高斯整数。

® = ®0+ ®1i ¯ = ¯0+ ¯1i定理1　设 , 为两个高

斯整数，如果满足式(6)
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¸
¡
®0

2 + ®1
2¢+ (MN ¡ 2Mk + ¸) ¢

¡
¯0

2 + ¯1
2¢

+2 (Mk ¡ ¸) ¢ (®0¯0+ ®1¯1) = 0 (6)

PCSN
M

则按照式(5)构造的序列 是一个高斯整数周期互补

序列，表示为 。

证明　计算序列 的周期自相关函数如下

R (¿) =

M¡1X
m=0

R m(¿)

=

M¡1X
m=0

sm(t) ¢ s¤m (t + ¿)

=

M¡1X
m=0

[r0 ¢ (®®¤) + r1 ¢ (®¯¤) + r1 ¢ (¯®¤)

+r2 ¢ (¯¯¤)]

=

M¡1X
m=0

£
r0 ¢
¡
®0

2 + ®1
2¢+ r2 ¢

¡
¯0

2 + ¯1
2¢

+2r1 ¢ (®0¯0+ ®1¯1)]

=
¡
®0

2 + ®1
2¢ ¢ M¡1X

m=0

r0+
¡
¯0

2 + ¯1
2¢

¢
M¡1X
m=0

r2+ 2 (®0¯0+ ®1¯1) ¢
M¡1X
m=0

r1 (7)

r0 = j(N ¡ ¿+ Xm) \ Xmj r1 = k ¡ j(N ¡ ¿+

Xm)\Xmj r2 = N ¡ 2k + j(N ¡ ¿+ Xm) \ Xmj
其中， ; 

; 。

¿ = 0 r0 = k r1 = 0 r2 = N ¡ k

RS(0) = M ¢
£
k ¢
¡
®0

2+

®1
2
¢
+ (N ¡ k) ¢

¡
¯0

2 + ¯1
2¢¤

当 时，可知有 , , 

成立，代入式子(7)中可得

。

¿ 6= 0
XM¡1

m=0
r0 = ¸XM¡1

m=0
r1 = Mk ¡ ¸

XM¡1

m=0
r2 = MN ¡ 2Mk + ¸

当 时，根据定义4，可得 ,

, 。

代入式(7)中可得

RS(¿) = ¸
¡
®0

2 + ®1
2¢+ (MN ¡ 2Mk + ¸)

¢
¡
¯0

2 + ¯1
2¢+ 2 (Mk ¡ ¸)

¢ (®0¯0+ ®1¯1) (8)

RS(¿) = 0

¿ 6= 0

PCSN
M

当定理 1中式 ( 6 )满足时，可得 ,

。根据定义2，序列 是一个周期互补序列，

由于其元素取值为高斯整数，所以是高斯整数周期

互补序列，表示为 。 证毕

® ¯

(v; (v ¡ 1) =2; (v ¡ 3) =2)

由构造法1可知，互补序列 的每个子序列中

只包含2个非零元素，即 和 ，所以该高斯整数周

期互补序列阶数为2。文献[22]构造了一类参数形式

为2- –DF的差族，基于该

类差族，利用本文方法可以构造出大量的高斯整数

周期互补序列对。

(9; 4; 3)

Â=fX0;X1g X0=f2; 4; 5; 7g X1=f0; 1; 2; 5g
M = 2 k = 4 N = 9 ¸ = 3

3
¡
®0

2 + ®1
2
¢
+ 5
¡
¯0

2 + ¯1
2¢+ 10 (®0¯0+

®1¯1) = 0

例1　根据文献[22]，存在一个差族2- -

DF，如 , , 。

将参数 , , , 代入式(6)，则

化 简 为

。

® = 1+ 2i ¯ = ¡2¡ i取两个高斯整数 , ，可以

验证满足上面式子。按照式(5)构造序列如下

=

0BBB@
(¡2¡ i;¡2¡ i; 1+ 2i;¡2¡ i; 1+ 2i;

1+ 2i;¡2¡ i; 1+ 2i;¡2¡ i);
(1+ 2i; 1+ 2i; 1+ 2i;¡2¡ i;¡2¡ i;

1+ 2i;¡2¡ i;¡2¡ i;¡2¡ i)

1CCCA (9)

PCS9
2 RS(¿) = (90; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

序列 是一个2阶高斯整数周期互补序列，参数为

，自相关函数为 。

(®; ¯) j®j2 · 5 j¯j2 · 5
通过计算机搜索存在大量满足条件的高斯整数

对 。表1列出当 , 时满足条件

的高斯整数：

Â = fX0;X1g基于差族 ，利用表1列出的高斯

整数，可以构造出15条不同的高斯整数周期互补

序列。

4    4阶高斯整数周期互补序列的构造

构造法2
Â = fX0;X1; ¢¢¢;XM¡1g

M (N; k;¸) N

步骤1　设 是一个差族

- -DF, 为奇数；

G = fx + yig
x y ZN £ ZN G

f (a; b) = a + bi = ( 0; 1; ¢¢¢; M¡1)

步骤2　设 表示高斯整数集合，

和 都为整数。定义一个由 到 映射

。构造序列 ，

表 1  满足式(6)的高斯整数

®0 ®1 ¯0 ¯1

–2 –1 1 0

–2 –1 1 2

–2 1 1 –2

–2 1 1 0

–1 –2 0 1

–1 –2 2 1

–1 2 0 –1

–1 2 2 –1

1 –2 –2 1

1 –2 0 1

1 2 –2 –1

1 2 0 –1

2 –1 –1 0

2 –1 –1 2

2 1 –1 –2
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m = (sm(0); sm(1); ¢¢¢; sm(2N ¡ 1))每个子序列 按

式(10)—式(12)构造

sm(t) = f (am(t); bm(t)) (10)

am(t) =

(
®; t 2 f0; 1g  Xm

¯; t 2 f0; 1g  Xm
(11)

bm(t) =

8>>>><>>>>:
®; t 2 f0g  Xm

¯; t 2 f0g  Xm

¡®; t 2 f1g  Xm

¡¯; t 2 f1g  Xm

(12)

0 · m · M ¡ 1 0 · t · 2N ¡ 1 ® ¯其中， ,  。 和 是

2个高斯整数。

® = ®0+ ®1i ¯ = ¯0+ ¯1i定理2　设 , 为2个高

斯整数，如果满足式(12)

¸
¡
®0

2 + ®1
2¢+ (MN ¡ 2Mk + ¸) ¢

¡
¯0

2 + ¯1
2¢

+2 (Mk ¡ ¸) ¢ (®0¯0+ ®1¯1) = 0 (13)

PCS2N
M

则按照式(10)构造的序列 是一个高斯整数周期互

补序列，表示为 。

证明

R (¿) =

M¡1X
m=0

R m(¿)

=

M¡1X
m=0

sm(t) ¢ s¤m (t + ¿)

=

M¡1X
m=0

fRam(¿) + Rbm(¿)

¡i ¢ [Ram;bm(¿)¡ Ram;bm(N ¡ ¿)]g

=

M¡1X
m=0

Ram(¿) +

M¡1X
m=0

Rbm(¿)

¡i ¢
M¡1X
m=0

[Ram;bm(¿)¡ Ram;bm(N ¡ ¿)] (14)

根据式(11)、式(12)，与定理1证明类似可得

M¡1X
m=0

Ram(¿) =

8><>:
2A; ¿ = 0
2A; ¿ = N

2B;

(15)

M¡1X
m=0

Rbm(¿) =

8>>><>>>:
2A; ¿ = 0
¡2A; ¿ = N
2B; ¿ = 0(mod 2); ¿ 6= 0
¡2B; ¿ = 1(mod 2); ¿ 6= N

(16)

A = M ¢
£
k ¢
¡
®0

2 + ®1
2
¢
+ (N ¡ k) ¢

¡
¯0

2 + ¯1
2¢¤其中，

,

B = ¸
¡
®0

2 + ®1
2
¢
+ (MN ¡ 2Mk + ¸)

¡
¯0

2 + ¯1
2¢

+2 (Mk ¡ ¸) ¢ (®0¯0+ ®1¯1)

¿=(¿0; ¿1) t=(t0; t1) ¿0; t02f0; 1g ¿1; t12ZN

am(0; t1) = am(1; t1)

am(0; t1) = bm(0; t1) ¡am(1; t1) = bm(1; t1)

Ram;bm(¿)

令 , , , 。

由式 ( 1 1 )和式 ( 1 2 )可知有 ,

,  。计算

，有如下结果：

¿0 = 0情况1，当 时，

Ram;bm(¿) =

N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ b¤m(0; t1+ ¿1)

+

N¡1X
t1=0

am(1; t1) ¢ b¤m(1; t1+ ¿1)

=

N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ a¤m(0; t1+ ¿1)

+

N¡1X
t1=0

am(1; t1) ¢ [¡a¤m(1; t1+ ¿1)]

=

N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ a¤m(0; t1+ ¿1)

¡
N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ a¤m(0; t1+ ¿1)

= 0 (17)

¿0 = 1情况2，当 时，

Ram;bm(¿) =

N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ b¤m(1; t1+ ¿1)

+

N¡1X
t1=0

am(1; t1) ¢ b¤m(0; t1+ ¿1)

=

N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ [¡a¤m(1; t1+ ¿1)]

+

N¡1X
t1=0

am(1; t1)¢ a¤m(0; t1+ ¿1)

=¡
N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ a¤m(0; t1+ ¿1)

+

N¡1X
t1=0

am(0; t1) ¢ a¤m(0; t1+ ¿1)

= 0 (18)

0 · ¿ · 2N ¡ 1因此可得结论，当 时，有

M¡1X
m=0

Ram;bm(¿) = 0 (19)
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将式(15)、式(16)、式(19)代入式(14)，可得

R (¿) =

8><>:
4A; ¿ = 0
4B; ¿ = 0(mod 2); ¿ 6= 0

0;
(20)

B = 0根据式(12)可知， ，因此序列 自相关

RS(¿) = 0 0 < ¿ · 2N ¡ 1函数满足 , 。根据定义2可

知 是一个高斯整数周期互补序列。定理成立。

(9; 4; 3)

Â = fX0;X1g X0 = f2; 4; 5; 7g X1 = f0; 1; 2; 5g
® = 2¡ i

¯ = ¡1+ 2i

例2　选取与例1相同的差族2- -DF，如

,  ,  。

取两个满足式子 ( 1 2 ) 的高斯整数 ,
。根据式(9)构造序列如下

=

0BBB@
(¡3+ i; 1+ 3i; 3+ i; 1+ 3i; 3+ i; 1¡ 3i;¡3+ i; 1¡ 3i;¡3+ i;
1+ 3i;¡3+ i; 1¡ 3i;¡3+ i; 1¡ 3i; 3+ i; 1+ 3i; 3+ i; 1+ 3i);
(3+ i; 1¡ 3i; 3+ i; 1+ 3i;¡3+ i; 1¡ 3i;¡3+ i; 1+ 3i;¡3+ i;
1¡ 3i; 3+ i; 1¡ 3i;¡3+ i; 1+ 3i; 3+ i; 1+ 3i;¡3+ i; 1+ 3i)

1CCCA (21)

RS(¿) = (360; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0;

0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

其自相关函数为：

。

5    结束语

本文利用差族与高斯整数周期互补序列之间的

联系，首先推导出高斯整数周期互补序列存在的充

分条件，从而将高斯整数周期互补序列的构造问题

转化为线性方程的求解问题。通过计算机搜索发

现，存在大量的满足条件的高斯整数。本文方法属

于直接构造法，基于现有的差族，利用本文方法可

以得到阶数为2和4的高斯整数周期互补序列。值得

注意的是，本文得到的结果是单条高斯整数周期互

补序列的构造方法，研究高斯周期互补序列集合的

构造方法是一个有意义的方向。另外，研究具有更

高阶数的高斯整数周期互补序列集的构造方法也是

需要进一步研究的内容。
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