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摘   要：针对现有的适用于2维阵列的无格稀疏波达方向(DOA)估计方法性能不足的问题，该文提出一种新的方

法。对2维阵列，从原子L0范数出发，证明其值等于一个以矩阵秩为目标函数的半定规划(SDP)问题的最优解。

对该矩阵使用第1类有限阶贝塞尔函数近似表达，构造新的秩优化SDP问题。根据低秩矩阵恢复理论，对该

SDP问题的目标函数使用log-det函数方法平滑替代，然后使用优化最小(MM)算法求解，最后通过(半)正定Toep-

litz矩阵的范德蒙分解方法实现无格DOA估计。在MM算法求解模型时，使用样本协方差矩阵构造初始优化问

题，减少算法迭代。仿真实验结果表明，相较于基于网格的MUSIC和其他无格DOA估计方法，该文方法具有更

好的均方根误差(RMSE)性能与对相邻源的分辨能力；在快拍数充足且信噪比(SNR)较高时，适当的第1类贝塞尔

函数阶数选择可以实现与较大阶数接近的RMSE性能，同时能减少运行时间。
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Abstract: For the fact that current gridless Direction Of Arrival (DOA) estimation methods with two-
dimensional array suffer from unsatisfactory performance, a novel girdless DOA estimation method is proposed

in this paper. For two-dimensional array, the atomic L0-norm is proved to be the solution of a Semi-Definite

Programming (SDP) problem, whose cost function is the rank of a Hermitian matrix, which is constructed by

finite order of Bessel functions of the first kind. According to low rank matrix recovery theorems, the cost

function of the SDP problem is replaced by the log-det function, and the SDP problem is solved by

Majorization-Minimization (MM) method. At last, the gridless DOA estimation is achieved by Vandermonde

decomposition method of semidefinite Toeplitz matrix built by the solutions of above SDP problem. Sample

covariance matrix is used to form the initial optimization problem in MM method, which can reduce the

iterations. Simulation results show that, compared with on-grid MUSIC and other gridless methods, the

proposed method has better Root-Mean-Square Error (RMSE) performance and identifiability to adjacent

sources; When snapshots are enough and Signal-Noise-Ratio (SNR) is high, proper choice of the order of Bessel

functions of the first kind can achieve approximate RMSE performance as that of higher order ones, and can

reduce the running time.

Key  words:  Direction  Of  Arrival  (DOA)  estimation;  Gridless;  Two-dimensional  array;  Semi-Definite

Programming (SDP); Vandermonde decomposition

1    引言

波达方向(DOA)估计是阵列信号处理领域的一

个重要研究方向，并广泛应用于大量实际场景，比

如雷达、声呐、麦克风阵列和通信系统等[1–4]。通

过传感器阵列接收单个或多个目标源的信号，形成

阵列信号，而DOA估计则是通过对阵列信号进行

处理求得目标源方向的技术方法。早期的DOA估

计一般通过波束形成实现，其代表方法为Capon[5]，

这类方法实现简单，应用广泛，但对多个源或者角

度相邻的源的分辨能力欠佳。现代高精度DOA估
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计方法主要包括子空间类方法与稀疏重构方法。子

空间类方法主要包括多重信号分类(MUSIC)[6]和旋

转不变参数估计技术(ESPRIT)[7]等，稀疏重构方

法包括L1-SVD[8]和稀疏贝叶斯学习(SBL)[9,10]等。

相比子空间类方法，稀疏重构方法往往具有以下优

点：无需预知源数目，可以求解少量快拍甚至单快

拍的DOA估计，相邻源分辨能力更加优秀等。近

10年来，基于稀疏重构的DOA估计方法成为了阵

列信号处理领域的研究重点。

在基于稀疏重构的DOA估计方法中，无格

(gridless)稀疏DOA估计方法是最新的研究热点[11–19]。

这类方法最大的特点是无需将空间角度离散为网格

而直接求解DOA估计值，因此可以避免因为网格

与真实DOA不匹配造成的估计误差。子空间类方

法中的root-MUSIC[20]与ESPRIT均具有此特点。

Bhaskar等人[11]以原子范数(atomic norm)为目标函

数，证明其值等于一个半定规划(SDP)问题的最优

解，而后对优化得到的(半)正定Toeplitz矩阵进行

范德蒙分解，实现了无格频率估计，Qian等人[12]和

Zhang等人 [13]使用该方法实现了无格DOA估计。

Chen等人[14]研究了以Hankel矩阵和核范数为基础

的谱压缩感知问题，Yang等人[15]将该方法应用到

无格DOA估计问题。文献[16–18]实现了无格稀疏

迭代协方差估计(SPICE)方法并应用到DOA估计，

该方法无需估计噪声功率，并且是一种固定加权原

子范数的方法，比标准原子范数方法具有更小的分

辨率限制。然而，以上无格DOA估计方法均要求

阵列为均匀线阵(ULA)或稀疏线阵(SLA)，强烈限

制了无格DOA估计方法的实际应用。最近，Mahata
等人[19]通过对原子范数方法中SDP问题的矩阵变量

进行贝塞尔函数近似表达，重新构造(半)正定Toe-
plitz矩阵求解DOA估计，突破了总差分最小化方

法(TVMA)和无格SPICE方法在线性阵列上的限

制，实现了2维阵列的无格DOA估计。然而由于

TVMA方法实质为L1方法[8]的连续表达[19]，通常在

高快拍数和高信噪比(SNR)时性能不如其他方法；

无格SPICE方法的伪空间谱存在较多伪峰，增加了

DOA估计值选择的难度。

本文提出一种适用于2维阵列的无格稀疏

DOA估计方法。以2维阵列为基础，从原子L0范数[21]

出发，推导出其值等于一个以矩阵秩为目标函数的

SDP问题的最优解。对该矩阵使用贝塞尔函数近似

表达，并构造了用于求解DOA估计值的(半)正定

Toeplitz矩阵。根据低秩矩阵恢复理论[22,23]，对该

秩优化SDP问题的目标函数使用log-det函数方法平

滑替代，然后使用优化最小(MM)算法 [24]进行求

解，最后通过(半)正定Toeplitz矩阵的范德蒙分解

方法实现无格DOA估计。在MM算法求解模型时，

使用样本协方差矩阵构造初始优化问题，从而减少

算法迭代次数。仿真实验结果表明，相较于基于网格

的MUSIC或无格的TVMA-FAST[19]和SPICE-GL[19]，
本文方法具有更好的均方根误差(RMSE)表现与对

相邻源的分辨能力，验证了本文方法的有效性与良

好性能。

2    数据模型

M
m

(rm; 'm) K K < M

k µk

(t) = [ 1(t) 2(t) ¢¢¢ K(t)]T

(t) = [ 1(t) 2(t) ¢¢¢ M(t)]T

(¢)T

本文研究1维DOA估计。假设使用 元2维阵

列，各阵元各向同性，第 个阵元的位置用极坐标

表示为 。该阵列接收 ( )个独立窄

带源信号，阵列最小阵元间距设为窄带信号中心频

率的半波长。第 个入射信号的到达角度记为 ，

源信号记为 ，阵列接

收信号记为 ，其中

表示矩阵的转置，则该窄带阵列信号模型可以

表示为

(t) = (t) + (t) (1)

= [ (µ1) (µ2) ¢¢¢ (µK)]

(µk) =
£
ej2 r1 cos('1 ¡ µk)=¸ ej2 r2 cos('2 ¡ µk)=¸ ¢¢¢

ej2 rM cos('M¡µk)=¸
¤T

(t) = [v1(t) v2(t) ¢¢¢ vM(t)]T

¾2

L

其中， 为阵列流型矩

阵，

;  为

各阵元的加性噪声，并假设为独立同分布的高斯白

噪声，其功率为 。本文研究多快拍情形，假设快

拍数为 ，则模型式(1)表示为式(2)的矩阵形式：

= + (2)

= [ (1) (2) ¢¢¢ (L)] = [ (1) (2) ¢¢¢
(L)] = [ (1) (2) ¢¢¢ (L)]

其中， , 

和 。

3    本文提出的无格DOA估计算法

从无噪声情形的阵列信号原子L0范数[21]出发，

构造一个以矩阵秩为目标函数的SDP问题。将该问

题扩展到有噪声情形，使用log-det函数方法平滑替

代，并使用MM算法[24]求解该SDP问题。由求解的

最优结果构造(半)正定Toeplitz矩阵，并对其范德

蒙分解求解DOA估计值。

3.1  无噪声情形

本节讨论无噪声情形下的基本问题。模型式(2)
变为

= =

KX
k=1

k (µk) (3)

= f (µ) : µ 2 [¡ ; )g定义集合 ，则 的原子分

解[21]x可以变形为

=

IX
i=1

(~µi)
H
i (4)
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i 2 L (¢)H其中， , 表示复数集， 表示矩阵的共

轭转置。定义 的原子L0范数[21]为

k k ;0= inf

8<:I : =
IX

i=1

(~µi)
H
i ;
~µi 2[¡ ; ); i2 L

9=;
(5)

inff¢g k k ;0其中， 为集合的下确界。下列定理将

的求解转换为一个基本SDP问题。

k k ;0定理 1　 等于SDP问题式(6)的最优解：

min
;
rankf g; s:t:

·
H
¸
¸ 0 (6)

rankf¢g 2 L£L 2
M£M

其中， 为矩阵的秩， 与

均为Hermitian矩阵。

6=

r r · k k ;0 =
XI0

i=1
(
^
µ i)

^H
i

^
i

^
i= ®i i ®i > 0 j ij = 1 i = 1; 2; ¢¢¢;

I0 =
XI0

i=1 i®i
H
i =

XI0

i=1
(
^
µ i)®i

¢ H(
^
µ i)

证明　很明显 。假设式(6)的最优解为

，首先证明 。假设

为达到 的原子L0范数的一个分解，其中任意 均

可以分解为 ,  ,  , 

。若取 ,  

，则有·
H
¸
=

I0X
i=1

"
i

(
^
µ i)

#
®i

"
i

(
^
µ i)

#H
(7)

r · rankf g · 0 = k k ;0从而， 。

r ¸ k k ;0·
H
¸

¸ 0 J

¹ 2 M£J = ¹ ¹ H

¹ = ¹ ¹x

J J ¸ k k ;0

rankf g=rankf ¹ g=J rankf g¸k k ;0

r ¸ k k ;0

接下来证明 。由分块(半)正定矩阵

的性质[25]可知 ，假设 为 的秩，

则存在列满秩矩阵 使得 ，并

且存在 使得 。这表明 的每一列都可表示

为 个线性无关向量的线性组合，从而 。

又 ，从而 ，

因此 。

r= k k ;0
~ =XI0

i=1 i®i
H
i

~ =
XI0

i=1
(
^
µ i)®i

H(
^
µ i)

综上所述， ，得证。同时

与 为满足

问题式(6)最优解的一组变量。  证毕³
^
µ i

´
=

³
^
µ i

´
H
³
^
µ i

´ ³
^
µ i

´
l1;l2
=

exp
n
j2
h
rl1 cos

³
'l1¡

^
µ i

´
¡ rl2 cos

³
'l2¡

^
µ i

´i.
¸
o

½l1;l2expfjÁl1;l2g=rl1expf'l1g¡rl2expf'l2g
rl1 cos

³
'l1¡

^
µ i

´
¡ rl2 cos

³
'l2¡

^
µ i

´
= ½l1;l2 cos

³
Ál1;l2¡

^
µ i

´

令 ，则有

。

令 ， 则

，从而³
^
µ i

´
l1;l2
= exp

n
j2 ½l1;l2 cos

³
Ál1;l2¡

^
µ i

´.
¸
o
(8)

使用第1类贝塞尔函数可以将式(8)改写为

(
^
µ i)l1;l2 =

1X
n=¡1

jnJn(2 ½l1;l2=¸)e
¡jÁl1;l2nej

^
µ in (9)

Jn(¢)
N

其中， 为第1类n阶贝塞尔函数。使用有限阶

第1类贝塞尔函数表达(设阶数为 )，并忽略误差，

将式(9)改写为

(
^
µ i) =

NX
n=¡N

nej
^
µ in (10)

[ n]l1;l2 = j
nJn(2 ½l1;l2=¸)e

¡jÁl1;l2n

~ =
XN

n=¡N

µXI

i=1
®iej

^
µ in
¶

n

其 中 ， 。 从 而 ，

。记

un =

IX
i=1

®iej
^
µ in (11)

则

~ = ( ) , u0 0+

NX
n=1

(un n + u¤n ¡n) (12)

= [u0 u1 ¢¢¢ uN]
T令 ，根据三角矩问题理论[19,26]可

得：当且仅当下列Hermitian Toeplitz矩阵半正

定，即

( ) =

2664
u0 u¤1 ¢¢¢ u¤N
u1 u0 ¢¢¢ :::
:::

:::
: : : u¤1

uN ¢¢¢ u1 u0

3775 ¸ 0 (13)

®i ¸ 0 i = 1; 2; ¢¢¢; I = [u0
u1 ¢¢¢ uN]

T

时 ， 存 在 ,   ， 使 得

满足式(11)。从而，优化问题式(6)变为

min
;
rankf ( )g;

s:t:

"
H

( )

#
¸ 0; ( ) ¸ 0 (14)

2 L£L ( )

( )

其中， 为Hermi t i an矩阵， 和

分别由式(12)和式(13)定义。

3.2  有噪声情形

有噪声的情形下，优化问题式(14)可以改写为

min
; ;~

rankf ( )g;

s:t:

"
~H

~ ( )

#
¸ 0; ( ) ¸ 0; k ¡ ~kF · ´

(15)

2 L£L ~ 2 M£L

( ) ( ) k¢kF
´

其中， 为Hermitian矩阵， ,

和 分别由式(12)和式(13)定义， 为

F范数。式(16)给出一个参数 的计算方法[19]。

´ =
p

ML¾2 (16)

¾2若噪声功率 未知，可以根据如下方法进行估计。

接收信号的协方差矩阵为
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x =

KX
k=1

pk (µk)
H(µk) + ¾2 M (17)

pk M M

x
^

x =
H=L

"1 ¸ ¢¢¢ ¸ "K ¸ "K+1 ¸ ¢¢¢ ¸ "M ¸ 0 ^
x

其中， 为第k个源的功率， 为 维单位矩阵。

可由样本协方差矩阵 估计，记

为 的所有特

征值，则噪声功率可以使用式(18)估计[10]。

¾̂2 = ("K+1+ "K+2+ ¢¢¢+ "M)=(M ¡K) (18)

3.3  模型降维

2 L£L

2 L£L

P1

在优化问题式(14)和式(15)中， 的

维度取决于快拍数。实际应用中，可能会遇到快拍

数非常大的情况，从而 维数太大，问题

求解效率低。借鉴文献[8,19]的SVD降维方法，设

为矩阵 的秩，则 的奇异值分解可以表示为

= H (19)

2 M£P1 2 L£P1

P1
= [ K ]T = [ K ]T 2

M£P1
K K

其中， 和 均为酉矩阵， 为

阶对角矩阵，且其对角元素为 的奇异值，并按

从大到小排列。令

，其中 为 维单位矩阵，问题式(14)可以

简化为
min

;
rankf ( )g;

s:t:

"
H

( )

#
¸ 0; ( ) ¸ 0 (20)

2 P1£P1 ( )

( )

其中， 为Hermit ian矩阵， 和

分别由式(12)和式(13)定义。

~ = ~ [ K ]T

H= P1 k( ¡~)kF=
°°°( ¡~) [ K ]T

°°°
F
·

k( ¡ ~) kF = k ¡ ~kF

对于有噪声情形，令 ，由于

，则有

。从而问题式(15)变为

min
; ;~

rankf ( )g;

s:t:

"
~H

~ ( )

#
¸ 0; ( ) ¸ 0; k ¡ ~kF · ´

(21)
2 P1£P1 ~ 2 M£P1

( ) ( )

其中， 为Hermitian矩阵， ,

和 分别由式(12)和式(13)定义。

3.4  模型求解与无格DOA估计

3.4.1  MM算法求解优化模型

模型式(20)和式(21)是低秩优化问题，根据低

秩矩阵恢复理论，log-det方法可以作为矩阵秩的平

滑替代函数[15,22,23]。为了方便描述且从实际出发，

本节开始只考虑有噪声情形，问题式(21)变为

min
; ;~

ln j ( ) + ¿ Mj+ Trf g;

s:t:

"
~H

~ ( )

#
¸ 0; ( ) ¸ 0; k ¡ ~kF · ´

(22)

¿ ¸ 0 ( ) + ¿ M

Trf ¢ g

(q) ln j ( )+
¿ Mj · ln

¯̄ ¡
(q)
¢
+ ¿ M

¯̄
+ Tr

n¡ ¡
(q)
¢
+ ¿ M

¢¡1 £
( )¡¡

(q)
¢¤ª

( )=
¡

(q)
¢

其中， 为调节参数，避免矩阵 奇

异， 为矩阵的迹。该问题的目标函数为1个
凸函数与1个凹函数的和，可以使用MM算法[24]求

解。在该方法中，每次迭代求解1个优化问题。令

为第q次迭代得到的 ，已知不等式

恒成立，且取等号时有 [24]。

将该式代入问题式(22)的目标函数，且舍去常数

项，可得第q次需要求解的优化问题：

min
; ;~

Tr
½³ ³

(q)
´
+ ¿ M

´¡1
( )

¾
+ Trf g;

s:t:

"
~H

~ ( )

#
¸ 0; ( ) ¸ 0; k ¡ ~kF · ´

(23)
( ) ( ) =

~ =
XI0

i=1

³
^
µ i

´
®i

H
³
^
µ i

´
x ¡ ¾2 M =

XK

k=1
pk (µk)

H(µk)

( )

x ¾2 ^
x

¾̂2 ^
x¡¾2 M

¿
^

x¡¾2 M+¿ M

下面考虑 初值的选取。考虑到

是该问题的一个最优

化结果，那么

可以作为 的一个初值，从而减少算法迭代次数。

需要注意的是，实际计算时， 和 分别由 和

估计，矩阵 有可能由于数值精度问题

并不是半正定矩阵，这就要求对参数 谨慎选取，

防止矩阵 奇异。本文中直接取初值³
(1)
´
= ^ x¡"M M (24)

可以完全避免上述问题。此外，根据我们多次

仿真实验的经验，求解优化问题式(23)两次足以获

得高精度的解。

3.4.2  DOA估计

( )

¯ ( ) P2
( )¡ ¯ N+1 ( )¡

¯ N+1

当问题式(22)获得最优解后，可以得到(半)正
定Toeplitz矩阵 ，根据(半)正定Toeplitz矩阵

的范德蒙分解方法[16,27]可以求得源信号的DOA估
计 。 设 为 的 最 小 特 征 值 ， 为 矩 阵

的 秩 ， 则 半 正 定 矩 阵

可以唯一分解为

( )¡ ¯ N+1 =

P2X
~i=1

°~i (
~µ~i)

H(~µ~i) (25)

°~i ¸ 0 (~µ~i)=
h
1 ej~µ~i ¢¢¢ ej~µ~iN

iT
~i=1; 2; ¢¢¢;P2

( )¡ ¯ N+1 2 (N+1)£P2

( )¡ ¯ N+1=
H

( )¡ ¯ N+1

¡(N+1) ¡1

N + 1 H
¡(N+1) ¡1

H
¡(N+1) ¡(N+1) ·1; ·2; ¢¢¢; ·P2

1; 2; ¢¢¢; P2
~µ~i = anglef·~g

其中， ,  ,  。

由于 半正定，存在 使

得 。 矩 阵 可 以 通 过 对

进行Cholesky分解或者特征分解等

方法求得。记 和 分别为 移去第

行和第1行的矩阵，计算矩阵 相

对于 的广义特征值 和

广义特征向量 ，则有 和
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°~i = j 1 ~ij
2 anglef¢g 1

°~i
~µ~i

，其中 为取相位的函数， 为

的第1行。最后，选取K个最大的 对应的 作为

K个源的DOA估计。

3.5  性能分析

本节对本文方法的估计性能与计算复杂度进行

分析，并与文献 [19]提供的两种2维阵列的无格

DOA估计方法(TVMA-FAST算法和SPICE-GL算
法)进行对比。

3.5.1  估计性能对比分析

优化问题式(22)可以变形为

min
;~
ln j ( ) + ¿ Mj+ Tr

n
~H ( )¡1~

o
;

s:t: ( ) ¸ 0; k ¡ ~kF · ´ (26)

¿

¿

¿

可以观察到，问题式(26)的目标函数与文献[28]提
出的稀疏测度具有一致性。不同之处在于，本文基

于2维阵列推导而来，文献[28]对应于1维线阵，从

而在约束条件上有较大差别，但这不影响该稀疏测

度的性质。文献[28]的定理1(Theorem 1)与定理

2(Theorem 2)表明：当 趋近于正无穷时，该稀疏

测度等价于原子范数；当 趋近于0时，该测度接近

原子L0范数。另外，原子范数优化问题存在一个分

辨率限制[29,30]，而式(26)的稀疏测度可以解释为以

Capon波束形成空间谱加权的加权原子范数，可以

提升解的稀疏性[28]。因此，相比于以原子范数为目

标函数的TVMA-FAST算法，当取 为一个小的正

数时，优化问题式(26)的全局最优解比TVMA-
FAST算法更加稀疏。从这方面分析，本文方法比

TVMA-FAST算法具有更高的DOA估计精度，后

文的仿真实验也验证了该结论。

下面对比SPICE-GL算法[19]。该算法具有可以

估计非均匀噪声功率的优点，这是本文方法不具备

的。然而正是由于噪声功率的估计，SPICE-GL算
法的DOA伪空间谱更容易产生伪峰[17,19]。在均匀噪

声的情形下，若噪声功率已知或已被估计，

SPICE-GL算法的优化问题(文献[19]中式(25))按本

文的表示方法可以写为

min
1;
Tr
n
^

x
¡1

( )
o
+ Trf 1g;

s:t:

"
1

H

( ) + ¾̂2 M

#
¸ 0; ( ) ¸ 0 (27)

¡
(1)
¢
+ ¿ M = ^

x

对比本文方法优化问题式(23)，当初始值选择为

时，优化问题式(23)与优化问

题式(27)的目标函数具有一致性。不考虑约束条件

的情况下，优化问题式(23)的第1次求得的解与优

化问题式(27)的解相同。然而，本文方法中，优化

问题式(23)需要多次求解以获得更接近优化问题式

(22)的最优解。因此，从这个角度分析，随着优化

^
x

^ ¡1
x

问题式(23)的多次求解，本文方法将获得比优化问

题式(27)更稀疏的解。另外，在高信噪比时， 可

能缺秩，SPICE-GL算法中 的计算难以精确，

也会导致DOA估计性能下降。

3.5.2  计算复杂度对比分析

P2
1 + 2P1M + 2N + 1

Of(P2
1 + 2P1M+

2N + 1)3g
P2
1 +M + 2N + 1

Of(P2
1 +M + 2N + 1)3g

TVMA-FAST算法、SPICE-GL算法与优化问

题式 ( 2 3 )均可以通过工具箱 S e D uM i [ 3 1 ]或
SDPT3[32]求解。对于半定规划问题，最差情况的

单次迭代计算复杂度取决于独立实变量数目的立

方[19,33]。优化问题式(23)与TVMA-FAST算法具有

相同的独立实变量数目 ，从

而每次迭代具有相同的计算复杂度

。SPICE-GL算法具有更小的独立实变量

数目 ，从而每次迭代具有更小的

计算复杂度 。由于本文方

法需要多次求解优化问题式(23)，因此，若迭代次

数相等，本文方法的计算复杂度一般大于TVMA-
FAST算法和SPICE-GL算法。

4    仿真实验

2:5¸
'2 ~m+1 = 2 ~m=4¡ arcsin(1=10) '2 ~m+2 =

2 ~m=4+ arcsin(1=10) ~m = 0; 1; 2; 3
¸=2

考虑一个8元非均匀圆阵，半径为 ，其角

度分布为 和

，其中 。这里

保证了最小阵元间距为 ，以下仿真均基于此阵

列。源信号使用均值为0且方差为1的独立同分布的

复高斯信号，每个阵元添加等功率的复高斯白噪

声。接收信号信噪比(SNR)由式(28)定义：

SNR = 10 lg
¡
K=¾2

¢
(28)

使用均方根误差(RMSE)作为算法性能评价标准，

由式(29)计算：

RMSE =

vuut 1
FK

FX
f=1

KX
k=1

¯̄̄
µ̂k;f ¡ µk

¯̄̄2
(29)

µ̂k;f f k

F

其中， 为第 次独立实验中第 个源的DOA估计

值， 为独立实验的次数。

4.1  RMSE性能仿真分析

¾̂2

0:01±

N = 80

本节仿真并对比分析本文方法在不同快拍数和

不同信噪比条件下的RMSE性能。作为对比，仿真

了TVMA-FAST算法和SPICE-GL算法，其中

SPICE-GL方法直接使用式(18)计算的噪声功率估

计值 ，不再对其进行迭代优化；仿真了经典的基

于网格的MUSIC算法[6]，并设置搜索角度间隔为

；给出了对应的DOA估计无条件克拉美罗界

(CRB)(文献[34]中式(3.1))。本文方法中设置贝塞

尔函数阶数 。3种无格DOA估计方法(TVMA-
FAST, SPICE-GL和本文方法)均使用SeDuMi工具

箱[28]求解对应的优化问题。设置源数目为2，其真
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¡80:5516± 50:1757±

SNR = 4 dB
实DOA分别为 和 。首先设置

，快拍数从小到大变化，独立实验次

数为200，实验结果如图1(a)所示。可以看出，所

有方法的RMSE均随着快拍数增加而减小，

TVMA-FAST方法在快拍数大于20后RMSE减小幅

度不如其他3种方法，而本文方法的RMSE在快拍

数大于20之后均最低，基本达到了DOA估计的

CRB。接着设置快拍数为200, SNR从小到大变

化，独立实验次数为200，实验结果如图1(b)所
示。可以看出，本文方法在测试的所有的信噪比条

件下均具有最低的RMSE，在SNR大于–2 dB时接

近DOA估计的CRB。

4.2  相邻源DOA估计仿真分析

¡1± 1±

1±; 2±; ¢¢¢;
10±

本节仿真分析本文方法对相邻源的DOA估计

性能。同4.1节的其他3种方法也进行了仿真对比。

设置源数目为2，第1个源的DOA为 到 随机产

生，第2个源的DOA为第1个源的DOA加一个角度

间隔，本节实验设置该角度间隔分别为

，每一个角度间隔均进行200次独立实验。图2(a)
显示了快拍数为200, SNR为4 dB的仿真实验结

2±

果，图2(b)显示了快拍数为50, SNR为4 dB的仿真

实验结果。从图2可以看出，随着角度间隔增大，

4种方法的RMSE均有所减小。除了MUSIC算法，

其他3种方法在这2种实验条件下均对角度间隔大于

的两个源具有较好的DOA估计性能。MUSIC算
法对相邻源的DOA估计性能相对较差，TVMA-
FAST算法次之，SPICE-GL算法和本文方法性能

接近，表现最好。

4.3  第1类贝塞尔函数阶数选择仿真分析

¡80:5516± 0:3267± 50:1757±

SNR = 4 dB

本节仿真分析贝塞尔函数阶数对本文方法性能

的影响。设置源数目为 3，其DO A分别为

,  和 。分别设置贝塞尔函

数阶数为20, 40, 60和80，并如4.1节一样分别对不

同快拍数和信噪比进行仿真实验。首先设置

，快拍数从小到大变化，独立实验次

数为200，实验结果如图3(a)所示。可以看出，当

N = 20
N = 40
N = 60

N = 40 60 80

时本文方法对所有测试的快拍数失效，当

且快拍数小于100时本文方法表现不佳，当

或80时本文方法表现良好。接着设置快拍

数为200, SNR从小到大变化，独立实验次数为

200，实验结果如图3(b)所示，且实验结果相似。

从图3(a)与图3(b)可以看出，当快拍数与信噪比

SNR大于一定值时，在 ,  和 条件下本文

方法均具有一致的RMSE，且都能达到DOA估计

 

 
图 1 RMSE仿真实验结果

 

 
图 2 相邻源RMSE仿真实验结果
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的CRB。另外，表1给出了在这4种情况下本文方

法的平均运行时间，可以看出随着N增大，本文方

法的运行时间逐渐增加。结合图3的实验结果可

知，在快拍数充足且信噪比较高时，可以通过适量

降低N的值，使本文方法在RMSE性能几乎不变的

情况下减少运行时间。

5    结束语

本文研究了适用于2维阵列的无格稀疏DOA估
计方法。该方法构造了一个秩优化的SDP问题，通

过MM算法求解，最后使用(半)正定Toeplitz矩阵

的范德蒙分解方法实现无格DOA估计。仿真实验

结果表明，相比基于网格的MUSIC与其他无格DOA
估计方法，本文方法具有更好的RMSE性能与相邻

源分辨能力。另外，在快拍数充足且信噪比较高时，

可以通过适量降低第1类贝塞尔函数阶数，使本文

方法在RMSE性能几乎不变的情况下减少运行时

间，有助于实际应用。
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