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摘   要：该文根据特征为4的Galois环理论，在Z4上利用广义分圆构造出一类新的周期为2p2(p为奇素数)的四元序

列，并且给出了它的线性复杂度。结果表明，该序列具有良好的线性复杂度性质，能够抗击Berlekamp-Massey

(B-M)算法的攻击，是密码学意义上性质良好的伪随机序列。
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Abstract: Based on the theory of Galois rings of characteristic 4, a new class of quaternary sequences with

period 2p2 is established over Z4 using generated cyclotomy, where p is an odd prime. The linear complexity of

the new sequences is determined. Results show that the sequences have larger linear complexity and resist the

attack by Berlekamp-Massey (B-M) algorithm. It is a good sequence from the viewpoint of cryptography.
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1    引言

伪随机序列在通信系统、雷达系统及流密码等

方面有着极其广泛的应用[1]。在密码学领域的应用

中，序列的线性复杂度性质是影响序列伪随机性的

一个重要指标，为了能够抵抗B-M(Berlekamp-
Massey)算法的攻击，一般要求序列的线性复杂度

不小于其周期长度的一半。

F4
Z4 = f0; 1; 2; 3g

Z4
2p p

2p2

已有大量文献研究了序列的线性复杂度，其中

文献[2—6]研究了二元序列的线性复杂度，文献

[7]确定了有限域 上一类四元序列的线性复杂度，

文献[8—10]计算了Galois环 上四元

序列的线性复杂度，文献[11]给出了 上基于模

( 为奇素数)的广义分圆的一类四元序列的线性

复杂度，而周期为 的四元序列尚未研究。因

2p2 Z4

Z4

而，本文在文献[11]的基础上进行了推广，基于模

的广义分圆定义了一类 上的新四元序列，并

求出了该序列的线性复杂度。值得一提的是，由于

上的零因子使得计算变得困难，所以本文基于特

征为4的Galois环理论来进行研究。

p g g p2 2p2

S aS , fau (mod 2p2):

u 2 Sg a + S , fa + u (mod 2p2) : u 2 Sg 2p2

Z2p2 = f0; 1; ¢¢¢; 2p2 ¡ 1g i = 0; 1

Di=

½
g2k+i (mod 2p2); k=0; 1; ¢¢¢; p(p¡ 1)

2
¡ 1
¾

Ei = 2Di P0 = pZ ¤
2p P1 = 2P0 Z2p2 =S1

i=1 (Di [ Ei [ Pi) [ f0; p2g D0 [D1 [ P0

Z2p2nfp2g E0 [ E1 [ P1 Z2p2nf0g
Z4 (eu)

设 是奇素数， 是奇数，且 是模 和模 的

公共本原元[12]。设 是集合，定义

,  。模

的剩余类环为 。对 ，

令 ，

且 ,   ,   ， 即 有

。显然， 是

中所有奇数的集合， 是

中所有偶数的集合。定义 上的四元序列 为

eu =

8>>><>>>:
0; u = 0 u 2 D0

1; u 2 D1 [ P0
2; u = p2 u 2 E1
3; u 2 E0 [ P1

(eu) (eu)

eu+L + c1eu+L¡1+ ¢¢¢+
cL¡1eu+1+ cLeu = 0; u ¸ 0; c1; c2; ¢¢¢; cL 2 Z4

下文将讨论序列 的线性复杂度[13]。 的

线 性 复 杂 度 定 义 为 满 足

的最小
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L C(x) = 1+ c1x + ¢¢¢+ cLxL 2Z4[x ]

C(0) = 1 (eu)

E(x) =e0+ e1x + ¢¢¢+ e2p2¡1x 2p
2¡1 2 Z4[x ]

正整数 。令 ，

显 然 。 设 的 生 成 多 项 式 为

，则

LC(eu) = minfdeg(C(x)) : C(x) 2 Z4[x ];

C(0) = 1;E(x)C(x) ´ 0 (mod x 2p
2 ¡ 1) (1)

2    主要结论及其证明

2.1  主要结论

(eu)定理 1　 的线性复杂度满足

LC(eu) =

8>>><>>>:
3p(p¡ 1)=2+ 1; p ´ 3 (mod 8)
3p(p¡ 1)=2+ 2; p ´ ¡3 (mod 8)
2p(p¡ 1) + 1; p ´ ¡1 (mod 8)
p(p¡ 1) + 2; p ´ 1 (mod 8)

2.2  辅助引理

Z4[x ]
本小节给出证明主要结论所需的引理。如无特

殊说明，本文中的多项式均属于 。

r p2 GR(4r; 4) 4r

Z4[x ]nf (x)
f (x) 2 Z4[x ] r
GR(4r; 4) GR¤(4r; 4) p2j(2r ¡ 1)

GR¤(4r; 4) 2r ¡ 1
¯ 2 GR¤(4r; 4) p2

设 为2模 的阶，记 是阶为 且特征

为4的Galois环，同构于剩余类环 ，其中

是次数为 的基本不可约多项式[14]。记

的单位群为 ，因为 ，

所以 包含了一个 阶的循环子群。

任取 ，且阶为 。取

° = 3¯ 2 GR¤(4r; 4)

° 2p2 (eu)

E(°v) v = 0; 1; ¢¢¢; 2p2 ¡ 1
则 的阶为 。由式(1)，为确定 的线性复杂

度，需计算 ,  的值。

F(x) 2 Z4[x ]
»; ´ 2 GR(4r; 4) F(») = F(´) = 0 ´¡ » 2
GR¤(4r; 4) F1(x) F2(x) F(x) = (x ¡ »)

¢F1(x) = (x ¡ »)(x ¡ ´)F2(x) F1(x) = (x ¡ ´)

¢F2(x)

引理 1[11]　设非零次多项式 ，若

满 足 ， 且

，则存在 ,  使得

，其中

。

F(°v) = 0 v 2 A

FA(x) 2 GR(4r; 4)[x ]

引理  2　 ( 1 )  若 ,   ，则存在

使得

F(x) = FA(x)
Y
v2A

(x ¡ °v)

A Di Ei Pi i = 0; 1其中， 取为 ，或 ，或 ,  。

F(°v) = 0 v 2 fp2g [D0 [D1 [ P0
F3(x) 2 GR(4r; 4)[x ] F(x) = F3(x)(xp2

+1)

(2) 若 ,  ，则

存 在 使 得

。

F(0) = 1 F(°v) = 0 v 2 Z2p2nf0; p2g
F(§1) 2 f0; 2g deg(F(x)) ¸ 2p2 ¡ 1

F(§1) = 0 F(§1) = 2 deg(F(x))

¸ 2p2

(3) 若 ,   ,   ，

且 ，则有 。进

一步，若 或 ，则

。

A = Di

°
(xp2 ¡ 1)
(x ¡ 1) =

p2¡1Y
m=1

(x ¡ °2m)

证明　(1) 只证 的情形，其它情形同理

可得。由 的选择，有 ，

p2 =
Yp2¡1

m=1
(1¡ °m)(1+ °m) 0 · m;

n < 2p2 m =́ n (mod p2) °m ¡ °n 2 GR¤(4r;

4) F(°) = 0 m 2 DiY
m2Di

(x ¡ °m)jF(x)

因此 ，所以当

且 时，

，从而，当 ,   时，由引理1得，

，即该引理得证。

(2) 由(1)可得。

F(¡1) = 0 F(0) = 1

F(x) =
³
xp2 + 1

´
F3(x) 2F3(x) 6= 0³

xp2 ¡ 1
´
=(x ¡ 1)j2F3(x) deg(F(x)) ¸ 2p2

F(1) = 0 deg(F(x)) ¸ 2p2

F(§1) 6= 0 F(§1) = 2 F(°m) = 0 m 2 D0

[D1 [ P0 Q(x) 2 Z4[x ] F(x) =

Q(x)
³
xp2 + 1

´
=(x + 1) 2Q(x) 6= 0

(¡1)=2 G(x) 2 Z4(x) Q(x)=(x+1)

¢G(x) + 2 F(x) =
³
xp2 + 1

´
¢G(x)+2

³
xp2

+1) =(x+1)
³
xp2¡1

´
j2F(x) deg(F(x)) ¸

2p2

(3) 不妨设 。因为 ，则由(2)

得 ，且 ，显然

，从而 –

1。进一步，若 ，则 。令

， 则 且 ,  

。由 (1 )存在 ，使得

，且 ，不难得到

Q ，则存在 使得

，即有，

。所以 ，即有

。    证毕

i; j 2 f0; 1g
除特殊说明外，本文中集合的下标均模2，且

。

v 2 Di vDj = Di+j vEj = Ei+j

vPj = Pj

引理 3　(1)  ，则 ,  ,

。

v 2 Ei vDj = Ei+j vPj = P1(2) 若 ，则 ,  ，且

vEj =

(
Ei+j; p ´ §1 (mod 8)
Ei+j+1; p ´ §3 (mod 8)

v 2 P0 vDj = P0 vEj = P1 vPj =Pj(3) 若 ，则 ,  ,  。

v 2 P1 vDj = vEj = vPj = P1(4) 若 ，则 。

P0 = p2 + P1 P1 = p2 + P0(5)  ,  。

p ´ §1 (mod 8) Di = p2 + Ei Ei = p2

+Di p ´ §3 (mod 8) Di+1 =p2 + Ei Ei+1 =

p2 +Di

(6) 若 ，则 , 

；若 ，则 , 

。

vDj = Di+j

v 2 Di u 2 Dj v = gi+2k

(mod 2p2) u = gj+2l (mod 2p2) 0 · k; l <
p(p¡ 1)
2

vu = gi+j+2(k+l) (mod 2p2) vu 2 Di+j

jvDjj = jDi+jj vDj = Di+j

证明　(1) 只证 ，其余同理可证。

对任意给定的 ，若 ，则有

,  ,  ，

所以 ，因此 。

又因为 ，所以  。

vEj

vEj = 2uEj = 2Ei+j ! 2 2Ei+j

! ´ 4a (mod 2p2) a 2 Di+j ! 2 E0 [ E1
b 2 D0 [D1 ! = 2b (mod 2p2)

b ´ 2a (mod p2) p ´ §1 (mod 8) p

b 2 Di+j ! = 2b 2 Ei+j

vEj = 2Ei+j = Ei+j p ´ §3 (mod 8)

(2) 仅考虑 ，其余证明同(1)。首先，从 (1)
得 。显然，对任意的 ，

有 ,   ，即 ，

则存在 使得 ，从而

。当 ，即2是模 的

平方剩余 [2]，则 ，从而 ，所

以 ; 当 时，同理

可证。
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(3)～(6)显然。  证毕

Z4[x ] Di(x) =
X

u2Di
xu Ei(x) =X

u2Ei
xu P0(x) =

X
u2P0

xuP1(x) =
X

u2P1
xu

在 中 ， 令 ,  

,  ,  。则

E(x) = 2xp2 +D1(x) + P0(x) + 3E0(x)
+2E1(x) + 3P1(x) (2)

GR(4r; 4)注意到在 上有

D0(°) +D1(°) + P0(°) =
X

u2D0[D1[P0

°u = 1

E(°v)为计算 ，需要如下几个引理。

°2GR¤(4r; 4) 2p2

P0(°)=1

引 理 4 　 令 的 阶 为 ， 则

。

0 = °2p
2 ¡ 1 = (°p ¡ 1)

³
P0(°)+

P1(°) + 1+ °p2
´
=
¡
°2p ¡ 1

¢
(P1(°) + 1) °

P1(°) = ¡1 P0(°) = 1

证 明 　 因 为

，则由 的

定义得 ,  。    证毕

D0(°) [i; j ] = j(1+Di) \ Ejj
[i; 2] = j(1+Di) \ P1j i; j 2 f0; 1g

接下来计算 。记 ,

,  。

引理 5　符号含义同上，则

[0; 0] =

8>>><>>>:
p(p¡ 5)=4; p ´ 1 (mod 8)
p(p¡ 3)=4; p ´ ¡1 (mod 8)
p(p+ 1)=4; p ´ 3 (mod 8)
p(p¡ 1)=4; p ´ ¡3 (mod 8)

[0; 1] =

8>>><>>>:
p(p¡ 1)=4; p ´ 1 (mod 8)
p(p+ 1)=4; p ´ ¡1 (mod 8)
p(p¡ 3)=4; p ´ 3 (mod 8)
p(p¡ 5)=4; p ´ ¡3 (mod 8)

[0; 1] =

(
p¡ 1; p ´ 1 (mod 4)
0; p ´ 3 (mod 4)

Hi =
©
g2n+i

¡
mod p2

¢
: 0 · n < p

¢(p¡ 1)=2
ª

R = f0; p; ¢¢¢; (p¡ 1)pg
证 明 　 记

，且  。则n
u
¡
mod p2

¢
: u 2 Di

o
= Hin

2u
¡
mod p2

¢
: u 2 Di

o
= Hi+ln

u
¡
mod p2

¢
: u 2 P1

o
= Rnf0g

p ´ §1 (mod 8) l = 0 l = 1

[i; j ]= j(1+Hi) \ Hj+lj [0; 2]=j(1+ H0) \ (Rnf0g)j
j(1+ Hi) \Hjj

当 时， ；否则 。因此，

,  。

由  的取值[15]。  证毕

p ´ §1 (mod 8) p2 + 2 2 D0

p2 + 2 2 D1

引理 6　若 ，则 ；

否则 。

p ´ §1 (mod 8)
p2+2 2 D1 q p2+2 ´ g2n+1+2p2q

证明　只证 时的情形。设

，则存在整数 使得 ，

p p2 + 2 2 D0即2是模 的平方非剩余，矛盾，所以 。

  证毕

!p = D0(°)引理 7　令 ，则

!p =

8><>:
0 1; p ´ 1 (mod 8)
2 3; p ´ ¡3 (mod 8)
0 3; p ´ 3 (mod 4)

p ´ 1 (mod 8)证明　只证 时的情形，其余情

形同理可证。由于

(!p)
2 =

p(p¡ 1)
2

¡ 1X
l;m=0

°g2l+g2m =

p(p¡ 1)
2

¡ 1X
l;m=0

°g2l(g2(l¡m)+1)

=

p(p¡ 1)
2

¡ 1X
m;n=0

°g2m
¡
g2n+1

¢
(3)

g2n+1 (mod 2p2) 2 E0 [ E1 [ P1 [ f0g且 。令

¸n =

p(p¡ 1)
2

¡ 1X
m=0

°g2m
¡
g2n+1

¢

下面分3种情况讨论：

(1) 令

Ni =

(
n; 0 · n

p(p¡ 1)
2

; g2n+1(mod 2p2) 2 Ei

)
jNij = [0; i] n 2 Ni则 。当 ，由引理3，引理6有

¸n =
X
v2Di

°2v =

(
(¡1)i+1!p; p ´ §1 (mod 8)
(¡1)i!p; p ´ §3 (mod 8)

(2) 令

N2 =

(
n; 0 · n <

p(p¡ 1)
2

; g2n+1(mod 2p2) 2 Ei

)
jNij = [0; i] n 2 N2则 。当 ，有

¸n =
X
v2P0

°2v = P0(°2) = P0(¡°p2+2) = ¡P0(°)

g2n+1 ´ 0
¡
mod 2p2

¢
p ´ 1 (mod 4)

n = p(p¡ 1)=4 ¸n = p(p¡ 1)=2
(!p)

2 = jN0j (¡!P) + jN1j!P¡ jN2j+ p(p¡
1)=2 (!p)

2 = !p !p 2 f0; 1g

(3) 若 ，则

且 ，因而 。即：由

式(3)得

。又从引理 5得 ，即 。

  证毕

p ´ §3 (mod 8)引理 8　(1) 若 ，则

E(°v) =

8<:
2; v 2 D0 [ P1
2!p+ 2; v 2 E0 [ E1
0; v 2 D1 [ P0

否则
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E(°v) =

8<:
2!p; v 2 D0 [D1

0; v 2 P0 [ P1
2; v 2 E0 [ E1

v = 0 E(°v) = 3p2 + p+ 2 v =

p2 E(°v) = 2p

(2) 当 时， ；当

时， 。

p ´ §3 (mod 8)
v 2 Ei [ P1 v = 2v

v 2 Di [ P0 p2 + 2v

2 Dj+1 [ P0 °v = °2v = ¡°p2+2v

证明　仅证 (1)中 的情形，其

余证明类似。 对任意的 ，记 ，其

中 ，由引理 3 ( 5 )和 ( 6 )得，

且有 ，又由引理3(1)

可得

D1(°
v) = ¡

X
u2D1

°u
¡
p2+2v

¢
=

8><>:
¡D0(°

!); v 2 D0

¡D1(°
!); v 2 D1

¡P0(°!); v 2 P0

v 2 Z2p2nf0; p2g
P0(°v) = (¡1)v+1 P1(°v) = ¡1
进一步地，由引理3可得，当 时，

,  ；且有

D1(°
v) =

(
(¡1)i+1!p; v 2 Di [ Ei

(¡1)i; v 2 Pi

Ei(°
v) =

(
(¡1)i+j!p; v 2 Dj [ Ej+1

¡1; v 2 Pi

则根据式(2)结论得证。

定义

¡j(x) =
Y
v2Dj

(x ¡ °v); ¤j(x) =
Y
v2Ej

(x ¡ °v)

M(x) =
Y
v2P0

(x ¡ °v); N(x) =
Y
v2P1

(x ¡ °v)

M(x) N(x) ¡j(x) ¤j(x) 2 Z4[x ]引理 9　 ,  ,  ,  。

M(x) N(x) 2 Z4[x ]

¡0(x) ¡1(x) ¤j(x) ¡0(x)

证明　显然 ,   。仅考虑

，对 ,  同理可得。不难得到 的

系数满足

am = (¡1)m
X

d1<¢¢¢<dm;d1;¢¢¢;dm2D0

°d1+¢¢¢+dm;

1 · m · p(p¡ 1)=2

°b b ´
Xm

k=1
dk
¡
mod 2p2

¢
b =́ 0 (mod p2)

设 为和式中的一项， ,

。由引理3易得

x ¡ °g2ndkj
Y
v2D0

(x ¡ ¸v)　　　　

°g2nd1 ¢¢¢ °g2ndm = °g2nb

°b + °g2b + ¢¢¢+ °gp(p¡1)¡2b = D0(°
b) b1; b2 ¢¢¢

bn am = (¡1)m
Xn

k=0
D0
¡
°bk
¢
+ l l =¯̄̄n

a
¯̄̄
a ´

Xm

k=1
dk ´ 0

¡
mod p2

¢
d1 < ¢¢¢ < dm; d1; ¢¢¢;

dm 2 D0

o¯̄̄
D0¡

°bk
¢
= !p 2 Z4

所 以 为 和 式 的 一 项 ， 即

，则存在

使 得 ， 其 中

。 又 与 引 理 8的 证 明 类 似 可 得

。  证毕

°v xp2 + 1 v 2 fp2g [D0 [D1

[P0

由 于 为 的 根 ，

，则

xp2 + 1 = (x + 1)¡0(x)¡1(x)M(x) (4)

同样地，有

xp2 ¡ 1 = (x ¡ 1)¤0(x)¤1(x)N(x) (5)

Vk(x) 2 Z4[x ] k = 1; 2; ¢¢¢; 5引理  10　存在 ,   ，

使得

D1(x) + 3E0(x) =

8<:¡
³
xp2 ¡ 1

´
(¡!p+ ¡0(x)V1(x)); p ´ §3 (mod 8)

(x ¡ 1)¡0(x)¡1(x)N(x)V2(x); p ´ §1 (mod 8)

P0(x) + 3P1(x) =

8><>:
³
xp2 ¡ 1

´
(¡1+ ¡1(x)V3(x)); p ´ §3 (mod 8)³

xp2 ¡ 1
´

P1(x); p ´ §1 (mod 8)

2xp2 + 2E1(x) =

8><>:
2
³
xp2 ¡ 1

´
+ (x ¡ 1)M(x)N(x)V4(x); p ´ 3 (mod 4)

2
³
xp2 ¡ 1

´
+M(x)N(x)V5(x); p ´ 1 (mod 4)

p ´ 3 (mod 8)
D1(x) + 3E0(x) =

¡
³
xp2 ¡ 1

´
D1(x) v 2 D0

D1(°
v) = ¡!p V1(x) D1(x) = ¡!p

+¡0(x)V1(x)

证明　仅对 的情形进行证明，其

余 证 明 类 似 。 由 引 理 3 得

。由引理8可知，当 时，

有 ，则存在 使得

。

注意到

P0(x) + 3P1(x) =
X
u2P1

xu+p2 + 3
X
u2P1

xu

=
³
xp2 ¡ 1

´
P1(x)

P1(°v) = P1(°) = ¡1 v 2 D1且 , ，则结论易证。

2xp2 + 2E1(x)=2(xp2 ¡ 1) + 2+ 2D1(x 2)

v 2 Pi 2+ 2D1(°
v) = 0

因为 。

由引理8 (1)，当 时， ，则由
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2+ 2D1(x) = M(x)N(x)G(x) G(x)

2 Z4[x ] 2+ 2D1(x 2) = M(x 2)N(x 2)G(x 2)

N(x) =
Y

v2P0

³
x ¡ °v+p2

´
N(x 2)Y

v2P1

¡
x 2 ¡ °u¢=Y

v2P0
(x ¡ °u)

³
x ¡ °p2+u

´
= M(x)N(x)

引理2 ,   ，其中

。即 。由

引理3 (5)得 ，则

=

。

2+ 2E1(1) = 0 V4(x)

M
¡
x 2
¢
G
¡
x 2
¢
= (x ¡ 1)V4(x) 2xp2 + 2E1(x)

= 2
³
xp2 ¡ 1

´
+ (x ¡ 1)M(x)N(x)V4(x)

另一方面， ，则存在 使得

，从而

。

p ´ 3 (mod 8)综上，即可得 时的结论。   证毕

Wk(x) 2 Z4[x ] k = 1; 2; ¢¢¢; 4引理 11　存在 ,  ，

使得

E(x) =

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

(x ¡ 1)M(x)N(x)¡1(x)W1(x);
p ´ 3 (mod 8)

M(x)N(x)¡1(x)W2(x);
p ´ ¡3 (mod 8)

(x ¡ 1)M(x)N(x)W3(x);
p ´ ¡1 (mod 8)

M(x)N(x)¡0(x)¡1(x)W4(x);
p ´ 1 (mod 8)

p ´ 3 (mod 8)
E(x) = (x ¡ 1)

¢N(x)H(x) H(x)=¤0(x)¤1(x)(!p+1¡¡0(x)

¢Vp(x) + ¡1(x)Vp(x)) +M(x)Vp(x)

证明　仅证明 的情形，其余证明

同理。由引理 1 0和式 ( 5 )可得

，其中，

。

v 2 D0[E0[E1 H(°v) 6=0
v 2 D1 [ P0 H(°v) = 0

W1(x) 2 Z4[x ] W1(°
v) 6= 0 v 2 D0 [ E0 [ E1

H(x) = M(x)¡1(x)W1(x)

又由引理8易得若 ，则 ；

若 ，则 ，则由引理1可得，存

在 且 ,  使

得 。  证毕

2.3  定理1的证明

p ´ 3 (mod 8)
W1(°

v) 6= 0 v 2 D0 [ E0 [ E1 [ fp2g
证明　若 。由引理11和引理8 (2)

可得 ,  ，从而

E(x)(x + 1)¡0(x)¤0(x)¤1(x) ´ 0
³
modx 2p

2 ¡ 1
´

LC(eu) · 3p(p¡ 1)=2+ 1 gcd((x ¡ 1)
¢M(x)N(x)¡1(x); (x + 1)¡0(x)¤0(x)¤1(x)) = 1

W1(x)C(x) ´
0 (mod (x + 1)¡0(x)¤0(x)¤1(x)) W1(°

v)C(°v)

= 0 v 2 fD0 [ E0 [ E1 [ fp2gg W1(°
v)

2 GR¤(4r; 4) C(°v)=0 2W1(°
v) 2 GR(4r;

4)nf0g 2C(°v) = 0 (x + 1)¡0(x)¤0(x)

¢¤1(x)j2C(x) LC(eu) ¸
3p(p¡ 1)

2
+ 1

LC(eu) =
3p(p¡ 1)

2
+ 1

所以 。又因为

，所

以由式(1)，式(4)，式(5)和引理11得

，则有

,  ，从而，若

，则 ；若

，则 。显然有

，即 。因此，

。

其它情形同理可证。  证毕

3    结束语

Z4 2p2

(eu)

p ´ 3 (mod 4) p ´
¡3 (mod 8)

(su)

本文在 上定义了一类周期为 的新四元广

义分圆序列 ，并研究了该序列的关联多项式和

线性复杂度。结果表明，当 和

时，这类序列拥有好的线性复杂度，能

够抵抗B-M算法的攻击，在保密通讯中可以有广泛

的应用。此外，若定义序列 为

su =

8>>><>>>:
0; u = 0 u 2 D0

1; u 2 D1 [ P0
2; u = p2 u 2 E1 [ P1
3; u 2 E0

p ´ 1 (mod 4) LC(su) = 2p2

LC(su) = 2p2 ¡ 1

与前面的证明类似可得，该序列的线性复杂度达到

最大值，即当 时， ；

否则 。
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