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摘   要：压缩感知多测量向量(MMV)模型用于解决具有相同稀疏结构的多快拍问题，在传统阵列信号处理应用

中多重信号分类(MUSIC)方法是一种常见的方法，但当快拍数不足(低于稀疏度)时其性能将急剧恶化。Kim等人

(2012)推导出一种修正的MUSIC谱，并将压缩重构方法和MUSIC算法结合提出压缩感知MUSIC算法(CS-MU-

SIC)，能够有效克服快拍数不足的问题。该文将Kim等人的结论扩展到一般情形，并基于传统的MUSIC谱和CS-

MUSIC谱提出一种修正的MUSIC算法(MMUSIC)。仿真结果表明所提算法能够有效克服快拍数不足的问题，并

且具有比CS-MUSIC算法和压缩感知贪婪算法更高的重构概率。
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Abstract: The Compressed Sensing (CS) Multiple Measurement Vector (MMV) model is used to solve multiple

snapshots problem with the same sparse structure. MUltiple SIgnal Classification (MUSIC) is a common

method in traditional array signal processing applications. However, when the number of snapshots is below

sparsity performance will be dramatically deteriorated. Kim et al. derive a modified MUSIC spectral method

and propose a Compressed Sensing MUSIC method (CS-MUSIC) combining the compression reconstruction

method and the MUSIC algorithm, which can effectively overcome the problem of insufficient snapshot number.

In this paper, Kim et al.’s conclusion is extended to the general case, and a Modified MUSIC (MMUSIC)

algorithm is proposed based on the traditional MUSIC method and the CS-MUSIC method. The simulation

results show that the proposed algorithm can effectively overcome the shortage of snapshots and has a higher

reconstruction probability than the CS-MUSIC algorithm and the compressed sensing greedy algorithm.

Key words: Compressed Sensing (CS); Multiple Measurement Vectors (MMV) model; Jointly sparsity; MUltiple

SIgnal Classification (MUSIC)

1    引言

压缩感知(Compressed Sensing, CS)[1–4]技术可

以少量观测次数采集原信号的全部信息，极大地节

省了硬件资源，目前已具有广泛的应用[5–9]。在雷

达信号处理领域中的波达方向(Direction Of Arrival,
DOA)估计[10]应用中，压缩感知观测过程一般建模

为多测量向量(Multiple Measurement Vector,

MMV)模型[11]，感兴趣的来波方向只占据全波达方

向的少量单元，不感兴趣部分被视为0，这就可将

来波方向建模为空域稀疏信号，并利用CS重构技

术进行DOA估计。文献[12]将传统多重信号分类

(Multiple Signal Classification, MUSIC)算法[13]拓

展到CS重构领域，但在快拍数低于稀疏度时，

MUSIC算法性能将急剧下降。文献[14]将MUSIC

算法和CS理论结合，提出压缩感知MUSIC(CS-

MUSIC)算法，有效提高了MUSIC算法在快拍数过

少的估计精度。文献[15]在CS-MUSIC算法基础
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上，用差值映射代替CS恢复算法获取部分支撑

集，提出基于差值映射的MUSIC算法，但该算法

每次迭代都需要在原信号维度上排序、求逆，并进

行多次迭代，导致计算复杂度巨大。此外，还有一

些方法，如凸优化方法[16]，贝叶斯方法[17]、块稀疏

方法[18]等，也被用于解决MMV问题，但计算复杂

度均较大。

K ¡ L
K L

q q 2 [K ¡ L;L ¡ 1]

CS-MUSIC算法将支撑集分为两部分，一部分

大小固定为 ，用CS重构算法恢复，剩余部分

用修正的MUSIC谱方法恢复，这里 为疏度， 快

拍数。本文将文献[14]的结论扩展至一般情形，即

先用MUSIC算法恢复 ( )个支撑坐标，

剩余部分用修正的MUSIC谱方法恢复，将这种方

法称为修正的M U S I C ( M o d i f i e d  M U S I C ,
MMUSIC)算法。仿真结果表明MMUSIC算法可有

效克服快拍数不足的问题，并且具有高于CS-MU-
SIC算法和贪婪算法同时正交匹配(Simultaneously
Orthogonal Matching Pursuit, SOMP)的重构

概率。

2    压缩域特征分解原理

M K
n

假设 元接收阵列接收到的远场信号仅对 个

波达方向是感兴趣的，在时刻 阵列接收数据过程

可描述为

(n) = (n) + (n) ; n = 1; 2; ¢¢¢;L (1)

2 R M£1 2 R M£1

2 R M£N

式中， 是接收信号， 是观测噪

声，一般考虑为高斯白噪声， 是阵列流

形矩阵，可表示为

= [ 1 (w0) ; 2 (w0) ; ¢¢¢; N (w0)]

i (w0) = [exp (¡jw0¿1i) ; exp (¡jw0¿2i) ; ¢¢¢;
exp (¡jw0¿Mi)]

T

¿mi =
1
c
(m ¡ 1) d sin (µi)

m = 1; 2; ¢¢¢;M; i = 1; 2; ¢¢¢;N

9>>>>>>>=>>>>>>>;
(2)

L N d
c

这里 为快拍数， 为空间网格划分数， 为阵元

间距， 为电磁波传播速度。计算观测信号 的自

相关矩阵

yy = E
£ T¤ = E

h
( S S + ) ( S S + )T

i
= SE

£
S

T
S

¤ T
S + ¾2

n = S xx
T
S + ¾2

n

(3)
E [¢] ¾2

n

2 R M£M

其中， 表示数学期望， 表示观测噪声功率，

S表示信号x的支撑集， 表是单位阵，

AS表示在集合S中的坐标对应A中的列组成的子矩

阵，xS表示集合S中的坐标对应x的元素组成的子信

号。将式(1)写为矩阵形式
 

= + (4)

2 R M£L =

[ (1) ; (2) ; ¢¢¢; (L)] 2 R N£L

(n) ;n = 1; 2; ¢¢¢;L 2 M£L

yyd
yy =

1
L

T

其 中 ， 为 观 测 噪 声 矩 阵 ，

为信号矩阵，各信

号 具有相同的支撑集，

是观测信号矩阵。根据式(4)可计算 的估计值

。根据信号特征分解理论可得

yy =
T = s s

T
s + n n

T
n (5)

s 2 R M£K
n 2 R M£(M¡K)

s n

n

其中， 与 分别为信号

子空间和噪声子空间， 和 是对角阵。对式

(5)式两端同时乘以 ，可得

S xx
T
S n + ¾2

n n = ¾2
n n (6)

S xx
T
S n = 0可知 ，因为ASRxx是满秩的，从而

T
S n = 0 (7)

文献[12]利用此关系给出MUSIC谱的形式(逆谱)，即

f i =
T
i n

T
n i (8)

i i i 2 [1;N]
K d

yy yy

这里 表示观测矩阵 的第 列， ，并选取

个最小的谱函数值对应的坐标作为估计支撑集。

实际上，用MMV模型得到的估计值 代替 ，

会使式(7)的关系不能精确达到，支撑坐标处的谱

函数值将大于0。

3    修正的MUSIC算法

L < K
MUSIC算法表明谱函数值越小其相应坐标越

可能属于支撑集，但在快拍数不足( )的条件

下，矩阵ASRxx是欠秩的，这无法保证式(7)的关系

一定成立，使MUSIC算法无法获得准确的谱估

计。从式(4)易知观测信号 由纯观测信号和观测

噪声组成，即

= + (9)

=式中， 表示纯观测信号，易知

R ( ) = R ( s) = R ( n)
? = N ( n) (10)

R (¢) (¢)?

N (¢)
表示矩阵泛函空间， 表示正交补空间运

算， 表示矩阵零空间。定义信号矩阵X的支撑

集为

S = supp ( ) :=
©
ij
°° i

°°
0 6= 0; i = 1; 2; ¢¢¢;N

ª
(11)

i i k¢k0

jSj = K

式中， 表示矩阵 的第 行， 表示向量l0范

数，且 。下面推导修正的MUSIC谱函数，

因为信号矩阵 的列相互独立，则定理1成立：

0 ·
±2K¡p ( ) < 1

定理 1  如果观测矩阵 满足R I P条件

，那么

spark
¡ T

n

¢
= K ¡ p (12)

p 2 [L ¡ 1;K ¡ 1] spark (¢)其中， ， 表示矩阵最小

线性相关的列数。
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2 R N£1n f0g
T
n = 0 k k0 · K ¡ p p 2 [L ¡ 1;K ¡ 1]

T
n = 0 2 N

¡ T
n

¢
= R ( )b 2 R ( ) = b supp ( ) =

supp (b) ( ¡ b) = 0 k ¡ bk0 · K +K

¡p = 2K ¡ p

0 · ±2K¡p ( ) < 1 = b supp ( ) ½
supp ( ) 2 R ( ) = R ( )

2 R ( ) =
T
n = 0 k k0 · K ¡ p 0 · ±2K¡p ( )

< 1 b 2 R ( )

证明  ( 1 )假设存在一个 使得

, ，其中 。

因为 ，可知 ，

因此存在 ，使得 且

，于是 , 

。如果观测矩阵 满足R I P条件

，则有 ，从而

。又 ，那么存在

一 个 使 得 ， 因 此 对 于

且 在满足

时有 。

2 R ( ) n f0g k k0 ¸
K ¡ p k k0 · K ¡ p¡ 1 p 2 [L ¡ 1;

K ¡ 1] D ½ supp ( ) nsupp ( )

jDj = p+ 1 ¸ L 2 R L£1n f0g
D = 0 D D

D 2 R jDj£L D 6= 0

k k0 ¸ K ¡ p

k k0 = K ¡ p T
n = 0

spark
¡ T

n

¢
= K ¡ p

(2)现证明对于任何 有

。先假设 ，因为

， 对 于 集 合 且

， 应 存 在 使 得

， 表示 中坐标在集合 中的行构成

的子矩阵。但 ，可知 ，这与

上面推断矛盾，因此 。综合(1)和

( 2 )，易知 ，又 ，从而

，定理1得证。

根据定理1可以推导出定理2。»
K + 1

2

¼
· L < K < M S1 ½

supp ( ) jS1j = q j 2 supp ( ) nS1

定理  2　假设 ,  

且 ，对于任何 有

rank
¡ T

n [ S1; j]
¢
= q (13)

q 2 [K ¡ L;L ¡ 1] rank (¢)其中， ， 表示矩阵的秩。

rank
¡ T

n [ S1; j]
¢
= q

j 2 supp ( ) nS1

0 · ±2K¡p ( ) < 1 spark
¡ T

n

¢
=

K ¡ p T
n

K¡p jS1j = q · L ¡ 1 < M rank
¡ T

n S1

¢
· q 2 q£1n f0g S1 = 0

S12 q£L rank
¡ T

n S1

¢
·q T

n S1

q T
n S1

q+ 1 q+ 1 ¸
spark( T

n S1) p 2 [L ¡ 1;K ¡ 1]

q+ 1 ¸ K ¡ p = spark( T
n S1)

T
n S1 rank

¡ T
n S1

¢
= q

rank
¡ T

n [ S1; aj]
¢
= q < M S1 2 q£1

T
n [ S1; j]

·
S1

¡1

¸
= 0 T

n ( S1 S1 ¡ j)

= 0 j 2 f1; 2; ¢¢¢;Ng nS1 S1 S1 ¡ j

2 N
¡ T

n

¢
=R ( ) e 2 q£1 supp (e) ½

supp ( ) S1 S1 ¡ j = e 2 R ( )

证明 (1)先证明可由 推

出 。假设观测矩阵满足RIP条件

，由定理1可知

，即矩阵 中线性相关列数最少为

 。又 ，可知

，易知存在 使 ，其中

。因为 ，即矩阵

线性无关的列数最多为 ，那么矩阵 中的任

何 列 都 线 性 相 关 ， 即 应 当 有

恒成立。对于 ，易

知 恒成立，亦即此

时 的列线性相关，故而 。

又 ，可知存在

使得 ，即

, ，由式(10)易知

，因此存在 且

，使得 。因为

j 2 S1 supp (e) = fjg [ supp ( S1) ½ supp ( )

j 2 supp ( ) nS1

且 ，

所以 。

j 2 supp ( ) nS1

rank
¡ T

n [ S1; j]
¢
= q

rank
¡ T

n [ S1; j]
¢
= q+ 1

T
n ( S1 S1 ¡ j) 6= 0 S1 2 R q£1

S1 S1 ¡ j 62 R ( ) Q = supp ( ) n (S1 [ fjg)
jQj = K ¡ q¡ 1 < L q ¸ K ¡ L

2 R L£1n f0g Q = 0 Q 2 R jQj£L

=

µ
Q

Q

¶
Qc = f1; 2; ¢¢¢;Ng nQ

k k0 = K ¡ jQj = q+ 1

( 2 ) 现 证 明 可 由 推 出

。采用反证法，先假设

，与(1)类似，易知对于

任 何 使 的 ， 有

。设

且 ( 亦即 ) ，存在

使 ， 其 中 。

因为 ，这里 ，

易知 ,

supp ( ) = supp( ) nQ = fjg [ S1 ½ supp ( )  

2 R ( ) rank
¡ T

n S1

¢
= q

S1 2 R q£1 [ S1; j]

·
S1

¡1

¸
= S1 S1¡

j 2 R ( ) rank¡ T
n [ S1; j]

¢
= q

又 且 ，因此

存 在 使 得

，这与上面的假设矛盾，所以

。综合(1)和(2)，定理2得证。

S2 = supp ( ) nS1 S1 =
T
n S1 j =

T
n j

j 2 S2 rank
¡ T

n [ S1; j]
¢
=

rank
¡ T

n S1

¢
=q rank

³¡
S1; j

¢T ¡
S1; j

¢́
= q < q+ 1

根据定理2可以推导出修正的MUSIC谱函数。

令 ,  ,  ,

， 由 定 理 2 可 知

，从而

，可得

det
³¡

S1; j

¢T ¡
S1; j

¢´
= 0 (14)

因为"
T
S1

T
j

# h
S1 j

i

=

"
T
S1 n

T
j n

# h
T
n S1

T
n j

i

=

"
T
S1 n

T
n S1

T
S1 n

T
n j

T
j n

T
n S1

T
j n

T
n j

#

=

"
T
S1

PR( n) S1
T
S1

PR( n) j

T
j PR( n) S1

T
j PR( n) j

#
PR( n) = n

T
n这里， 表示噪声子空间投影算

子，可得式(14)等价于

det
³

T
S1

PR( n) S1

´
¢ det

µ
T
j PR( n) j ¡ T

j PR( n)

¢ S1

³
T
S1

PR( n) S1

´¡1
T
S1

PR( n) j

¶
= 0 (15)

rank
³

T
S1

PR( n) S1

´
= q因为 满秩，可得
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T
j PR( n) j ¡ T

j PR( n) S1

³
T
S1

PR( n) S1

´¡1

¢ T
S1

PR( n) j = 0 (16)

PR
¡
PR( n) S1

¢ = PR( n) S1

³
T
S1

PR( n) S1

´¡1
T
S1

¢PR( n)

记

，于是式(16)等价于

T
j

³
PR( n)¡ PR

¡
PR( n) S1

¢´
j = 0 (17)

aj

PR( n)¡ PR
¡
PR( n) S1

¢这表明剩余支撑原子 与修正的噪声子空间投影算

子 正交。与MUSIC算法一致，

式(17)相当于给出了一种修正的MUSIC谱函数：

hj =
T
j

³
PR( n)¡ PR

¡
PR( n) S1

¢´
j (18)

S1 S2

jS1j = q 2 [K ¡ L;L ¡ 1] S1

q S2

K ¡ q

S1 [ S2

于是可将支撑集分为不相交的两部分 和 ，

，对于 采用式(8)所示的

谱函数并保留 个最小谱值恢复，对 则采用式

(18)所示谱函数并保留 个最小谱值恢复，最

后估计支撑集则是 ，将这一方法记为修正的

MUSIC算法(MMUSIC)，算法过程如下：

2 R M£L

2 R M£N K q 2 [K ¡ L;L ¡ 1]

输入：观测信号矩阵 ，观测矩阵

，稀疏度 ，参数 。d
yy =

1
L

T
n

步骤 1　计算观测信号自相关矩阵

，并对其特征分解，求取噪声子空间 ；

K · LbS q

S1

K ¡ q S2

步骤2　如果 ，按MUSIC算法获取估计

支撑集 ；否则按式(8)计算MUSIC谱值并保留 个

最小谱值对应的坐标集 ，按式(18)计算修正的MUSIC

谱值并保留 个最小谱值对应的坐标集 ；bS = S1 [ S2步骤3　得到估计支撑集 。bS输出：估计支撑集 。

q

F (q)

q

从式(7)和式(17)容易发现 的取值应使支撑原

子对应谱值最小，可定义式(19)的累积谱函数

来说明 值选取对于重构质量的影响：

F (q) =
X
i2S1

f i +
X
j2S2

hj (19)

F (q) q从理论上， 值越小则 越恰当。

4    仿真实验

S1

为说明所提算法有效性，利用Matlab工具进

行仿真实验。实验中测试信号矩阵和观测矩阵元素

均服从高斯随机分布，每次实验均独立重复进行

200次，CS-MUSIC算法采用SOMP算法恢复 。

这里定义信噪比为

SNR = 10 lg
k k2

F

k k2
F

(20)

P

N M SNR

定义重构概率 为多次重复实验中支撑集100%

恢复情形的出现频率。为便于与CS-MUSIC算法对

比，实验参数信号长度 、观测数 、信噪比

参照文献[14]。

L = 8 L = 12

P K N =

M = 30 SNR = 20

K · L

K > L

q = K ¡ L

q = K ¡ L + 1 q = K ¡ L + 3

图1是测试各算法在快拍数分别为 和

时的重构概率 与稀疏度 的关系，信号长度

200，观测数 ，信噪比  dB。可以

发现，当 时，因为C S - M U S I C算法和

MMUSIC算法均采用MUSIC算法恢复信号，所以

这3种算法重构概率一致，并且均优于SOMP算

法，且当快拍数增多时，这种优势更加明显；但当

时，MUSIC算法重构性能急剧下降，甚至

低于SOMP算法，而所提MMUSIC算法和CS-MU-

S IC算法仍优于SOMP算法。当 时，

MMUSIC算法与CS-MUSIC算法性能相近；当

和 时其性能将明显优

于CS-MUSIC算法。

K = 10 K = 14

P M

N = 200 L = 8 SNR = 20

L < K

K = 14

M · 35

M > 35
q > K ¡ L

图2表示在稀疏度分别为 和 时各

算法重构概率 与观测数 的关系，信号长度

，快拍数 ，信噪比  dB。

可以发现，当快拍数过少( )时，MUSIC算法

重构概率最低，在 时几乎无法重构原信

号。从图2(a)可以看到，在观测数较少时( ),

CS-MUSIC算法和MMUSIC算法重构概率高于

SOMP算法，但当 时，CS-MUSIC算法重

构概率将低于SOMP算法，而 情况下的
 

 
图 1 各算法重构概率P与稀疏度K的关系
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K ¡ L K = 14
q = K ¡ L + 3

MMUSIC算法重构概率则在各种观测数条件下几

乎均高于CS-MUSIC算法，这种性能优势在观测数

较少时更加明显。从图2(b)，当 增大( )
情况下， 时的MMUSIC算法仍能保

持对SOMP算法的性能优势。

q
N = 200 K = 10

L = 8 M = 30 SNR = 40

图3呈现了 值选取对MMUSIC算法重构质量

的影响，信号长度 ，稀疏度 ，快拍

数 ，观测数 ，信噪比  dB。

q = K ¡ L = 2 F (q)

3 · q · 7
F (q) q = 2

q = 2

q 2 [K ¡ L;L ¡ 1]

可以发现，当 时，累积谱函数值

仍较大，重构概率相对较低；当 ，累积

函数 值相对较小，且重构概率大于 的情

况，而在 时MMUSIC算法重构概率与CS-MU-
SIC算法相当，这进一步说明扩展版本的MMUSIC
算法相对于CS-MUSIC算法的优越性。从图3(b)易
知，当 时MMUSIC算法具有最小

的累积谱函数和最大的重构概率。

5    结束语

q = K ¡ L

KL ¸ q ¸ L ¡ 1

q > K ¡ L

本文将CS-MUSIC算法的适用情形从

扩展至 ，提出MMUSIC算法并给

出了理论推导。仿真实验显示MMUSIC能够有效

克服快拍数不足的情况，并且当 时其重

构性能在相同稀疏度和观测数条件下优于CS-MU-
SIC算法和SOMP算法。信号稀疏情况、观测数、

快拍数、信噪比等均是影响MUSIC类算法重构性

能的因素，从理论上量化这些因素对算法重构质量

的影响将是未来的研究方向。
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