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摘   要：极化码拥有出色的纠错性能，但编码方式决定了其码长不够灵活，需要通过凿孔构造码长可变的极化

码。该文引入矩阵极化率来衡量凿孔对极化码性能的影响，选择矩阵极化率最大的码字作为最佳凿孔模式。对极

化码的码字进行分段，有效减小了最佳凿孔模式的搜索运算量。由于各分段的第1个码字都会被凿除，且串行抵

消译码过程中主要发生1位错，因此在各段段首级联奇偶校验码作为译码提前终止标志，检测前段码字的译码错

误并进行重新译码。对所提方法在串行抵消译码下的性能进行仿真分析，结果表明，相比传统凿孔方法，所提方

法在10–3误码率时能获得约0.7 dB的编码增益，有效提升了凿孔极化码的译码性能。
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Abstract: Polar codes have outstanding error correction performance, but the code length of conventional polar

codes is not compatible because of their coding method. To construct rate-compatible polar codes, a segmented

puncturing method is proposed. Using the rate of polarization, the puncturing effect is measured and the

codeword is removed to make the largest rate of polarization, which is the optimal puncturing mode. As the

first codeword of the optimal puncturing mode is 0, the parity check codes are introduced to detect the

decoding error of preceding segments codeword. The decoding performance of the method is simulated, results

show that this method can obtain about 0.7 dB coding gain at 10–3 bit error rate compared with the traditional

puncturing method, which can effectively improve the performance of the punctured polar codes.
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1    引言

极化码作为近年来提出的一种新型信道编码方

案，是唯一一类数学可证明的能够达到香农容量限

的纠错码[1–3]。极化码适用于任意的二进制离散无

记忆信道，且在加性高斯白噪声(Additive White

Gaussian Noise, AWGN)信道上表现较好[4]。极化

码拥有出色的纠错能力，级联CRC的极化码在串

行抵消序列(Successive Cancellation List, SCL)译

码下能获得优于LDPC和Turbo码的性能[5]，因此

极化码被确定为5G控制信道的场景编码方案[6]。

mn

mn

极化码的码长不够灵活，只能是 ，但在实

际应用中，需要传输的码字长度不一定都是 ，

因此需要通过凿孔来构造码长可变的极化码 [7,8]，

同时要保证凿孔造成的性能损失在可接受的范围

内。文献[9]首先提出了凿孔极化码，并提供了随机
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凿孔和停止树凿孔两种基本凿孔方案。文献[10]研
究了灾难凿孔模式，灾难凿孔模式会造成译码性能

的损失，使用穷举搜索来避免出现灾难模式，提高

凿孔极化码的译码性能。文献[11]提出了准均匀凿

孔算法，通过比特翻转使凿孔比特准均匀分布，该

方法简单易行，但译码性能仍有提升空间。文献

[12]利用生成矩阵来寻找凿孔模式，凿除生成矩阵

中重量为1的列和对应的行，再将凿孔码字的对数

似然比设为无穷大，该方法易于操作，且译码性能

较好。

上述凿孔方法主要针对少量凿孔比特的情况，

当凿孔比特数变多时，译码性能损失可能较大。据

此，本文提出了凿孔-奇偶校验(Puncturing Parity
Check Assisted, PPCA)算法，引入矩阵极化率来

衡量凿孔造成的性能损失，最大矩阵极化率对应的

凿孔模式即是最佳凿孔模式。对码长较长的极化码

进行分段，有效减少了最佳凿孔模式的搜索运算

量。在极化码的串行抵消(Successive Cancellation,
SC)译码过程中，信道噪声和前面码字判定出错产

生的误差传播是导致整个码字判定出错的主要原

因，及时发现并纠正译码错误能够显著提升SC译

码性能。因此在每段的第1个被凿除码字位置级联

奇偶校验码，对前段码字的译码结果进行校验，若

前段码字发生译码错误，则重新发送该段码字并重

新译码。对PPCA算法在SC译码下的平均复杂度公

式进行了推导，分析公式可知，PPCA-SC的译码

复杂度小于SCL译码。与传统的凿孔方法相比，本

文所提方法可以有效地提升极化码在SC译码下的

译码性能。

2    串行抵消译码算法

¸ui ui

极化码的译码方法主要有串行抵消译码和置信

传播(Belief Propagation, BP)译码两种。由于采用

BP译码时依赖信道情况来获得节点的最优更新策

略，而极化码存在大量短环，所以一般情况下

BP译码的性能不够理想。本文使用SC译码来验证

的凿孔模式性能。SC译码按照顺序计算对数似然

比 ，并根据估计值对比特 进行判定。

ûi =

(
0; ¸ui ¸ 0

1;
(1)

1 · i · N ¸ui式中， 为码字编号。 为对数似然比

(Log Like-hood Ratio, LLR)，定义为

¸ui =
Pr
¡
y; ûi¡1

1

¯̄̄
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¢
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¡
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¯̄̄
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¸ui可以通过最小和(Min-Sum, MS)近似算法经过递

归计算得到，式(3)中的sign表示符号函数。

¸u0 = f (¸u0; ¸u1)

= sign(¸u0)sign(¸u1)min(j¸u0j; j¸u1j) (3)

¸u1 = g(¸u0; ¸u1; û0) =

(
¸u0+ ¸u1; û0 = 0
¡¸u0+ ¸u1; û0 = 1 (4)

3    极化码凿孔方法

3.1  矩阵极化率
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定义一个 矩阵 ，数

组 代表矩阵的各行。部分距离 可以

被定义为

Dj,dmin
¡

j;
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® ¢
; j = 1; 2; ¢¢¢; k ¡ 1;
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0 E( )其中， 代表零向量，矩阵 的极化率 可以

被表示为[13]

E( ) =
1
k

kX
i=1

logDi
i (6)

当k足够大时，通过生成矩阵 构造的极化码

在SC译码方式下的误块率(BLock Error Rate,

BLER)的上界满足[14]

Pe · 2¡kE( )
(7)

因此，矩阵极化率可以衡量经过凿孔后的极化

码性能，极化率越大，译码性能越好。

3.2  分段凿孔方法

uN
1 ûN

1

N;L= [p0; p1; ¢¢¢; pN¡1]

N;L

N!
(N ¡ L)!L!

N1;N2; ¢¢¢;Nm

s = N=m

N = N
n s £ s

极化码分段凿孔-奇偶校验的编译码框图如图1

所示，图中的 表示输入信息序列， 表示估计

码字。定义二进制数组 ，其

中N表示码长，L表示凿孔后的码长。数组中的0代

表生成矩阵中被凿除的列的位置，则在数组

中，有L个1, N–L个0。当码长较长时，最多

可能有 种凿孔模式，通过穷举搜索的方

法很难实现。为了解决这一问题，将极化码进行分

段，把原码长N的极化码分成 共

m段，每段的长度相等，为 。极化码生成

矩阵 可以被表示为m个 子矩阵

相乘的形式。

 

 
图 1 PPCA-SC编译码框图
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N = N
¡
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¢
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N N £ N式中， 表示 的比特翻转矩阵，参考文献

[15]，可以将式(8)改写为

N =
¡

m Nm

¢
N( m Nm¡1) N ¢¢¢

N( m  N1) (9)

m s £ s N

(a0; a1; ¢¢¢; aN¡1)

其中， 表示 的单位矩阵， 表示转置矩

阵，可以将数组 映射成式(10)：

(a0; a1; ¢¢¢; aN¡1)
) a0; as; a2s; ¢¢¢; a(m¡1)s;

a1; as+1; a2s+1; ¢¢¢; a(m¡1)s+1;
a2; as+2; a2s+2; ¢¢¢; a(m¡1)s+2;

:::
as¡1; a2s¡1; a3s¡1; ¢¢¢; aN¡1 (10)

N

N1  N2  ¢¢¢  Nm

式(9)将矩阵 对应的单次极化过程分解成了

对应的m次极化过程。文献

[14]中的定理17给出了N个子矩阵相乘得到的合成

矩阵极化率表达式为

E
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1 2 ¢¢¢  N
¢
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由于比特翻转操作仅改变列的顺序，所以矩阵

在比特翻转前后的极化率

相同，而各个子矩阵的行列数相等，都为s，因此

原始矩阵的极化率可以被表示为

E( N) = E( N1  N2  ¢¢¢  Nm)

=

mX
i=1

E( Ni)

logsm

s
=

1
m

mX
i=1

E( Ni) (12)

N

N1; N2; ¢¢¢; Nm

由式(12)可知，若各子矩阵极化率最大，原始

矩阵极化率也为最大。在 中寻找最大极化率的

问题被转化成了在 中寻找最大极

化率的问题。由于分解后的子矩阵的行列数较小，

穷举搜索的运算量在接受范围内。

32!
16!16!

6£ 108

2;1 = [01]

当每段的长度为32时，选择最佳凿孔模式最多

需要搜索 次，最大搜索次数约为 ，难

以实现，所以将最大分段长度s设定为16。分段长

度也不宜过小，因为当分段长度很小的时候(如分

段长度为2)，此时分段凿孔的每段最多含有1个冻

结位，根据文中的凿孔位置选择方法，此时的凿孔

模式为 ，分段凿孔变成了文献[11]中的

准均匀凿孔，但文献[11]中的准均匀凿孔极化码的

译码性能仍有提升空间，因此较小的各段码长构造

的分段凿孔极化码译码性能不够优秀，分段数至少

应该为4，所以PPCA的分段长度s可能的取值为4,
8, 16。

分段长度s与分段数m存在乘积为定值的关

系，因此缩短s会增大m。PPCA需要在分段凿孔处

级联奇偶校验码，更短的分段长度有助于及时纠

错，但级联奇偶校验码会导致码率上升，从而降低

PPCA构造码字的纠错性能，故需要权衡码率和分

段数来选择各个分段的长度。对此，表1给出4, 8,
16的3种分段长度的PPCA构造的凿孔极化码在

SC译码下的译码性能增益比较，原始码率R=0.5,
PPCA的码率R=4/7。设分段长度s=4的译码性能

增益为0，其他分段长度下的增益为正表示该分段

长度相比s=4的译码性能较好，反之表示译码性能

较差，选择增益最大的s作为该码长下的最优分段

长度。表1同时给出了不同码长N下的最优分段长

度s和对应分段长度m。

N = 2n

2n¡1 < L < 2n 2n¡1

L1

L2 L1

L2

对于各段凿孔后的剩余码字长度，首先假定极

化码的码长 ，凿孔后码长为 L ，满足

，否则可以从码长为 的极化码中

得到凿孔极化码。剩余码长L的分配方法为准均匀

分配，当L刚好是分段数的倍数时，各分段分配的

剩余码字个数相等，否则设定两种剩余码长 和

分配到各个分段中， 为较短分段剩余码长，

为较长分段剩余码长，两者相差1。凿孔后各分

段剩余码长的分配方法如表2所示。

b¢c d¢e
N = 32 L = 22

表2中的 表示向下取整， 表示向上取整。

以 , 的极化码(32,22)为例，分段数

表 1  不同分段码长s 的译码性能增益比较

码长N
Eb/N0(dB)

32 64 128 256 512 1024

s=4 0 0 0 0 0 0

s=8 0.012 0.036 0.091 0.108 0.138 0.159

s=16 –0.107 –0.043 0.055 0.118 0.188 0.233

最优s 8 8 8 16 16 16

对应m 4 8 16 16 32 64

表 2  剩余码长分配方法

算法1：剩余码长分配方法

输入：N, L, m, s

L1 L2 n1 n2输出： , , , 

L1; L2(1) 定义 为各分段中较短与较长的分段剩余码长；

nmin; nmax L1; L2(2) 定义 为分段剩余码长为 的分段个数；

L1=

¹
sL
N

º
L2=

»
sL
N

¼
(3) 较短分段剩余码长 ，较长分段剩余码长 ；

n1 n2
n1

n2
=

mL2¡ L
L ¡mL1

(4) 与 的比值为： ；

L1 n1 =
mL2¡L
L2¡ L1

Lmax n2 =
L¡mL1

L2¡ L1
(5) 的个数 , 的个数 。
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m = 4; L1 =

¹
8£ 22

32

º
= 5; L2 =

»
8£ 22

32

¼
= 6;

8;5 8;6 8;5

8;6

32;22 =
£

8;5 8;5 8;6 8;6
¤

  

的个数为2, 的个数为2。按照 在前，

在 后 的 顺 序 排 列 ， 构 成 分 段 凿 孔 码 字

。

L £ L
E( ) s;L

s = 8
s = 16 s;L

使用文献[16]提供的方法凿除生成矩阵中对应

的行，从而获得 的方阵，通过计算矩阵极化

率 寻找分段最佳凿孔模式 ，由3.1节可

知，最大矩阵极化率对应的凿孔模式即是最佳凿孔

模式。表3和表4分别给出了码长为 和码长

时不同L值对应的最佳凿孔模式 。

8;5 = [00011111] 8;6 =

[01111110]

32;22=[00011111000111110111111001111

110]

由表3可以看出， ,  

，因此极化码(32, 22)的最佳凿孔模式被

表 示 为

。结合表3，表4可以发现，每个分段的第1位

都会被凿除，由于构造原因 [1 ]，任意码长和信息

位长度的极化码的第1个码字都对应极化后的最差

信道。因此，最佳凿孔模式的第1位都会被优先

凿除。

在极化码的SC译码中，信道噪声和前面码字

判定出错产生的误差传播是导致整个码字判定出错

的主要原因[17]。信道噪声一般只引起1位错，随着

信噪比的增大，1位错的占比更大。图2给出了码长

N=1024、码率R=0.5的极化码在SC译码下，因信

道噪声产生的误码的相对频率大小，由于超过3位

错的频率太小，所以图中忽略了3位以上的误码。

从图2中可以看出，当信噪比Eb/N0=1.5 dB时，

1位错和3位错出现的相对频率之和超过0.6，当信

噪比Eb/N0=2.0 dB时，1位错和3位错出现的相对

频率之和超过0.9，当信噪比Eb/N0=2.5 dB时，1位

错和3位错出现的相对频率之和超过0.98。
通过上述分析可知，在SC译码过程中，1位错

出现的频率较大。若能及时发现并纠正译码过程中

出现的第1个错误，既能减小因信道噪声引入的误

码率，也能防止误差传播带来更多错误。为了检验

纠正1位错带来的译码性能提升，引入了文献[17]中
的Oracle-Assisted SC译码算法，该算法能对译码

过程中出现的1位误码进行及时修正，且修正次数

最多只有1次。图3给出了码率R=0.5的极化码在

Oracle-Assisted SC和SC译码下的误码率比较，由

图3可以看出，及时发现并纠正1位错能够有效提升

SC译码的译码性能。

¸u +1
¸u ¡1

奇偶校验可以检测出译码过程中发生的个数为

奇数的错误，因此在极化码的凿孔位置级联奇偶校

验码，检测SC译码过程中发生的1位错和3位错，

提升凿孔极化码的译码性能。如图4，利用第2, 3,
4段的第1位被凿除的码字，级联奇偶校验码作为

SC译码的截止标志，使用偶校验进行编码。根据

式(1)，若校验位为0，则将该码字在译码端的对数

似然比 设为 ，若校验位为1，则将其译码端

的对数似然比 设为 。

图5是PPCA-SC的译码过程，在第2段和第3段
加入了奇偶校验码，当路径到达第2段第1个码字位

表 3  N=8对应的最佳凿孔模式

L Emax( ) 8;L

7 0.6008 01111111

6 0.6022 01111110

5 0.5949 00011111

表 4  N=16对应的最佳凿孔模式

L Emax( ) 16;L

15 0.5445 0111111111111111

14 0.5635 0111111111111110

13 0.5616 0111111111111100

12 0.5654 0111111111111000

11 0.5764 0111111011111000

10 0.5794 0111111011101000

9 0.5582 0111011011101000

 

 
图 2 噪声引发的错误位数相对频率

 

 
图 3 Oracle-Assisted SC与SC译码的误码率比较
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置时，进行奇偶校验，第1段通过了第1次奇偶校

验，译码器继续向下进行译码。对第2段同样进行

奇偶校验，第1次奇偶校验未通过，再次发送第2段
码字并进行重复译码，译码完成后进行第2次奇偶

校验，第 2次奇偶校验通过，继续向下译码。

PPCA-SC译码算法除了奇偶校验之外，其他部分

与第2节描述的SC译码相同。

3.3  译码复杂度分析

Pe

Eodd

E1;3

m ¡ 1
¹

P( ) = 1¡ Pe

P( ) = Pe(1¡ E1;3)

PPCA-SC的平均译码复杂度与误码率 以及

出现奇数个错误的概率 有关，由图2和3.2节的

分析可知，高于3位出错的频率可忽略，故可以用

来表示奇数个位出错的概率。选择执行奇偶校

验 段中的任意一段进行译码次数的分析。用

事件 表示该段不进行重复译码，用事件 表示该

段进行重复译码。导致事件 发生的可能性有两

种。第1类是该段译码未发生错误，用事件 表

示，第1类事件发生的概率 。第2类
是该段译码发生了错误，但出现错误的个数为偶

数，通过了奇偶校验，用事件 表示，第2类事件

发生的概率 ，该段不进行重复

译码的概率为

P( )=P( )+P( )= [(1¡ Pe) + Pe(1¡ E1;3)] (13)
¹导致事件 发生的可能性只有一种，即该段译

码发生了错误，且出现错误的个数为奇数，未能通

过奇偶校验，该段进行重复译码的概率可以表示为

P
¡
¹
¢
= PeE1;3 = Psed (14)

该段重复译码次数为n的概率为

P( n) = P( )P
¡
¹
¢n
= Pn

sed
[(1¡ Pe)

+Pe(1¡ E1;3)] ;n 2 (0;T) (15)

E( )该段的平均重复次数 可以被表示为

E( ) =

TX
0

nP( n)

=

TX
0

nPn
sed
[(1¡ Pe) + Pe(1¡ E1;3)] (16)

对式(16)进行错位相减操作

E( ) =
1

1¡Psed

"
Psed
¡
1¡ PT¡1

sed

¢
1¡Psed

¡ PT
sed

#
¢ [(1¡ Pe) + Pe(1¡ E1;3)] (17)

m ¡ 1PPCA-SC译码时要进行 次奇偶校验，所

以平均译码次数可以被表示为

Tave = 1+
m ¡ 1

(1¡Psed)m

"
Psed(1¡ PT¡1

sed )

1¡Psed
¡ PT

sed

#
¢ [(1¡ Pe) + Pe(1¡ E1;3)] (18)

O(TaveN log N)
因 此 P P C A - S C 的 时 间 复 杂 度 为

，由上述分析可知，PPCA-SC的复

杂度与极化码码长N，码率R，分段数m，重复译

码次数上限T 和信道信噪比都有关。

表5给出了码长N为1024，码率R=1/2，分段

数m=64，最大重复次数T=5的PPCA-SC在不同信

噪比的译码时间复杂度比较。可以看出，与SC译

码相比，PPCA-SC在信噪比为1.5 dB时多约

20%的译码复杂度，当信噪比增大时，PPCA-
SC译码的复杂度逐渐降低，当信噪比为2.5 dB
时，PPCA-SC译码复杂度接近SC译码。

表6是N分别为1024, 512, 256, R=1/2, T=5的
PPCA-SC在信噪比为1.5 dB时的平均重复译码次

数比较，可以看出，码长较短时，重复译码次数较

多，码长较长时，重复译码次数较少。

表7给出了N=256, R=1/2时不同重复译码次

数上限T对PPCA-SC的影响，当信噪比为1.5
dB时，PPCA-SC在T=4时比T=2多约40%的译码

复杂度。当信噪比增大时，T 对PPCA-SC的译码

复杂度的影响较小。

表8是N=256, R=1/2的极化码，在重复译码

次数上限T=4而分段数不同的PPCA-SC时的译码

表 5  PPCA-SC复杂度比较

信噪比(dB) 时间复杂度

1.5(PPCA-SC) 12275

2.0(PPCA-SC) 10858

2.5(PPCA-SC) 10360

SC 10240

 

 
图 4 加入分段奇偶校验码示意图

 

 
图 5 PPCA-SC译码过程
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复杂度比较，可以看出，分段数越多，译码复杂度

越大，但m的值较大时，m值对译码复杂度的影响

不大。

综合上述分析可知，与SCL译码复杂度随着搜

索序列数L呈线性增长不同，PPCA-SC的译码复杂

度受多个因素影响，且译码复杂度始终较低。

4    仿真与分析

在AWGN信道，选择原始码率R=0.5的极化

码，采用二进制相移键控(Binary Phase Shift

Keying, BPSK)的方式对极化码进行调制。对极化

码进行分段凿孔，在各个分段的第1个凿孔的位置

级联奇偶校验码，通过高斯近似 (G au s s i a n

Approximation, GA)的方法决定信息位和冻结位

的选取，完成PPCA极化码的构造，PPCA的码率

为R=4/5。

设定原始码长N=1024, PPCA的重复译码次数

上限T=4, T=8，分段数m=64构造的码字码率为

R=4/5, SC译码下PPCA极化码、文献[12]中的极

化码以及SCL译码下文献[10]中的极化码译码性能

比较如图6所示，文献[10,12]中极化码的码长码率

与PPCA极化码相同。从图中可以看出，当BER为

10¡4

10¡8

10¡8

10¡4 10¡6 10¡8

时，PPCA(T=4)相比文献[12]获得了约0.2 dB

的编码增益，当BER为 时，PPCA (T=4)的译

码性能与文献[12]基本持平，当BER继续增大时，

PPCA(T=4 )性能不及文献 [ 1 2 ]。当BER为

时，PPCA (T=8)相比文献 [12 ]约能获得

0.2 dB的编码增益，优于PPCA(T=4)的译码性

能。因此增大重复译码次数上限T  可以改善

PPCA-SC在高信噪比区间的译码性能。对比文献

[10]中极化码在SCL译码下的性能，PPCA(T=8)在

BER为 , , 时都只损失了约0.3 dB的

译码性能，即最大重复次数T 较大时，PPCA-SC

能获得接近SCL的译码性能。

O(3687) O(8192)

图7是码长N=256，码率R=0.5，分段数

m=64的PPCA-SC与SC, SCL的译码时间复杂度比

较。从图中可以看出，PPCA-SC(T=8)的时间复

杂度约为 ，是SCL译码的时间复杂度

的45%。当信噪比增大时，PPCA-SC的复杂度将

会逐渐减小，相比SCL译码更有优势。结合表6、
图6可知，当码长大于256时，PPCA-SC译码能以

较小的译码复杂度来获得接近SCL译码的性能。

10¡3

PPCA-SC与文献[12]和文献[16]的凿孔方法构

造的极化码在误码率为 时的相对编码增益如图8
所示，极化码的原始码长N=1024，码率R=0.5,
PPCA-SC的最大重复次数T=4，分段数m=64。横

坐标L代表不同的剩余码长，纵坐标表示PPCA-

表 6  PPCA-SC平均重复译码次数比较

码长 平均重复译码次数

256 0.72

512 0.47

1024 0.20

表 7  最大重复次数对PPCA-SC复杂度的影响

信噪比(dB) 最大重复次数 时间复杂度

1.5
4 3522

2 2527

2.0
4 2486

2 2331

2.5
4 2126

2 2107

表 8  分段数对PPCA-SC复杂度的影响

信噪比(dB) 分段数 时间复杂度

1.5
16 3522

8 3424

2.0
16 2466

8 2338

2.5
16 2126

8 2121

 

 
图 6 不同凿孔方法的误码率比较

 

 
图 7 不同译码方法的时间复杂度比较
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SC相对文献[12,16]的编码增益。从图中可以看出，

当剩余码长L=640时，PPCA-SC的编码增益最

大，比文献[16]多约0.71 dB，比文献[12]多约0.37
dB。当L变大时，PPCA-SC的编码增益逐渐减小，

当L=880时，PPCA-SC比文献[16]多0.16 dB的编

码增益，比文献[12]的编码增益略小。而L=960
时，PPCA-SC反而比文献[12]少0.14 dB的编码增

益。在凿除码字较多时，PPCA-SC对凿孔造成的

性能损失的改善效果比较好，而当凿除码字较少

时，PPCA-SC对凿孔极化码的提升效果不够明显。

5    结论

针对极化码码长不够灵活和凿孔后极化码性能

损失较大的问题，本文提出了基于分段凿孔和分段

奇偶校验的PPCA算法。先将极化码码字进行分

段，通过矩阵极化率确定每段的最佳凿孔方案。由

于每个分段的第1个码字总是被优先凿除，在各段

段首级联奇偶校验码来检测前段码字的译码结果，

及时发现译码错误，降低误码率。仿真结果表明，

PPCA-SC能有效提升凿孔极化码的译码性能，且

译码复杂度较小。
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