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基于稀疏采样阵列优化的 APG-MUSIC 算法 
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摘  要：针对稀疏阵列下 2 维波达方向(DOA)估计问题，该文提出一种基于稀疏采样阵列优化的加速逼近梯度(APG)

算法与多重信号分类(MUSIC)算法相结合的 2D-DOA 估计方法。首先，建立稀疏阵列下的 2D-DOA 估计信号模型，

并证明其具备低秩特征，满足零空间性质(NSP)。其次，为提高稀疏阵列下矩阵填充方法重构接收信号矩阵性能和

以此为基础的 2D-DOA 估计精度，提出基于遗传算法(GA)的稀疏采样阵列优化方法。最后，将 APG 和 MUSIC

算法相结合，在重构完整平面阵列接收信号矩阵的基础上完成 2 维波达方向估计。计算机仿真结果表明，该方法在

保证 2 维波达方向估计精度前提下，大幅提高阵元利用率，有效降低空间谱平均旁瓣，与常规 2D-DOA 估计方法

相比具有优势。 
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Abstract: A novel Two Dimension Direction Of Arrive (2D-DOA) estimation method based on sparse sampling 

array optimization is proposed, which is combined with Accelerated Proximal Gradient (APG) and MUltiple 

SIgnal Classification (MUSIC). First, a 2D-DOA estimation signal model for sparse array is established, and its low 

rank feature and Null Space Property (NSP) are analyzed. Then, a sparse sampling array optimization method 

based on Genetic Algorithm (GA) is studied to enhance the performance of Matrix Completion (MC) and DOA. 

Finally, APG and MUSIC are employed to reconstruct the received signal matrix and estimate the direction of 

wave arrived, respectively. Computer simulation results show that the proposed method improves the utilization 

rate of array and reduces the average side lobe of spatial spectrum effectively, compared with the conventional 

2D-DOA methods. 

Key words: Sparse sampling array optimization; Matrix Completion (MC); Two-Dimension DOA (2D-DOA); 

Genetic Algorithm (GA) 

1  引言  

信号波达方向(Direction Of Arrival, DOA)估
计是阵列信号处理领域研究重点[1,2]，广泛应用于协

同通信、辐射源定位跟踪以及信号分选识别等方面，

为战场态势感知、作战任务规划和雷达资源调度提
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供重要支撑。近年来，随着新型作战样式不断发展

和电磁环境日益复杂多变对探测系统要求的不断提

高，波达方向估计正面临着高精度、高分辨率和高

稳健性等方面的迫切要求[3]。针对这一趋势，2 维波

达方向估计(2D-DOA)由于能更精细地划分空间，更

准确地描述入射信号空间特征，不易受杂波和噪声

等无源干扰影响，引起了广大学者的兴趣，并涌现

出大量 2D-DOA 估计方法 [4 7]− 。 
矩阵填充(Matrix Completion, MC) [8 12]− 是由

压缩感知(Compressed Sensing, CS)[13]衍生的一项

数据重构理论，广泛应用于图像处理，协同滤波、

系统识别、频谱感知等众多领域。针对低秩矩阵，
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该理论可将秩最小问题转化为核范数优化问题，以

较大概率对观测矩阵中缺失数据补全，重构完整矩

阵。雷达应用中，矩阵填充理论的引入将大幅降低

采样数、传输量、存储量以及处理成本，在快速算

法和准确重构方面取得了大量研究成果，显示出巨

大研究价值和广阔应用前景[8]。 
相比于 L 型、V 型、T 型以及十字型阵列，利

用平面阵列进行 2 维 DOA(Two Dimension DOA, 
2D-DOA)估计具有旁瓣低，对无源/有源干扰鲁棒

性优等显著优势，但也存在天线阵面规模大，采样

设备复杂，软硬件设计成本较高等明显不足[14]。在

此背景下，通过引入矩阵填充理论，利用少量阵元

采样数据重构完整的阵列接收信号，实现平面阵列

下的高分辨率 DOA 估计将成为一种可行的技术途

径，不仅有效控制硬件成本、提高不同阵列构型下

的适用度，还可从本质上解决因样本数据匮乏导致

DOA 估计分辨率下降和精度不足等问题。文献[15]
论证了矩阵填充理论应用于雷达信号处理的可能

性；文献[16]提出应用于 MIMO 雷达的基于矩阵填

充的波束形成方法；文献[17]证明了将矩阵填充理论

应用于 MIMO 通信系统可行性；文献[18]和文献[19]
将矩阵填充理论应用于阵列信号处理，提出基于矩

阵填充的 2 维波束形成方法，成功解决了稀疏阵列

波束形成旁瓣高的问题。 
基于上述分析，本文将矩阵填充理论引入平面

阵列 2D-DOA 估计中，提出一种基于稀疏采样阵列

优 化 的 加 速 逼 近 梯 度 (Accelerated Proximal 
Gradient, APG)[20]算法和多重信号分类(MUltiple 
SIgnal Classification, MUSIC)方法相结合的 2D- 
DOA 估计方法。首先，利用稀疏阵列采集辐射源数

据建立 2D-DOA估计模型，并证明其具备低秩特征，

满足零空间性质(Null Space Property, NSP)，为利

用矩阵填充方法补全缺失数据，重构完整矩阵提供

理论基础；其次，提出一种以阵列接收信号矩阵重

构误差最小为准则，利用遗传算法 (Genetic 
Algorithm, GA)离线优化采样阵列的方法，改善稀

疏阵列下重构阵列接收信号矩阵的性能，提高矩阵

填充方法在不同天线构型下的适用度；最后，采用

APG 方法将稀疏阵列接收信号以较高置信度重构

为完整信号，并利用 MUSIC 算法完成 2D-DOA 估

计。与常规 2D-DOA 方法相比，所提方法大幅提高

了平面阵列的阵元利用率，仅利用少量阵元接收信

号即可实现高精度的 DOA 估计。 

2  基于矩阵填充的 2D-DOA 估计模型 

2.1 平面阵列 2D-DOA 估计模型 
假设空间中存在K 个远场窄带不相关信号分别

以 2维方向( ),k kθ φ 入射到由 x yM M× 个阵元组成、x

轴方向间距为 xd , y 轴方向间距为 yd 的平面均匀矩

形阵列(Uniformity Rectangle Array, URA)，其中

( ]0 ,90kθ ∈ 表示第k 个信号入射方向与 z 轴的夹角

(即俯仰角)， ( ]0 ,180kφ ∈ 表示第k 个信号入射方向

与x 轴的夹角(即方位角)， 1,2, ,k K= ⋅⋅⋅ ，如图 1 所

示。 

 
图1 均匀矩形阵列的几何结构图 

以坐标原点为阵列参考点，不考虑噪声条件下，

x 轴方向上 xM 个阵元对K 个远场窄带信号的接收

信号可表示为 
( ) ( )x xt t=L A S               (1) 

其中， ( )( ) diag ( ) K K
Kt s t ×= ∈S ; 1,2, ,t N= 为接

收快拍数； xM K
x

×∈A 为 x 轴方向导向矢量。 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,x x x x K Kθ φ θ φ θ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A α α α       (2) 

( )
( )

( )

1

exp j2 sin cos /
,

exp j2 1 sin cos /

x i i

x i i

x x i i

d

M d

θ φ λ
θ φ

θ φ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥π⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤π −⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

α   (3) 

式(3)中，λ为接收信号波长。 

同理，不考虑噪声条件下，y 轴方向上 yM 个阵

元对K 个远场窄带信号的接收信号可表示为 

( ) ( )y yt t=L A S              (4) 

其中， yM K
y

×∈A 为y 轴方向导向矢量。 

( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,y y y y K Kθ φ θ φ θ φ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A α α α      (5) 

( )
( )

( )

1

 exp j2 sin cos /
,

exp j2 1 sin cos /

y i i

y i i

y y i i

d

M d

θ φ λ
θ φ

θ φ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥π⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥π −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

α  (6) 

综合式(1)和式(4)可得，平面均匀矩形阵列对远
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场窄带不相关信号的接收信号为 
T( ) ( ) ( ),   1,2, ,x yt t t t N= + = ⋅⋅⋅X A S A N    (7) 

其中， ( )tN 为接收噪声矩阵。 

实际中，考虑到符合无意/恶意干扰源特征的同

频辐射源信号功率通常远高于噪声功率，可知平面

均匀矩形阵列对远场窄带不相关信号的接收信噪比

(Signal to Noise Ratio, SNR)较高。由此，式(7)中 
( )tN 将不会对 ( )tX 的秩产生影响，满足 ( )rank ( )tX  

( )( )rank =t K≤ S ，即 ( )tX 为低秩矩阵。 

2.2 2D-DOA 估计模型零空间性质分析 
若在平面均匀阵列中随机选取m 个阵元构成稀

疏阵列，则该稀疏采样阵列接收信号可表示为 ( )s tX , 
1,2, ,t N= ，且满足 

( )

( )　　

, ,

,

( ) ( ) ,   ,

( ) 0,       ,

s i j i j

s i j

t t i j

t i j

⎫= ∈ ⎪⎪⎪⎬⎪= ∉ ⎪⎪⎭

X X

X

Ω

Ω
       (8) 

其中，Ω为稀疏阵采样列阵元在平面均匀阵列中位

置索引集合。 

同上文，稀疏采样阵列接收信号重构的完整天

线阵列接收信号表示为 ( )tX ，则根据矩阵填充理论

有 
( )( ) ( ), ,min rank ,  s.t. ( ) ( ) , , ,

                       1,2, ,

i j s i jt t t i j

t N

= ∈

=

X X X Ω

(9) 

若稀疏采样阵列接收信号矩阵满足 NSP，则式

(9)中矩阵 ( )tX 秩最小化问题可转化为矩阵 ( )tX 核

范数最小化问题[21]，即式(9)可改写为 

( )
*min ,  s.t. ( ( )) ( ( ))st P t P tΩ Ω=X X X    (10) 

其中，PΩ 为采样算子。 
( )

( )
, ,   ,

( )
0,       ,

i j i j
P

i jΩ

⎧ ∈⎪⎪⎪= ⎨⎪ ∉⎪⎪⎩

M
M

Ω

Ω
      (11) 

PΩ 的零空间可表示为 

{ }1 2Null( ) : ( )n nP P×
Ω Ω= ∈ =M R M 0    (12) 

其中， 1n 和 2n 是与平面阵列稀疏采样阵元位置范围

有关的变量。 

根据矩阵填充零空间性质，PΩ 零空间内的矩阵

通过矩阵填充方法进行完整矩阵的重构难度极 

大[21]。由式(3)中元素 ( ), 0 0
x

x i i m
θ φ⎡ ⎤≠ ≠⎣ ⎦α 可知， xA

中元素非零，同理 yA 中元素非零；实际中对角矩阵

( )tS 中元素亦非零。不难得出， T( ) ( )x yt t=X A S A  

( )t+N 中任一元素非零，即对任一采样算子PΩ 满足 

( ) ( )( ) Null ,    1,2, ,P t P t NΩ Ω∉ =X     (13) 

综上所述，式(10)满足利用矩阵填充理论通过

少量阵元观测值以较大概率重构完整平面阵列接收

信号的必要条件，为下文开展稀疏阵列下基于矩阵

填充的 2D-DOA 估计提供了关键理论保证。 

3  基于 GA 的稀疏采样阵列优化方法 

根据上文论述，稀疏阵列接收信号矩阵具备低

秩特征，且满足 NSP，故可在选取阵元数满足m ≥  

( )x ylr M M r+ − 条件时通过矩阵填充方法重构平面 

阵列接收信号矩阵，其中 r 为完整平面阵列接收信

号矩阵的秩，l 为常数。需要指出，常规矩阵填充方

法并未充分考虑采样阵列选取对阵列信号重构性能

的影响，无法保证在相同数量阵元条件下以最大概

率重建平面阵列接收信号矩阵。针对上述问题，本

文以阵列接收信号重构误差最小为准则，利用遗传

算法对稀疏采样阵列进行离线优化，以降低相同阵

元数量下利用矩阵填充方法重构阵列接收信号矩阵

的重构误差，提高不同天线构型(如三角阵、圆阵和

矩形阵等)下矩阵填充方法的适用度，为下文进行高

分辨率 2D-DOA 估计奠定重要基础。 

本质而言，稀疏阵列优化选取问题可转化为平

面阵列信号重构误差最小问题，即将稀疏采样阵列

选取方案作为样本，以最小化阵列信号重构误差为

优化目标，在有限次迭代过程中利用适应度函数对

不同样本进行评估和更新。 

( )1 2min fit , , , md d d           (14) 

其中，( )1 2, , , m
md d d R∈ 为稀疏阵列中m 个阵元的

位置矢量集合； fit( )⋅ 表征平面阵列信号重构误差的

适应度函数 

( )1 2 2 2fit , , , md d d = −M X M     (15) 

式(15)中，M 为平面阵列接收信号矩阵；X为利用

矩阵填充方法重构后的矩阵。 

不难发现，式(14)中最小化重构误差适应度函

数是典型的离散非线性多变量优化问题。目前，解

决该类问题可采用遗传算法，模拟退火算法

(Simulated Annealing, SA) 及神经网络 (Neural 
Network, NN)等经典智能优化算法。相比于 SA 和

NN 方法，GA 在解决组合优化问题时将仿照生物进

化和遗传规律，遵循优胜劣汰自然进化规则，在最

大限度保持样本多样性前提下，对解空间不同区域

的多个点进行搜索，通过反复迭代计算，在全局范

围内寻找问题最优解，从而保证在搜索过程中以最

大概率获取全局最优解。 
GA 优化主要包括编码和译码、初始化群体选

择、适应度函数计算、选择、交叉以及变异等关键

步骤。鉴于此，本文将以平面阵列中阵元位置作为

染色体变量，选择适当的初始种群，交叉、变异概
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率，并采用轮盘赌的方式选择复制对象，以式(14)

作为适应度函数对最优稀疏采样阵列进行搜索。具

体步骤为： 

步骤 1  随机选择若干组阵元作为 GA 的初始

化群体； 

步骤 2  以式(14)作为适应度函数计算每个个

体的适应度值； 

步骤 3  采用轮盘赌的方式，根据适应度值选

择优良的个体，同时将适应度值最高的个体直接复

制到下一代，保证最优个体在遗传过程中不被去除； 

步骤 4  以预设的交叉概率采用两点交叉法产

生新个体； 

步骤 5  以预设的变异概率在交叉后的种群中

进行变异产生后代； 

步骤 6  若达到预设的迭代次数或得到理想的

适应度值，将最优个体取出作为最优采样阵列搜索

结果，否则返回步骤 2。 

4  APG-MUSIC 算法 

目前，求解矩阵填充问题的方法主要包括奇异

值门限(Singular Value Threshold, SVT)算法，不动

点延拓(Fixed Point Continuation, FPC)算法以及

加速逼近梯度(APG)算法等。其中，SVT 算法能较

好地解决矩阵填充问题，但存在对秩较大矩阵重构

效率低等不足；FPC 算法采用算子分裂技术构造的

迭代算法求解矩阵 Lasso 模型以恢复完整矩阵，但

对于相关性较强的数据该方法常会出现矩阵重构性

能不稳定的情况；APG 算法是由 CS 的 FISTA(Fast 
Iterative Shrinkage Threshold Algorithm)延伸而

来，是求解无约束凸优化问题的常用方法，相对于

上述两种方法的收敛速度有明显优势，同时其矩阵

重构性能对数据不敏感，具有较高的稳健性，因而

得到广泛应用。鉴于此，本文将 APG 方法与 MUSIC

方法相结合，提出一种基于稀疏采样阵列优化的

2D-DOA 估计方法。 

通常 APG 算法用以解决如式(16)所示极小化

问题[20] 

( ) ( ) ( )min
X H

F X g X f X
∈

= +     (16) 

其中，H 为实希尔伯特子空间； ( )g X 和 ( )f X 均为

凸函数，且 ( )f X 为 Lipschitz 连续的。 

为了便于采用 APG 算法重构平面阵列接收信

号矩阵[20]，令 

( ) 21
( ( )) ( )

2 s F
g X P t tΩ= −X X        (17) 

( ) ( )
*f X tμ= X                  (18) 

其中， μ为正实数。那么，式(10)可改写为可利用

APG 算法进行优化求解的问题。 
2

*

1
min ( ) ( ( )) ( )

2 s F
t P t tμ Ω+ −X X X     (19) 

其中，μ为常数。 
针对式(19)所示优化问题，利用 APG 算法重构

完整接收信号矩阵的步骤可归纳为： 

步骤 1  令 ( )( )( )，1 1= + 1k k k k k kω ω− −− −Y X X X

当 0k = 时， 0 1 1ω ω= = , ( )0 1 s t= =X X X ； 

步骤 2  令 ( )( )1 *= ( ) ( )k k k k sP P tω −
Ω Ω− −G Y Y X ； 

步骤 3  计算 kG 的奇异值收缩算子 ( )kSτ G ； 
步骤 4  令 ( )1k kSτ+ =X G ； 

步骤 5  更新 2
1 1 1 4 2k kω ω+

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
； 

步骤 6  若满足
22

1 1k k kF F
ε− −− <Y Y Y ，则停

止迭代，将 kX 作为矩阵重构结果输出，否则转入步

骤 1。 

根据文献[20]和文献[22]所得结论，步骤 3 中奇

异值收缩算子 ( )kSτ G 通过对 kG 的各奇异值设置一

个软阈值，使较小奇异值收缩至 0，以保证迭代过

程中优化变量具备低秩特征，重构最小秩矩阵。 

( ) ( )( ) Tdiag /kSτ σ μ τ
+

= −G U V      (20) 

其中，U 和V 分别表示对 kG 奇异值分解所得左右

奇异值特征矩阵；σ 为 kG 奇异值； ( ]0,1τ ∈ 为奇异

值收缩阈值；diag( )α 表示以向量α为对角线元素的

矩阵； ( )max 0,+ =α α 。 
利用 APG 算法优化求解式(19)的解即为完整

平面均匀阵列接收信号的估计值 ( )tX 。将 ( )tX 向量

化可得完整平面阵列接收信号的向量形式 
( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) [ ]

T

1

vec vec ( ) ( )

, , +vec ( )

x y

K

y i i x i i i
i

t t t t

s t tφ θ φ θ
=

⎡ ⎤= = +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⊗⎣ ⎦∑

x X A S A N

Nα α (21) 

若 令 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,  i i y i i x i i tφ θ φ θ φ θ= ⊗ =nα α α  

( )[ ]vec tN ，则式(21)可改写为 

( )
1

( ) , ( ) ( ),   1,2, ,
K

i i i
i

t s t t t Nφ θ
=

= + =∑x nα  (22) 

若 xR 为 ( )tx 的协方差矩阵，则对其进行特征分

解后可得 
H H

x S S S N N S= +R U U U UΣ Σ        (23) 

其中， SU 为信号子空间，由K 个大特征值对应特征

向量组成； NU 为噪声子空间，由剩余小特征值对应

特征向量组成。信号子空间和噪声子空间满足 
H H

S S N N+ =U U U U I           (24) 

由此，信源的 2 维谱估计函数可表示为 



1394                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 40 卷 

 

( ) ( )2D-MUSIC H H

1
, ,N N

P
θ φ θ φ

=
U Uα α

     (25) 

5  仿真分析 

假设平面均匀阵列中 64xM = ,  64yM = , 
/2x yd d λ= = ，即平面均匀阵列共包含 64 64×  

4096= 个阵元，且 x 方向和y 方向的阵元间距均为

/2λ 。为了便于分析和对比，下列实验中稀疏阵列

将按照随机选取和利用 GA 方法优化选取两种方式

生成，其中稀疏阵列阵元数 1200, 2m l= = ，满足 

( )x ym lr M M r≥ + − 约束条件。设空间中存在 

3K = 个远场窄带不相关信号分别以 (30 ,15 )° ° , 

(20 ,25 ),(10 ,35 )° ° ° ° 入射到平面阵列。 

实验 1  稀疏阵列下的 2D-DOA 估计。图 2 为

随机选取稀疏阵列下，快拍数 50N = ，信噪比

SNR 10 dB= 时，采用 MUSIC 算法对入射信号 2D- 
DOA 估计结果。图 3 为相同实验条件下，采用基于

稀疏采样阵列优化的APG-MUSIC算法对入射信号

进行 2D-DOA 估计的结果。通过对比不难发现，由

于采样阵列中阵元数目远少于完整平面阵列阵元数

目，且阵元分布不均匀，故直接利用 MUSIC 算法

进行 2 维 DOA 估计时将会面临平均旁瓣电平上升，

频谱展宽等问题，严重影响 2D-DOA 估计精度。相

比而言，本文方法在采样阵列规模一致条件下 2D- 
DOA 估计性能更优，主要得益于其在稀疏采样阵列

优化基础上利用稀疏阵列接收信号能够以较大概率

重构完整平面阵列接收信号，一定程度上增加了

DOA 估计积累信噪比。由此，利用 MUSIC 方法进

行 2 维 DOA 估计将有效抑制旁瓣电平，保证 2D- 
DOA 估计的精度。 

实验2  矩阵重构精度和DOA估计精度随快拍

数和阵元数变化趋势验证。图 4 和图 5 分别为稀疏

采样阵列阵元数目分别为 900, 1200, 1500，信噪比

SNR 10 dB= 时，在已优化稀疏采样阵列下接收信

号矩阵重构误差和 2D-DOA 估计误差随着快拍 

数变化的 500 次蒙特卡洛仿真实验结果。仿真结果 

表明，伴随着接收信号快拍数的增加，入射信号实

现了相干积累，使得多快拍信号积累后信噪比大幅

提高，导致矩阵重构误差随快拍数增加而逐渐降低

(即重构阵列接收信号逐渐逼近完整阵列接收信

号)，为后续 2D-DOA 估计提供切实基础。此外，

该实验结果也显示出稀疏阵列阵元数不同时矩阵重

构误差存在显著差异，一定程度验证了同一阵列构

型下稀疏阵列阵元数目与矩阵重构性能以及 DOA

估计精度间的制约关系。 

实验 3  稀疏采样阵列选取与阵列信号重构性

能以及 DOA 估计性能关系验证。图 6 和图 7 分别

为快拍数 200N = ，信噪比 SNR 10 dB= 时，通过

随机选取和 GA 优化选取两种方式生成稀疏采样阵

列下平面阵列接收信号矩阵重构误差和 2D-DOA估

计误差随阵元数变化的 500 次蒙特卡洛仿真实验结

果。仿真结果表明，在阵元数分别为 900, 1200, 1500, 

1800, 2100 条件下，采用 GA 优化选取的稀疏采样

阵列相比随机选取生成的稀疏采样阵列均具有更优

的矩阵重构性能，显著提高 DOA 估计精度。该实

验结果表明稀疏采样阵列优化在阵列信号重构问题

中的重要意义和研究价值。 

6  结论 

平面阵列下的 2D-DOA估计以其较高的空间分

辨率和对无源/有源干扰鲁棒性优等显著优势在阵

列信号处理中得到广泛研究。为规避该体制采样设

备复杂，软硬件设计成本高等因素对波达方向估计

研究的制约，本文提出一种基于稀疏采样阵列优化

的 APG-MUSIC 2 维 DOA 估计方法。与常规 2D- 

DOA 估计方法相比，本文方法不仅具备较高估计精

度和较低旁瓣电平，而且对阵元采样数据需求大幅

降低，有效提高阵元利用率，具有较高研究价值和

广阔应用前景。 

 

图 2 随机选取稀疏采样阵列下MUSIC                    图 3 基于GA优化的稀疏采样阵列下APG- 

算法2维DOA估计结果                                  MUSIC算法2维DOA估计结果 
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图 4 不同规模采样阵列下矩阵重构                        图 5 不同规模采样阵列下DOA估计 

误差随快拍数的变化曲线                                 误差随快拍数的变化曲线 

 

图 6 不同稀疏采样阵列下接收信号                        图 7  2维DOA估计均方根误差随 

矩阵重构误差随阵元数变化曲线                            稀疏采样阵列规模变化曲线 
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