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基于子空间的三阶多项式相位信号快速稀疏分解算法 
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摘  要：针对稀疏分解冗余字典中原子数量庞大的缺点，该文提出一种三阶多项式相位信号的快速稀疏分解算法。

该算法根据三阶多项式相位信号的特点，把原有信号变换成两个子空间信号，并根据这两个子空间信号构建相应的

冗余字典，然后采用正交匹配追踪法来完成其稀疏分解，最后利用稀疏分解原理完成原有信号的稀疏分解。该算法

把原有信号变换成两个不同子空间信号，构建了两个不同的冗余字典，对比采用一个冗余字典库，这种采用两个冗

余字典的算法大大减少了原子数量，并且通过快速傅里叶变换，在一个冗余字典进行稀疏分解时，同时找到另一个

冗余字典中的最匹配的原子。因此该算法通过减少原子数量和采用快速傅里叶变换大大加快了稀疏分解速度。实验

结果表明，相比于采用 Gabor 原子构建的冗余字典，采用匹配追踪算法与遗传算法及最近提出的基于调制相关划

分的快速稀疏分解，它的稀疏分解速度更快，并且具有更好的收敛性。 
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Abstract: In view of the defect for large number of atoms in the over-complete dictionary during sparse 
decomposition, this paper presents a fast sparse decomposition algorithm for three-order polynomial phase signal 
based on subspace. According to the characteristic of three-order polynomial phase signal, the original signal is 
transformed into two subspace signals, then the atoms are structured based on the two subspace signals in the 
over-complete dictionary, and the two subspace signals are sparsely decomposed by using orthogonal matching 
pursuit algorithm. Finally, the sparse decomposition for the original signal is completed by using the theory of the 
sparse decomposition. In the algorithm, three-order polynomial phase signal is transformed into two subspace 
signals, and two over-complete dictionaries are structured based on the two subspace signals. Compared to one 
over-complete dictionary, the atoms are reduced enormously by using two over-complete dictionaries in the 
algorithm, and one matching atom can be obtained in one over-complete dictionary when another matching atom 
in another over-complete dictionary is obtained by using fast Fourier transform. Therefore the method can sparsely 
decompose three-order polynomial phase signal with low computational complexity by reducing the atoms and 
using fast Fourier transform. Simulation results show that the computational efficiency of the proposed method is 
better than that of using Gabor atoms, genetic algorithm and the algorithm based on modulation correlation 
partition, and the sparsity is better.  
Key words: Three-order Polynomial Phase Signal (PPS); Subspace; Fast Fourier Transform (FFT); Orthogonal 

Matching Pursuit (OMP); Sparse decomposition  
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1  引言 

多项式相位信号出现在许多领域，比如雷达、

声呐、地震波和无线通信等 [1 5]− ，而三阶多项式相

位信号在雷达信号处理中常用于对复杂移动目标的

回波相位进行建模[6,7]。由于三阶多项式相位信号的

广泛应用，因此对它的处理也引起许多研究者的关

注，如对它的检测和参数估计，以及去噪等[8,9]。而

信号稀疏分解及稀疏表示能对信号进行更紧凑、能

量更集中的分解，是信号分解与表示的新方法，它

使得信号的主要信息可用少数的原子得以表达[10]，

这和传统方法有着本质的不同，具有许多优良特性，

它解决了传统方法仅用一种方式对信号的表示[11]。

稀疏信号处理最主要的优点是对字典原子几乎没有

特定要求，这为特定的应用问题提供了极大的灵活

性。在处理多项式相位信号及其多分量信号时，可

以选取对应的多项式相位函数作为原子，并通过在

合适范围内以合适的精度将其各个参数离散化以构

造出相应的过完备原子库。 
稀疏信号处理是信号分解与表示方面的新方

法，和传统的信号分解与表示方法有着本质的不同。

近些年来，稀疏分解及稀疏表示在信号处理中已经

有了广泛的应用，其研究异常活跃，它主要是解决

优化逼近问题[12]。近十年来己提出了许多信号稀疏

表示或稀疏分量分析的方法。主要有框架方法

MOF(Method Of Frames)[13], FOCUSS(FOCaI 
Undetermined System Solver)[14]，基追踪 BP(Basis 
Pursuit)[15]，最好的正交基 BOB(Best Orthogonal 
Basis)[16]，匹配追踪 MP(Matching Pursuit)及其改

进方法[17]。这些方法都有各自的优点和缺陷，目前

正在研究发展之中。目前，流行的方法可分为两类：

贪婪方法和凸松弛方法。贪婪方法通过寻求一系列

局部最优的选项以尝试确定一个全局最优解；凸松

弛方法则用相关的凸规划来取代组合优化稀疏逼近

问题。前者的主要代表是 MP，后者为 BP。 
不管是贪婪方法或者凸松弛方法，都面临过完

备字典中原子数量庞大的问题，从而导致了较高的

计算复杂度。为了减少计算复杂度，提高稀疏分解

速度，许多研究者在这方面提出了各种方法，比如

遗传算法[18,19]，粒子群算法[20,21]，但这些智能算法在

快速稀疏分解中存在一定的随机性，可能不适用于

某些应用场合，并且在分解速度方面也有待进一步

的提高。另外一些研究者根据原子与原子库的结构

特性，提出了相应的快速稀疏分解算法，比如基于

核心原子库的快速算法[22]和基于集合划分的快速算

法[23]，这类快速算法虽然没有随机性问题，但主要

以 Gabor 原子为研究对象，以减少原子库中原子数

量为目的，稀疏分解速度以及收敛速度仍然有待进

一步的提高。为了减少过完备字典中原子的数量，

提高信号的稀疏分解速度，针对三阶多项式相位信

号的特点，本文提出了采用子空间的方法把三阶多

项式相位信号转换成两个子空间信号，并采用两个

过完备字典的方式来减少搜寻的原子数量，同时利

用快速傅里叶变换来加快搜寻匹配原子的速度，对

比于采用 Gabor 原子构建的冗余字典，所提算法极

大提高了稀疏分解速度和收敛速度。 

2  信号的稀疏分解及正交匹配追踪算法 

稀疏分解的目的是把一个给定的信号y 表示成

少量原子的组合，可表示为 

1

M

m m
m

θ Φ
=

= = ∑y Φθ            (1) 

其中，信号y 是一个 1N × 阶列向量，θ为 1M × 阶

展开系数向量，字典Φ为N M× 阶矩阵，它的列为

展开函数 mΦ ，即 { }1 2, , , , ,m MΦ Φ Φ Φ=Φ 。对于该 

式，可以看出，构成信号展开系数向量θ中的零分

量越多，则该信号越稀疏。根据逼近论的观点，通

过选取好的展开函数 mΦ ，使得用较少数目的向量的

线性组合就可以精确地重构信号y 。这种稀疏分解

对信号压缩、信号分析和特征提取是十分有利的，

它意味着展开函数与信号的结构高度相关。用过完

备的时频原子字典Φ可以对广泛的时频特性给出简

捷、稀疏的表示，可以根据信号本身来更灵活地选

取和构造其展开函数 mΦ ，使得展开项对某个特定信

号能给出更好的物理解释，且不受正交性的制约。

从信号稀疏分解和稀疏性的定义可以看出：信号越

稀疏，展开系数向量θ的 ( 1)pl p ≤ 模越小；信号越稀

疏，展开系数向量θ中各个分量的绝对值按从大到

小的顺序排列后，向零衰减的速度越快；稀疏分析

能够对信号进行紧凑、能量集中的分解。为了得到

信号的稀疏分解，必须解决优化逼近的最优问题，

本文采用了正交匹配追踪算法。在匹配追踪算法的

基础上，正交匹配追踪算法对该算法进一步改进，

对前者每次迭代获得的匹配原子进行 Gram- 

Schmidt 正交化处理，其目的是为了加快算法的收

敛速度[24]。 

正交匹配追踪(OMP)算法分解信号的具体过程

如下： 
首先，采用匹配追踪算法从过完备字典Φ 中选

出与待分解信号 0=Ry y 最匹配的原子
0

gγ ，使其满足 

0

0 0, sup ,R g R gγ γ
γ Γ∈

=y y         (2) 

其中，
0

0 ,R gγy 表示信号 0R y与
0

gγ 的内积。因此，
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信号y 可以分解为在
0

gγ 上的分量和残余两部分，即 

 
0 0

0 0 1,R R g g Rγ γ= = +y y y y        (3) 

其中， 1R y是用最佳原子对原信号进行最佳匹配后

的残余。
0

gγ 与 1R y显然是正交的，所以有 

0

2 220 0 1,R R g Rγ= +y y y         (4) 

因为存在(3)式，所以 1R y 此时最小。所得到稀疏

分解的系数为 

 
0

0
0 ,R gγα = y              (5) 

对最佳匹配后的残余可以不断进行上面同样的

分解过程，即 
1,

i i

i i iR R g g Rγ γ
+= +y y y          (6) 

其中，
i

gγ 满足 

, sup ,
i

i iR g R gγ γ
γ Γ∈

=y y          (7) 

每次迭代得到的稀疏分解系数如式(8)：  
        ,

i

i
i R gγα = y                (8) 

对每次迭代获得的匹配原子 , 1,2, ,
i

g iγ =  
K ,K 表迭代次数，进行 Gram-Schmidt 正交化处

理，如式(9)：  

0 0

1 0

1 1 0

0 0

1

0

,

,

              

,

,

i j

i i j

j j

r r

r r
r r r

r r

i r r

r r r
j r r

g g

g g
g g g

g g

g g
g g g

g g

−

=

⎫= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= − ⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= − ⎪⎪⎪⎪⎭
∑

        (9) 

其中，
ir

g 表示
ir

g 的正交化处理。 

3  基于子空间的稀疏分解算法描述 

在这一节里，对该算法的思想进行详细的描述，

并提出了基于子空间的稀疏分解算法流程，同时对

该算法的复杂度进行了分析。 
3.1 算法思想 

三阶多项式相位信号模型如式(10)[25]： 
3

0

( ) ( ) ( ) exp j ( )

         ( ),  [ /2, /2]

i
s i

i

y n y n n A a n

n n N N

υ Δ

υ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
+ ∈ −

∑

 

 (10) 

其中，A 表示信号的幅值， , 0,1,2, 3ia i = 是信号的

参数， ( )nυ 是均值为 0 和方差为 2σ 的加性高斯白噪

声。文献[25]提出了基于子空间的多项式相位信号的

参数估计算法，该算法通过对多项式相位信号的变

换，转换成两个子空间信号，然后通过多重信号分

类(MUltiple SIgnal Classification, MUSIC)完成对

信号的参数估计。借鉴子空间的思想，把三阶多项

式相位信号变成两个子空间信号，转换如式(11)： 

( )( )

( )( )

1

2 2
0 2 1

*
2

2 3
1 3 2

( ) ( ) ( )

      exp j2 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

     exp j2 ( ) ( ) ( )

y n y n y n

A a a n n

y n y n y n

A a n a n n

Δ υ

Δ Δ υ

⎫= − ⎪⎪⎪⎪⎪= + + ⎪⎪⎪⎬⎪= − ⎪⎪⎪⎪⎪= + + ⎪⎪⎭

(11) 

式中， 1( )nυ 和 2( )nυ 表示信号变换后的噪声干扰项，

[1, /2]n N∈ ，从该式中可以看出，对于 1( )y n 的稀疏

分解，其计算复杂度不高，仅需 1 维搜索，过完备

字典中原子可根据 1( )y n 的信号特征设为 ( )rg n =  

( )2exp j ( )r nω Δ 。对于 2( )y n ，若采用时频 Gabor 原 

子，则字典中原子数量比较庞大，并且该原子对于

三阶多项式相位的稀疏分解，其收敛速度并不快。

对此，本文提出了一种快速的稀疏分解方法。首先，

考虑 2( )y n 的结构，构建如式(12)所示的原子。 

( ) ( )( ){ }3exp j u vg f n K nγ Δ Δ= +      (12) 

原子gγ 的长度与信号 2( )y n 本身长度相同，原子时频

参数组为 ( ),u vf Kγ = , uf , vK 分别对应 2( )y n 信号的

一阶相位系数和三阶相位系数参量。假设U 为 uf 的

搜索个数；V 为调频斜率搜索个数； uf 和 vK 按照搜

索精度和范围均匀取值，可构造出过完备原字库 

{ }f gγ γ Γ∈
G 。 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

, , ,

, , ,

, , ,

{ }

V

V

U U U V

f K f K f K

f K f K f K

f

f K f K f K

g g g

g g g
g

g g g

γ γ γ

γ γ γ

γ γ Γ

γ γ γ

= = =

= = =

∈

= = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G (13) 

其中，Γ 为参数组 γ 的集合，整个原子库的原子个

数为U V× 个，假设 800U V= = ，则有U V×  
640000= ，假设信号长度N 设为 256，则这个原子

数量比信号长度N 大得多，同样采用 Gabor 原子， 
其原子的数量为 ( )2=52 log + 1 =119756DL N N N − 。 

可以看出，构建这样的原子其数量远大于采用

Gabor 原子，因此，为了提高稀疏分解速度，需要

采用一定的算法来减少计算量，达到快速稀疏分解

的目的。 
由于在正交匹配追踪算法中，每次迭代都要计

算原子与残差的内积，而采用的原子gγ 其结构特征

与信号 2( )y n 相同，对 2( )y n 进行稀疏分解的第M 次

迭代后的残差 MR y为 
1

2
0

( ) ,
i i

M
M i

i

R y n R g gγ γ

−

=

= −∑y y      (14) 

因此可以确定 MR y仍然是一个三阶多项式相

位信号，又由于 
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( )( )

( ) ( )( )( )

( )((

( ) ))

2 3
1 3

1

3

2
1

1

3
3 3

max ,

   =max exp j2 ( ) ( )

    exp j

   max exp j2 0.5 ( )

     0.5 ( )

i

i
i

N
i i

n

u v

N
i

u
n

i
v

R g

A a n a n

f n K n

A a f n

a K a n

γα

Δ Δ

Δ Δ

Δ

Δ

=

=

=

+

⋅ − +

= −

+ −

∑

∑

y

  (15)                                                    

从式(15)可以看出，当 1=
ia f 并且 3

i
va K= , iα 取

得最大值，而 

( )( )
( ) ( )( )( )

( )
( )( )

3
1 3

3

1

3
3 3

exp j2 ( ) ( )

       exp j

   =exp j(2 )( )

       exp j2 0.5 ( )

i i

u v

i
u

i
v

a n a n

f n K n

a f n

a K a n

Δ Δ

Δ Δ

Δ

Δ

+

⋅ − +

−

⋅ −      (16) 

根据傅里叶变换的公式： 

( 1)( 1)

1

( 2 )/

( ) ( )

e

N
j k

N
j

i N
N

Y k y j ω

ω

− −

=

− π

⎫⎪⎪= ⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

∑
        (17) 

可知，对于 2( )y n 的稀疏分解，可设定原子为 

( )( )2

3exp j vg K nγ Δ=           (18) 

    从该原子的结构可知，它只有一个频率参数

vK ，采用正交匹配追踪算法寻找最匹配原子时，对

比于式(12)采用gγ 原子，它的搜索维度大大降低，

由 2 维变为 1 维，从而计算复杂度也大大减少。由 
式(16)和式(17)，对于残差与原子

2
gγ 的每一次共轭

相乘运算，进行快速傅里叶变换，并求得每次傅里

叶变换的最大值，这个最大值的个数由频率参数 vK

的变化个数决定。最后，在这些最大值中寻找出最

大值，该最大值所对应的参数即为最匹配的
2

gγ 原子

和最匹配的一阶相位系数。假定最匹配的
2

gγ 原子对

应的相位系数为
2v

K ，最匹配的一阶相位系数为
2uf ，

则可得到 2( )y n 稀疏分解中最匹配的原子为 

( ) ( )( )( )2 2 2

3exp j'
v ug K n f nγ Δ Δ= +      (19) 

在对 1( )y n 和 2( )y n 完成了稀疏分解后，根据式

(11)可得 

( )( )
( )( )
( )( )

2 2 2
1 2 0 2

3
1 3 3

4 3 2
3 2 1 0

3

( ) ( ) ( ) exp j2 ( )

          exp j2 ( ) ( ) ( )

      exp j2 ( ) ( ) + ( )

          ( )                                           (20)

ry n y n y n A a a n A

a n a n n

A a n a n a n a

n

Δ

Δ Δ υ

Δ Δ Δ

υ

= = +

⋅ + +

= + +

+

 

式中， 3( )nυ 表示噪声干扰项，从式(20)可知，信号

( )sy n 的瞬时频率为 ( )ry n 的一半，幅值为 ( )ry n 幅值

的 4 次方根。又由于经M 次稀疏分解后 1( )y n 和

2( )y n 所得的重构信号分别为   
1

1 1
1 1 1 1

0

1
2 2

2 2 2 2
0

( ) ,

( ) ,

i i

i i

M
' i

i

M
' i

i

y n R y g g

y n R y g g

γ γ

γ γ

−

=
−

=

⎫⎪⎪= = ⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪= = ⎪⎪⎪⎭

∑

∑

Φθ

Φθ
     (21) 

式(21)中，对于信号 1( )y n 的稀疏分解，其原子 1gγ 可

设为 ( )1 2=exp j ( )rg nγ ω Δ ，其结构与 1( )y n 相同，并且 

1( )y n 频率在原子频率范围内，因此在完成第 1 次分

解后，其残差为 

( )( )
( )

( )( )

( )( )( )

( )( )

1 1

1 1

1

1

1 0 1 1
1

2 2
0 2

0 1 2

2 2
0 2

0 1

2
0

2
2

2 2
0 2

,

     exp j2 ( )

        , exp j ( )

     exp j2 ( )

,
         1

exp(j2 )

       exp j 2 ( )

     exp j2 ( )

         

r

r

R y R g g

A a a n

R g n

A a a n

R g

A a

a n

A a a n

γ γ

γ

γ

Δ

ω Δ

Δ

ω Δ

Δ

= −

= +

⋅−

= +

⎛⎜⎜⋅ −⎜⎜⎜⎜⎝
⎞⎟⎟⋅ − − ⎟⎟⎟⎠

= +

⋅

y y

y

y

( )( )
( ) ( )

2
2

2 2
0 2

2
2

1 exp j ( )

    exp j2 exp j2 ( )

        ( )

M a n

A a a n

M a n

δ Δ

Δ

δ Δ

− × −

≈

× ×     (22) 

式中，
( )

1

0 1

2
0

,

exp j2

R g
M

A a

γ
=

y
,

12 22 ra aδ ω= − ，由于 1( )y n  

频率在原子频率范围内，因此 2aδ 是一个很小的数。

从该式可以看出，信号的频率决定了对原子的选择，

如果信号频率扩大 2 倍，则原子频率的选择也应扩

大 2 倍。于是可知，对于采用相同类型的原子组成

的冗余字典，信号 1 1( ) ( )y n y n 通过正交匹配追踪算法

得到的原子相位系数是 1( )y n 的 2 倍，同样， 1( )y n 稀 
疏 分 解 后 的 原 子 相 位 系 数 是 信 号 11( )y n =  

( )( )2
0 2exp j ( )A a a nΔ+ 的 2 倍。以此类推到 2( )y n 同

样如此，这就意味着只要求得 1( )y n 和 2( )y n 的稀疏分

解，通过对所得原子的相位系数进行收缩，就可得

到信号 ( )( )2
11 0 2( ) exp j ( )y n A a a nΔ= + 和 22( )y n =  

( )( )3
1 3exp j ( ) ( )A a n a nΔ Δ+ 的原子，这里设定为 

( )
( ) ( )( )( )2 2

1 2

32

exp 0.5j ( )

exp 0.5j

i i

i

'
r

'
v u

g n

g K n f n

γ

γ

ω Δ

Δ Δ

⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= + ⎪⎪⎭

   (23)  
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于是有 
1

1 1
1

0

1
2 2

2
0

( ) ,

( ) ,

i i
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M
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i

M
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γ γ

γ γ
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=

−
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       (24) 

又根据 

( )( )
( )( )
( )( )

11 22

1 1
1 1 2 2

0 0

2
0 2

3
1 3

3 2
3 2 1 0

( ) ( )

   , ,
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        exp j ( ) ( )

   exp j ( ) ( ) ( )

i i i i

M M
i ' ' i ' '

i i

y n y n

R g g R g g

A A a a n

a n a n

A a n a n a n a

γ γ γ γ
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Δ Δ

Δ Δ Δ

− −
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⋅ +

= + + +

∑ ∑y y

(25) 

从而完成了三阶多项式相位信号 ( )y n 快速的稀疏分

解。 
3.2 算法 

根据以上的分析和推断，可得如下基于子空间

的三阶多项式相位信号快速稀疏分解算法： 
(1)将三阶多项式相位信号 ( )y n 进行变换，使它

产生两个子空间多项式相位信号 1( )y n 和 2( )y n ，分别

表示为 1( ) ( ) ( )y n y n y n= − , *
2( ) ( ) ( )y n y n y n= − ； 

(2)构造基于二阶相位参数 2a 的字典 1Φ ，其原子

设为 ( )
2

2=exp j ( )ig C nγ Δ ，采用正交匹配追踪算法，

获得最匹配的原子； 

(3)得到 1( )y n 所有的最匹配原子后，需要对这些

原子的 iC 缩减一半处理； 
(4)构造基于三阶相位参数 3a 的字典 2Φ ，其原子

设为 ( )
3

3=exp j ( )ig K nγ Δ ，并设定搜索精度，根据搜

索精度可设定原子的个数为V ； 

(5)每一个原子与 2( )y n 信号共轭相乘，并对乘积

后的信号进行快速的傅里叶变换，同时求得傅里叶

变换绝对值的最大值； 

(6)在这些最大值中求取最大值，其对应的原子

即为最匹配的原子，同时可得到一阶相位参数 vK ， 
于 是 可 得 2( )y n 信 号 最 匹 配 的 原 子 gγ =  

( ) ( )( )( )3exp j u vf n K nΔ Δ+ ； 

(7)根据 1Φ 和 2Φ 中最匹配原子的参数，并对该

原子进行正交化处理； 

(8)得到 2( )y n 所有的最匹配原子后，需要对 uf 和

vK 缩减一半处理； 

(9)根据 1Φ 和 2Φ 中得到的最匹配原子，通过相

乘得到基于三阶多项式相位信号 ( )y n 稀疏分解的原

子，从而完成其稀疏分解。 

3.3 算法复杂度分析 
对于采用 Gabor 原子的冗余字典，其原子数量

为 
1 1

2log 2 2 12

1 0 0 0

1
j jN N

D
j p k i

L
− + +

= = = =

= ∑ ∑ ∑∑  

简化为 DL =  ( )252 log 1N N N+ − [23]，对此可以看

出，原子数量 DL 是一个很大的数，比如当信号长度 

1024N = ，则原子数量 585676DL = ，这样一个庞

大的数使得计算量很大。而在本文提出的算法里，

由于把信号分解成两个子空间信号，对于每个子空

间信号，其冗余字典中原子的数量由参数范围和设

定的精度决定，这与信号的长度无关，比如 iC 的 
搜索范围设定 3 31 10 ,5 10− −⎡ ⎤× ×⎢ ⎥⎣ ⎦ ，精度设为 61 10−× ，

则原子数量为 4001 个，又设定 iK 的搜索范围设定

为 6 61 10 ,5 10− −⎡ ⎤× ×⎢ ⎥⎣ ⎦ ，精度设为 91 10−× ，则原子数 

量为 4001 个，这样总的原子数为 8002 个，这个数

与采用 Gabor 原子相比，其计算复杂度必然大大减

少。 
从算法的复杂度看，采用 Gabor 原子的计算复

杂度为 ( )4O N ，而本文提出的算法，对于第 1 个子 

空间信号(仅有二次相位的多项式相位信号)，它的

稀疏分解复杂度为 ( )O N 。另一个子空间信号，由于

每个原子的处理都要用到 FFT，而 FFT 的计算复 
杂度为 ( )lgO N N ，因此它的稀疏分解复杂度为

( )2 lgO N N 。 

4  实验与结果分析 

考虑加性高斯白噪声下的三阶多项式相位信号

( )( )3 2
3 2 1 0( )=exp j ( ) + ( ) + ( )+ + ( )y n a n a n a n a nΔ Δ Δ υ ，

这里 ( )nυ 表示加性高斯白噪声，信噪比设为

SNR 15 dB= ，参数( )3 2 1 0, , ,a a a a 设为( )3 2 1 0, , , =a a a a   

( )6 32.75 10 ,  1.25 10 ,  / 8,  / 3π π− −× × ，采样时间间隔 

0.5415Δ = ，信号长度设为 1024N = 。根据本文提

出的快速稀疏分解算法，对信号 ( )y n 进行变换，产

生的两个子空间多项式相位信号，分别表示为

1( ) ( ) ( )y n y n y n= − , *
2( ) ( ) ( )y n y n y n= − ，然后根据算

法的第(2)步~第(6)步对这两个子空间信号进行稀 
疏分解。首先，对于信号 1( )y n ，设定的原子为

2
=gγ  

( )2exp j ( )iC nΔ ，搜索范围为( 30, 3 10− ⎤× ⎥⎦，搜索精度

设为 63 10−× ，则原子数量为 1000；其次，对于信号

2( )y n ，设定的原子为 ( )
3

3=exp j ( )ig K nγ Δ ，搜索范

围为( 60,6 10− ⎤× ⎥⎦，搜索精度设为 93 10−× ，则原子数 

量为 1000。对这两个子空间信号通过稀疏分解得到
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的重构信号如图 1(a)和图 1(b)所示，从图中可以看

出，经过 100 次迭代运算，两个子空间信号的重构

信号均能较好地近似表示这两个信号，另外，从图

1(c)可以看出，通过对这两个子空间信号匹配原子

的相位系数缩减一半处理，从而得到初始信号 ( )y n

稀疏分解的匹配原子，通过这些原子，重构信号较

好地近似表示 ( )y n 。                                                              
为了更好地体现基于子空间的算法的快速稀疏

分解，这里以基于 Gabor 原子的 MP 算法，基于遗

传算法的快速稀疏分解以及最近提出来的基于调制

相关划分(Partition the over-complete dictionary 
Based on Modulation Correlation, PBMC)的快速

稀疏分解进行对比。稀疏分解的迭代次数为 100 次，

信号长度分别定义为 257, 313, 513 和 1025，这 4 种

算法在相同的迭代次数条件下的运行时间如图 2 所

示，从该图可以看出，对于不同的信号长度，很明

显遗传算法的稀疏分解最快，MP 算法的计算复杂

度最高，随着信号长度的增加，PBMC 算法的计算

时间逐渐超过子空间算法。 
虽然对于相同的迭代次数，子空间算法的稀疏

分解速度不是最快的，然而这种算法的收敛速度非

常快，如图 3 所示。从该图可以看出，通过 4 种算

法得到的归一化分解系数比较，可以看出子空间算

法进行分解要比其它算法稀疏得多，即分解系数的

绝对值向零衰减的速度要快得多，这就意味着对于

相同的稀疏分解门限，子空间算法必然需要的迭代

次数是最少的。对此，根据上面不同的信号长度，

设定稀疏分解门限为 10, 15, 20 和 35，则 4 种算法

在不同的信号长度所用的时间如图 4 所示。从该图

可知，在相同的信号长度下，对于相同的稀疏分解

门限，子空间算法具有较快的稀疏分解速度，而且

从图中可以看出，随着信号长度的增加，子空间算

法与遗传算法进行稀疏分解所用的时间比较平稳，

没有表现出较大的增长，而 MP 算法与 PBMC 算法

存在指数性的增长。从计算效率上，子空间算法对

比其它算法的效率如表 1 所示，从该表可以看出， 

表 1 子空间算法与其它 3 种算法的效率比较 

信号长度 遗传算法 PBMC 算法 MP 算法 

257 10 9 780 

313 11 12 1141 

513 14 48 5827 

1025 16 259 59950 

 

子空间算法在给定的信号长度内，比遗传算法快 1

个数量级；对比 PBMC 算法，在信号长度为 257 时，

子空间算法运算速度是其 9 倍，长度为 313 和 513

时，运算速度要快 1 个数量级，当长度为 1025 时，

则要快 2 个数量级；对比 MP 算法，从表中明显可

以看出，子空间算法的运算速度要快 2~4 数量级。 

总之，从实验结果来看，基于子空间的快速的

稀疏分解算法不仅具有快速的稀疏分解特性，而且

有很好的收敛性。 

5  结论 

为了减少利用匹配追踪等算法实现三阶多项

式相位信号的稀疏分解的运行时间，本文提出了基

于子空间的三阶多项式相位信号的快速稀疏分解

算法，该算法首先对三阶多项式相位信号进行相应

的变换，生成两个不同的子空间信号，然后根据这

两个子空间信号设定相应的原子，并利用快速的傅

里叶变换来加快稀疏分解速度。从理论推导和实验

结果来看，本文提出的基于子空间的快速稀疏分解

算法，对比与其它信号稀疏分解算法，不仅能加快

三阶多项式相位信号的稀疏分解速度，而且具有更

好的收敛速度。 

由于冗余字典中原子结构与子空间信号相同

或近似，对于三阶多项式相位信号，该算法的快速

性和良好的收敛性不仅对于该信号的去噪处理具

有重要的意义，而且对于该类信号的参数估计也有

重要的意义。 

 

图 1 信号与它的重构信号 
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图 2 迭代次数相同时 4 种算法的运行时间            图 3 归一化分解系数            图 4 门限相同时 4 种算法的运行时间 
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