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基于中国余数定理的跳频信号相时延估计方法 
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摘  要：跳频信号每跳带宽窄且多跳间积累困难，利用传统方法对其时延估计精度都很低。针对该问题，该文充分

挖掘跳频信号“宽跳带”的潜能，建立了多频点相时延估计模型，把时延估计问题转化为整周模糊求解问题；然后

在解模糊过程中引入中国余数定理，针对“非合作”场景中模数无法选择的问题，提出一种基于“虚拟频点”的干

涉相位外推方法，构造出鲁棒中国余数定理的适用条件；最后采用闭式鲁棒中国余数定理解算整周模糊，得到高精

度的相时延。该方法具有精度高、运算量小、不依赖于信道衰落特性的优点。仿真结果验证了所提模型及方法的有

效性和正确性。 
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Abstract: The bandwidth of each hop in frequency hopping signal is very narrow, and the accumulating between 

multiple hop is difficult, thus the accuracy of time delay estimation for frequency hopping is low. To deal with the 

problem, the potential of “wide band hopping” of frequency hopping signal is fully exploited. A multi-frequency 

phase delay estimation model is established, and the problem of time delay estimation is transformed into 

ambiguity resolution. Then, Chinese Remainder Theorem (CRT) is used to solve the ambiguity, but in the 

“non-cooperation” scene the module can not be chosen easily, thus an extrapolation method for interferometric 

phase based on “virtual frequency” is proposed to relax the constraint of module selection. Finally, the closed-form 

Robust Chinese Remainder Theorem (RCRT) is used to solve the ambiguity, and the phase delay is obtained with 

high accuracy. Compared with the conventional algorithm, the proposed algorithm has the advantages of high 

precision, low computation complexity and independence on the propagation characteristics of the channel. The 

simulation results verify the validity and correctness of the proposed model and algorithm.  
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1  引言  

时延估计是现代信号处理的重要内容，广泛应

用于无源定位、雷达声呐、导航遥测等军事领域，

以及生物医学、工业探伤等民用领域[1]。经过几十年

的发展，逐渐形成了以广义互相关(Generalized 
Cross-Correlation, GCC)为代表的时延估计方法，

并取得了广泛的应用[1,2]。跳频信号具有良好的抗截

获与抗干扰特性，在通信领域得到大量的应用。跳
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频信号频率在较宽的频带内随机跳变，但对于每一

跳而言，带宽通常很窄，一般在 kHz 量级，每跳带

宽极窄且多跳之间积累困难，为时延估计带来了很

大的挑战[3]。传统方法利用跳频信号包络信息，相当

于将跳频信号解跳拼接后变成常规定频信号处理，

估计精度很低，无法满足实际应用需求 [3 5]− 。文献[4]
在频域利用干涉条纹的宽带拼接技术，在平坦衰落

信道(简称平坦信道)的条件下一定程度上改善了估

计精度，但该方法不能适应频率选择性衰落信道(简
称频选信道)；文献[3]对跳频信号时延估计进行了较

为深入的理论分析，推导出了平坦信道和频选信道
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中时延估计的理论界，在平坦信道中，相干积累可

以实现频带和时间的双重累积，改善了时延估计精

度，但当跳带间隔变大时，会产生所谓的“周期峰”

现象，导致估计失败，而且该方法对频选信道不适

用。 
航天测控尤其是深空测控领域发展起来的相时

延估计技术[6]为高精度时延估计提供了新的思路，它

直接利用射频信号的相位进行估计，使得估计精度

有了数量级的提升，其难点是整周模糊度的求解，

模糊度能否正确解算严重依赖于时延预估值精度，

所以相时延估计技术通常难以独立应用。中国余数

定理(Chinese Remainder Theorem, CRT)为模糊度

独立解算提供了一条可行的解决途径，已被成功应

用于密码学等领域中[7]。但是，经典的中国余数定理

(Classical CRT, CCRT)对余数误差异常敏感，通常

某个余数一个极小的误差便会导致重构结果与实际

结果相差甚远[8]。实际系统中噪声不可避免，使得

CCRT 在信号处理领域受到了极大的限制。近期，

围绕提升 CRT 的抗噪声性能，鲁棒中国余数定理

(Robust Chinese Remainder Theorem, RCRT) [8 10]−

理论得到快速的发展。美国特拉华大学 XIA 
Xianggen 以及西安交通大学王文杰等人做了许多

开创性的研究，如文献 [8]提出一种基于搜索的

RCRT 重构方法，并应用于雷达相位解缠绕中，但

运算量巨大。文献[9]利用了 CRT 的特性，提出了高

效的 RCRT 方法，将多维搜索解耦为多个 1 维搜索，

大大降低了其运算量。文献[10]提出一种 RCRT 的

闭式解法，突破了运算量的限制，且将重构范围从

整数域拓展到了整个实数域，具有很高的实用价值。

文献[11,12]将其应用到无线电干涉定位系统(Radio 
Interferometric Positioning System, RIPS)中，以低

硬件开销获得了厘米级的测距精度。最近的研究成

果将 RCRT 理论进一步拓展和完善 [13 16]− 。但是必须

注意到，现有的应用场景无一例外均是“合作式”

的，意味着发射端的频点可以根据接收端的处理需

求主动设计，所以总能满足 RCRT 的应用条件，而

工程实践中大量的应用需要在“非合作”的环境下

对跳频信号的时延做出估计，信号频点是受辐射源

所限制的，通常很难找到满足条件的频点，所以现

有的RCRT理论不能直接移植应用。针对上述问题，

本文首先将时延估计建模为整数“重构”的问题，

根据跳频信号的特点提出基于“虚拟频点”干涉相

位外推方法，最后利用闭式RCRT重构出待估时延。

该方法不仅突破了传统时延估计精度受限于带宽的

限制，在窄带条件下获得高精度的时延估计，不受

信道特性影响，且进一步扩展了 CRT 的应用领域。 

2  跳频信号多频点相时延估计模型 

假设某发射源所发出的跳频信号被地理上分离

的两观测站所接收[3]： 
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其中，τ为待估时延， ( )hs t 和 dT 分别为第 h 跳信号

的波形和驻留时间，H 是接收到的跳频信号总跳数。

1hr 和 2hr 分别为两路接收信号中第 h 跳信号的衰落

因子， 1hϕ 和 2hϕ 分别为两路接收信号中第 h 跳信号

的载波初相位。 1( )n t 和 2( )n t 为相互独立的零均值高

斯白噪声，并且都独立于 ( )hs t 。根据信道衰落与频

率的关系，上述模型可细分为以下两种情况：平坦

信道和频选信道。对于前者，每一跳的 1hr 和 2hr 为固

定值， 1hϕ 和 2hϕ 也具有固定的差值；对于后者，每

一跳的 1hr 和 2hr 为随载波变化的随机参数， 1hϕ 和

2hϕ 也为随载波变化且相互独立的随机参数[3]。 
对式(1)中的两路信号进行采集、FFT 变换并共

轭相乘，可得接收信号的互相关谱，用 ( )Y f 表示。 
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其中， ( )hS f , 1( )X f 和 2( )X f 分别为 ( )hs t , 1( )x t 和

2( )x t 的频域表达式。 ( )N f 表示频域总噪声，根据加

性高斯白噪声的特性，不难证明 ( )N f 也为加性高斯

白噪声。 
在式(2)左右两端提取相位，得互相位谱： 

( ) 2f f ϕϕ τ ξ= π +
           

(3) 

其中， ϕξ 表示相位误差。 
相时延的定义为某一频点上的干涉相位与频率

的比值[6]。然而，相位是以 2π为周期出现的，从式

(3)中获得的仅是 [ , ]−π π 区间内的干涉相位的测量

值，所以干涉相位的完整表达应修正为 
( ) 2 ( )i i if n fφ ϕ= π +            (4) 

其中， ( )ifφ 为频点 if 上干涉相位的完整表达式， in 为

未知整数，称为整周模糊， ( )ifϕ 为干涉相位的测量

值。 

在频点 if 上，相时延估计 τ可以表示为 
( ) ( )
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为便于表示，将式(5)转化为式(6)形式： 
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其中， iT 为 if 对应的射频周期。从式(6)中可以看出，

相时延可以分为两部分，整数倍的 iT 和小数倍的 iT 。

整数部分未知，小数部分可以通过测量值计算得出。

如果能确定整数部分，则可以获得相时延完整的估

计值。所以整周模糊求解是相时延估计的核心，同

时也是难点所在。 
如果具备对式(6)多次测量的条件，根据多频点

的约束关系，可以解算出整周模糊。基于跳频信号

固有的特点以及相时延的定义，建立针对跳频信号

的多频点相时延估计模型： 
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其中， 1,2, , ,( )in i I= 表示未知整数，称为整周模

糊度，1/ ,( 1,2 ), ,i i iT i If B == ∈ , iB 为第 i 跳信号

的频带范围。 

3  基于中国余数定理的时延估计方法 

中国余数定理为形如式(7)的解算提供了一条

高效的解决思路。本节首先简要介绍中国余数定理

必要的定义与定理，然后针对“非合作”场景下无

法选择满足特殊限定条件频点的问题，提出了基于

“虚拟频点”的干涉相位外推方法，最后给出了完

整的算法流程。 
3.1 中国余数定理简述 

中国余数定理又称中国剩余定理或孙子定理[8]，

用来求解一次同余方程组，是数论当中一个重要的

定理。作为一种纯粹的数学理论，国内外很多学者

对其进行了较为系统的证明与研究，并给出了严格

的数学定义。 

定义 1[8]  经典的中国余数定理(CCRT)  设N

是一个正整数， 1 20 LM M M< < < <  是 L 个模

数 ， 都 是 正 整 数 且 满 足 ( )gcd , 1, ,i jM M i j= ≠  

1 2, , , Lr r r 是与模数相对应的 L 个余数且满足

0 i ir M≤ < 。当且仅当 ( )1 20 lcm , , , LN M M M≤ <  

时，式(8)所示的同余方程组在整数域内有唯一解。 
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其中， in 称为折叠数，取值范围为非负整数，gcd()⋅

表示最大公约数， lcm()⋅ 表示最小公倍数。 

定义 2 [10]  鲁棒中国余数定理(RCRT)  设N

是一个正整数， 1 20 LM M M< < < <  是 L 个模

数， 1 2, , , Lr r r 是与之相对应的 L 个余数且满足

0 i ir M≤ < ，与定义 1 不同的是 ( 1 2gcd , , ,M M  

)=LM M 且 1, = /i iM M MΓ> ，满足 ( )gcd , 1,i jΓ Γ =  

i j≠ ，称为互素模数。当且仅当 ( 10 lcm ,N M Γ≤ <  

)2, , LΓ Γ 时，式(8)所示的同余方程组在整数域内有

唯一解。 
定理 1[10]  假设某同余方程组满足定义 2 的条

件，若 
< /4ir MΔ               (9) 

其中， irΔ 表示余数误差。则有 

i in n= 且 /4N N M− <         (10) 

定理 1 可以直观理解为：如果余数误差小于公

共模数的 1/4 时，折叠数的估计值等于理论值，待

重构整数误差也被限定在 /4M 的范围内。RCRT 鲁

棒性的根源在于在余数中引入了冗余，即公共模数

M ，使得 CRT 对余数噪声有了一定的容错能力。 
3.2 基于“虚拟频点”的干涉相位外推 

对比式(7)表示的多频点相时延估计模型与式(8)
表示的同余方程组可以发现，在式(7)中除 in 外均不

是整数，无法直接应用 CRT 解模糊。此时，可以通

过量化的方法将其转化为整数[10]。设u 为量化单位，

其量纲和时间相同，通常情况下u 是一个极小的数，

如 1210 su −= 。此时，基于多频点的相时延估计模

型进一步表示为 
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其中， [ ]⋅ 表示取最邻近整数， uτ 表示经过量化的相

时延估计值。 
比较式(11)和式(8)，可知 in 仍表示折叠数，

[ ]/iT u 对应于模数 iM , ( ( )/2 )[ / ]i if T uϕ π 对应于余

数 ir ，此时式(11)在形式上满足了式(8)的适用条件，

应用 RCRT 求得 uτ 后，根据量化关系，最终得到时

延的估计值： 

uuτ τ=               (12) 
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根据定义 2 和定理 1，为使 RCRT 具有抗噪声

能力，对模数的选择有一个特殊的限定条件，即模

数要有公约数。从式(11)中可以看出，本文模型中

的模数是量化后的射频周期，与射频频率一一对应，

这就要求可选模数要有足够的间隔，反映在频率上

即要求信号有足够的频带跨度。如 RISP 系统的距

离估计中，假设量化单位为 410 m u −= ，选取M =  

50 , {23,24,25}Γ = ，对应的频率为 {2.61,2.50,f ≈  
2.40} GHz ，频率跨度在 200 MHz 以上。 

如果发射端可以根据接收端处理的需求进行设

计，这一限定条件很容易满足，但实际中往往面临

另外一种情况，即发射端不可控的场景，称之为“非

合作”场景。在“非合作”场景中，找到满足 RCRT
限定条件的模数就变得非常困难，而这种场景在工

程处理中广泛存在。如跳频信号的“非合作”接收，

由于跳频信号的某一跳带宽极窄，满足限定条件的

模数就无法选择。例如，接收到的某跳频信号中的

两跳载频分别为 252 MHz 和 250 MHz，码速率为

10 kbps的信号，量化单位取 13  s10u −= ，通过式(11)
可以计算出备选的模数集，分别为 1 39{ 682,M =  

39683}和 2 39999,40 0{ }00M = (上标 1, 2 表示不同

跳 )，可供选择的模数组合共有 4 个，分别为

39682,{ 39999} , 39683,{ 39999} , 39682,{ 40000} 和

39683,{ 40000}。以上 4 组中，仅有第 3 组的公共模

数为 2，其余组的公共模数均为 1，根据定理 1，此

时的抗噪声性很差。 
一个自然的想法是，在信号频带的附近找一些

特定的频点以满足 RCRT 的限定条件。但问题是，

由于信号带宽较窄，替代的频点往往在信号实际频

带以外(本文称为“虚拟频点”)。在“虚拟频点”

上直接提取的干涉相位实际是噪声产生的，如何将

“虚拟频点”的相位和信号实际的干涉相位建立关

系是必须解决的问题。回到式(3)，可以看出待估时

延 τ存在于互相位谱中。现将式(3)两端分别对频率

f 求导且忽略相位噪声的影响，得到式(13)所示关

系： 
d ( )
2 d

f
f

ϕ
τ =

π
             (13) 

根据文献[5]，式(13)即群时延的定义，它表明：

首先，信号的干涉相位谱是线性的；其次，干涉相

位谱的斜率代表群时延。也就是说，在带内通过线

性拟合得出干涉相位谱的斜率，就可以推至带外，

得出“虚拟频点”上的干涉相位。图 1 直观地呈现

了“虚拟频点”的干涉相位外推原理。仍用上述跳

频信号的例子，为适用 RCRT，需要将公共模数M

增大，据此选择模数组合为 39600,{ 40000}，此时 

 

图 1 基于“虚拟频点”的相位外推原理示意图 

400M = ，互素模数组合 {99,100}Γ = ，相比外推

前的情况( 2M = )，抗噪声性能提升了 200 倍。显

然 1 39600M = 代表外推后的“虚拟频点”。通过(11)

计算， 1M 和频率 252.5253 MHzf ≈ 对应，相比于真

实信号外推了 0.52 MHz。 

3.3 算法流程 

具体的算法步骤如下： 

步骤 1  按式(2)计算采集信号的互相关谱，并

提取互相位谱； 

步骤 2  选择信号频点，并进行量化，在“真

实频点”附近选择“虚拟频点”； 

步骤 3  根据量化频点，利用式(13)外推干涉

相位，并按式(11)得到量化后的余数； 

步骤 4  按照式(11)所示模型，利用闭式RCRT

进行模糊度解算[10]，进而得到时延估计的量化值； 

步骤 5  按式(12)得到时延估计值。 

4  算法性能分析 

从第 3 节可以看出，当原始信号不满足 RCRT

系统对参数的要求时，可以通过干涉相位外推的方

法扩展算法的适用范围，那么外推的范围有多大？

这个范围由哪些因素决定呢？另外，计算复杂度是

衡量算法性能的重要指标，本文算法计算复杂度如

何，能够达到实用效果呢？本节将对这两个问题进

行探讨。 

4.1 干涉相位外推范围分析 

原理上看，外推的基础是干涉相位在信号频段

内的“线性”。根据式(13)，如果群时延为理想值，

那么外推的范围可以无限扩展，但是实际上干涉条

纹受到相位噪声等因素的影响使得群时延的估计值

往往会偏离真实值，在外推的过程中就造成了误差

的累积效应，当超过一定的临界值，RCRT 系统就

无法鲁棒地重构相时延了，这个临界值就是外推所

能达到的界限。 

根据文献[1]，群时延估计精度的理论界为 
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2 3

3 1 1
SN

=
R B T

τΔ ≥
π

         (14) 

随着相位外推，干涉相位误差累积量 ϕΔ 可表

示为 
2 fϕ τΔ = π Δ Δ            (15) 

将式(14)代入式(15)得 

2 3

3 1 1
2

SNR
f

B T
ϕ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜≥ π
π ⎠

Δ
⎝

Δ        (16) 

根据定理 1 中的式(9)得 

4
=ir

M
u

ϕ⎢ ⎥
⎢
⎢Δ ⎥ <⎥⎣ ⎦

Δ
          (17) 

将式(16)代入式(17)可得干涉相位外推的范围

的理论表达式： 
3SNR

24
M B T

f
u⋅

Δ <
π ⋅

        (18) 

通过式(18)可以明显地看出，频率外推的范围

与接收到信号本身的质量( 3SNR, ,B T )和 RCRT 重

构系统的基本参数( ,M u )成正比。当虚拟频率与载

频距离不超过 fΔ 时，理论上可以完成鲁棒地外推。 
4.2 计算复杂度分析 

为验证本文所提算法的时效性，对其进行计算

复杂度分析，并与传统互相关方法以及相干累积法

进行比较。为方便对比，不妨设每跳信号采样点数 

一致，记做 N，共采集 M 跳( )2M ≥ 信号。由于传

统互相关方法将跳频信号看作定频信号处理，在时

域直接计算互相关计算复杂度为 ( )2 2O M N ；相干累

积法涉及频域处理，两路信号 FFT 计算复杂度为

( )2log ( )O MN MN ，互相关谱计算复杂度 ( )2 2O M N ，

搜索补偿积累的复杂度为 ( )3O MN ，所以相干积累

法总的计算复杂度为 ( )3O MN ；本文算法也需要在

频域处理，在求得互谱后，仅需两个(或两个以上)

频点的取模和求模逆的运算，故计算复杂度为

( )2 2O M N ，进一步，若考虑计算量最小的情况，即

仅需要两跳信号，则在求互谱过程中可以只对该两

跳信号操作，计算复杂度可减小为 ( )2 22O N 即

( )2O N 。 

综上分析，本文算法的计算复杂度明显小于传

统互相关法和相干累积法。例如，对采样率为 100 

MHz，跳速为 10000 hop/s，采集时间为 0.001 s 的

信号。传统互相关法，相干积累法，本文算法(只利 

用两跳)的计算复杂度分别为： ( )1010O , ( )1310O ，

( )810O ，本文方法比传统方法计算量约减少两个数

量级。 

5  仿真实验 

通过仿真实验，从几个不同的角度对所提出的

算法进行分析与验证。首先定义时延估计的均方根

误差(Root Mean Square Error, RMSE)如式(19)[6]： 

( )
MC

2

1

1
RMSE

MC mc

τ τ
=

= −∑        (19) 

其中，MC为蒙特卡洛仿真次数，τ和 τ分别为时延

的估计值和真实值。设计实验，验证信号调制带宽及

信噪比对时延估计精度的影响，并与 MLE-CRLB [14]

进行比较。 
仿真实验 1  假设信源为超短波频段内的跳频

信号，跳带宽度为 100 MHz(250~350 MHz)，跳带

间隔 1 MHz，跳速 10000 hop/s，调制方式为 BPSK，

信号调制带宽为 10 kHz，真实时延设置为 12.5 倍采

样间隔，即 81.923  10 sτ −×= ，采样率为 650 MHz，
接收端采集两跳信号(假设为第 1 跳和第 3 跳)，采

用平坦信道模型，信噪比从-10~30 dB，每 5 dB 取

一个值进行 1000 次蒙特卡罗仿真实验, 统计仿真结

果如图 2 所示。 
仿真实验 2  基本条件同仿真实验 1，接收端采

集两跳信号(假设为第 1 跳和第 54 跳)，统计仿真结

果如图 3 所示。 
仿真实验 3  基本条件同仿真实验 1，采用频选

信道模型，统计仿真结果如图 4 所示。 
图 2-图 4 中，横纵坐标分别表示信噪比(SNR)

和时延估计的均方根误差(RMSE)，对应的单位分别

为 dB 和 s；图注中“ML-CRLB”和“In-CRLB”

分别表示传统“匹配”模型与干涉相位“重构”模

型下的 CRLB。图 2-图 4 都可以看出，估计精度受

SNR 影响明显，而且还出现了“门限”效应，这是

因为本文方法是基于干涉相位的时延重构方法，相

位测量受 SNR 影响较大，而且“折叠”效应造成相

位测量值的非线性，导致了“门限”效应，在中高

信噪比区域( SNR 5 dB≥ )本文方法估计精度约为

1~3 ps，明显高于传统方法，突破了 ML-CRLB，
但由于量化和干涉相位外推等操作引入了一定的相

位误差，SNR 超过“门限”后，精度没有进一步提

升，在图 2-图 4 上表现为本文算法精度曲线和 In- 
CRLB 仍有较大距离。比较图 2 和图 3 可以看出，

图 2 中相干积累法精度已逼近 ML-CRLB，说明该

方法也达到了较好的效果，但是图 3 中相干积累“失

效”，原因是出现了“周期峰”现象(如图 5 所示，

其幅值最大处不是真实时延)，由于被累积的跳带频

率间隔增大，导致“周期峰”间隔变小，无法根据

峰值搜索来估计时延参数。比较图 2 和图 4 可以看 
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图2 均方根误差随信噪比变化情况(仿真实验1)           图3 均方根误差随信噪比变化情况(仿真实验2) 

 

图 4 均方根误差随信噪比变化情况(仿真实验 3)           图 5 跳频信号互相关函数的“周期峰”现象 

出，由于实验 3 采用了频选信道模型，只能进行非

相干积累，本文方法估计精度远远高于传统方法，

说明本文方法对平坦信道和频选信道都是通用的。

综上分析，本文方法估计精度高，计算量小且不受

信道衰落特性影响。 

6  结论 

本文提出一种基于中国余数定理的跳频信号相

时延估计方法。不同于传统方法“匹配”的思想，

该方法通过将跳频信号的时延估计问题建模为“重

构”的问题，并提出“虚拟频点”的概念，将带内

信号干涉相位推至带外，构造了使用 CRT 的条件，

进而利用闭式 RCRT 进行整周模糊度解算，得到高

精度相时延估计。与现有方法相比，所提方法具有

精度高，运算量小，不受信道衰落特性制约的优点，

尤其在信号调制带宽很窄的情况下，仍能实现高精

度的时延估计。另一方面，所提的基于“虚拟频点”

的干涉相位外推方法，突破了现有 RCRT 对频点选

择的限制，扩展了 RCRT 的应用范围，使之能胜任

跳频信号与雷达捷变频信号“非合作”接收处理的

工作场景，工程应用价值较高。 
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