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一种设计M通道双正交过采样图滤波器组的新算法 

蒋俊正
*    刘松辽    欧阳缮 

(桂林电子科技大学信息与通信学院  桂林  541004) 

摘  要：针对现有的 M 通道过采样图滤波器组整体性能较差的问题，该文提出一种过采样图滤波器组设计的新算

法。在新算法中，分两步来设计图滤波器组。首先，从频谱特性方面考虑来设计分析滤波器，以分析滤波器的通带

波纹和阻带能量为目标函数，以 3 dB 约束为约束条件，通过半正定规划求解出频谱选择性较好的分析滤波器；然

后，从完全重构特性方面考虑来设计综合滤波器，以综合滤波器的阻带能量为目标函数，以完全重构条件为约束函

数。上述两个约束优化问题都是半正定规划问题，都可有效地求解。新算法综合考虑了滤波器组的重构特性和频率

特性，因此可以设计得到整体性能良好的 M 通道双正交过采样的图滤波器组。仿真对比表明，与已有的设计算法

相比，新算法设计所得的图滤波器组具备更小的重构误差。 
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 A Novel Method for Designing M-channel Biorthogonal  
Oversampled Graph Filter Banks 

JIANG Junzheng    LIU Songliao    OUYANG Shan 
(School of Information and Communication, Guilin University of Electronic Technology, Guilin 541004, China) 

Abstract: This paper presents an efficient algorithm to design M-channel oversampled graph filter banks with 

better overall performance. In the new algorithm, a two-step scheme is exploited to tackle the design task. Firstly, 

for controlling the spectral selectivity, the analysis filter is designed by solving a constraint optimization problem 

that minimizes the passband ripple and stopband energy subject to 3 dB constraint; secondly, by taking the Perfect 

Reconstruction (PR) condition into account, the design problem of synthesis filters is formulated into an 

optimization problem that minimizes the stopband energy subject to PR constraint. Both the optimization 

problems are Semi-Definite Programming (SDP), which can be efficiently solved. Since the proposed method fully 

considerate the spectral characteristic and PR condition, M-channel biorthogonal oversampled graph filter banks 

with better performance can be obtained. Numerical examples and comparison show that compared with the 

existing methods, the proposed method can lead to graph filter banks with smaller reconstruction error.  
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1  引言  

近年来，图信号处理受到越来越多的学者的关

注和研究，其在社交、生物、交通、传感器网络处

理以及图像处理等方面 [1 5]− 有着重要的应用意义。

小波和图滤波器组对于图信号处理有着关键的作

用。文献[1]提出了图小波在空间交通图方面的应用。

文献[2]对图小波滤波器组在边缘意识的图像处理方
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面的应用加以扩展。社交和生物网络作为图信号进

行处理在文献[3]可见。文献[4]用提升的小波对针对

不规则的传感器网络的两维分布式变换进行优化。

文献[5]提出了对于传感器网络图的多分辨率表示的

方法，多分辨率分析可有效提取信号的特征信息，

其在图像和网络数据处理方面都发挥着重要的作

用。然而，对于大数据而言，小波和滤波器组 [1 12]− 是

较为适合处理大规模的图信号的，小波和滤波器组

可以对图信号进行稀疏表示，从而对大数据处理更

加具有优势。已有学者对图滤波器组进行研究，图

滤波器组从频谱设计角度可以分为正交、双正交两

大类；从信号采样角度分为临界采样和过采样两大

类，按通道数可分为两通道和M 通道两大类。两通
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道图滤波器组设计最早是由 Narang 和 Ortega 提出

的，他采用的是完全重构正交的临界采样的小波滤

波器组设计方法[10]，对于二分图用正交镜像滤波的

方法来进行处理，此方法设计出的滤波器具有混叠

消除，完全重构和正交性特性，但该算法设计是针

对于二分图或可以分解为二分图的图信号的。此后，

Narang 和 Ortega 又提出了对于任意无向图的紧支

撑的双正交的小波滤波器组的方法[11]，松弛正交性

条件成为双正交，双正交的图小波是频域紧支撑且

节点 K 阶局域化的，仍然满足完全重构条件，可以

对任意图信号进行处理，但此方法未考虑滤波器的

频谱选择性，从而有一定的局限性。文献[12]提出了

两通道双正交的图滤波器组优化设计法，此方法充

分考虑了图滤波器的通带平坦性和阻带衰减，但频

谱选择性的优化是以重构误差为代价的，可以根据

实际需要对图滤波器组的设计进行权衡和选择。文

献[9]接近正交的基于参数化伯恩斯丁多项式近似和

约束优化的频谱设计方法提供了过渡带陡峭程度，

波纹幅度和重构误差间的权衡方法，但重构误差较

双正交的图滤波器组大一些。图信号处理从临界采

样到过采样突破了原有的局限性，过采样后的信号

包含了原来图信号的全部信息，更加方便图信号的

进一步处理。过采样的图拉普拉斯矩阵对于图信号

处理的发展和应用至关重要[13,14]，过采样对于规则

信号的处理有更大的设计自由。过采样对于 M  
( 2M > )通道图滤波器组的设计具有极大的优势，

M 通道图滤波器组具有更多的子带划分，对于大规

模的信号处理有重大的意义。目前，M 通道图滤波

器组的研究相对较少，进一步的研究有待提出。 
对图信号的处理可以从顶点域和频谱域 [6,7]出

发，现有算法主要从频谱域 [9 12]− 进行设计。文献

[9-12]均从频谱域设计图滤波器组，但是都只考虑了

完全重构条件，未考虑图滤波器组[15,16]的频谱选择

性。从实际应用的角度进行考虑，分析滤波器的频

谱选择性在信号分解过程中是较为重要的。因此，

本文在设计分析滤波器时为了得到较好的频谱选择

性先不考虑完全重构条件，然后再在设计综合滤波

器时把完全重构条件作为约束条件，为了给设计一

定的自由度，只以综合滤波器的阻带能量为目标函

数，从而保证在较小的重构误差条件下改善图滤波

器组的整体性能。对图滤波器组的整体性能进行优

化是研究和设计图滤波器组的关键所在，对图信号

的完全重构或以尽可能小的重构误差进行恢复是研

究的主要问题。然而，在文献[6]的接近正交的过采

样的图滤波器组的设计方法没有充分考虑滤波器组

的频谱选择性，使用的接近正交图滤波器组的设计

方法重构误差也相对较大，文献[7]的M 通道过采 
样[8]的使用半带乘积滤波器的方法只考虑了完全重

构条件没有考虑滤波器的频谱选择性，且低通滤波

器的频谱选择性在半带乘积滤波器分解时严重受

限。本文在充分考虑图滤波器组的频谱特性和完全

重构条件的情况下，提出了一种新的M 通道双正交

过采样的优化设计方法，使得图滤波器组的整体性

能得以改善。首先，设计分析滤波器，以分析滤波

器的通带波纹和阻带能量为目标函数，以 3 dB 约束

为约束条件，通过半正定规划求解出频谱选择性较

好的分析滤波器；然后，设计综合滤波器，以综合

滤波器的阻带能量为目标函数，以完全重构条件为

约束，从而保证在较小的重构误差条件下改善图滤

波器组的整体性能。通过半正定规划可有效求解上

述两个约束优化问题。和现有的M 通道图滤波器组

设计方法相比，本文的算法设计有更好的重构性能，

从而提升图滤波器组的整体性能。仿真实例和对比

可以展现提出算法的性能。 

2  M通道过采样图滤波器组的基本结构 

图 1 给出了一个M 通道过采样图滤波器组，其

中 上 下 采 样 矩 阵 表 示 为 0 /2 1, ,  ,  ,M −J H H  

/2 1, ,M M−H H 构成了分析图滤波器组， 0, ,G  

/2 1 /2 1, , ,M M M− −G G G 构成了综合图滤波器组，f 为

输入信号， f 为输出信号。分析图滤波器组和综合

图滤波器组可分别表示为 

( ) ( )

( ) ,  ( ) ,

          0,1, ,

i i i i
G G

h g

i M

λ λ
λ σ λ σ

λ λ
∈ ∈

= =

=

∑ ∑H P G P

    
(1) 

系统的输入输出关系可表示为 

/2 11 1

0 0 /2

1 1 1
2 2 2

MM M

k k k k k k
k k k M

f f

−− −

= = =

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪⎬⎪= − + ⎪⎪⎪⎪⎭
∑ ∑ ∑

T

T G H G JH G JH
 

(2) 

( )Gσ 是由图 G 的拉普拉斯矩阵所有特征值构 

 

图 1  M 通道过采样图滤波器组的基本结构 



2972                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 39 卷 

成的特征空间， , ( )Gλ λ σ∈P 是特征空间的投影矩 
阵[10]， ( ) ( ),i ih gλ λ 分别是分析和综合子带滤波器，T
是传递函数。 

通道数为 M ( M 为偶数)的情况下，若 ( )kg λ  

( ) ( ) ( )/2 /22 , 2k M k M kh g hλ λ λ+ += − = − ，则完全重构

条件可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( )
/2 1

0

2 2 2
M

k k k k
k

g h g hλ λ λ λ
−

=

+ − − =∑
  

(3)
 

式中， [0,2],λ λ∈ 是连续变量。 

3  图滤波器组的优化设计 

3.1 图滤波器组的性能指标 
本文在设计双正交过采样图滤波器组的过程

中，同时考虑图滤波器组的频谱选择性和重构误差，

为了获得更好的频谱选择性主要考虑设计的图滤波

器要通带更加平坦，阻带衰减更高，这两个特性可

通过控制图滤波器的通带波纹和阻带能量来获得；

同时期望得到的重构误差更小，重构误差可通过完

全重构条件在一定程度上适当来控制，所以本文考

虑的图滤波器组的性能指标有：(1)频谱选择性：通

带波纹和阻带衰减；(2)重构特性：重构误差。下面

对图滤波器组的性能指标及其相关的参量逐一进行

分析。 
本文的设计是在频谱域进行的，为了便于理解，

我们以 4 通道图滤波器组为例进行分析。不难发现，

分析过程可以推广到任意M ( 2M > 且为偶数)通道

图滤波器组。4 通道图滤波器组的子带滤波器表示

为 

( ) ( )

( ) ( )

1
T

0,
0

1
T

0,
0

= ,  

,  0,1,2, 3

hi

hi

gi

gi

L
k

i k L i
k
L

k
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k

h h

g i

λ λ λ

λ λ λ

−

=
−

=
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= = =

∑

∑

c h

g c g
  

(4) 

式中， ,hi giL L 分别表示分析滤波器 ih 和综合滤波器

ig 的长度。 

( )
TT1

,0 ,1 , 1
T

,0 ,1 , 1

1, , , , , , , ,

, , , ,  0,1,2, 3

hi

gi

L
L i i i i L

i i i i L
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−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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c h

g (5) 

类似于传统滤波器组， 0 0,pd sdλ λ 表示 0 0,h g 的通带和

阻带的截止频率， 1 2 1 2, , ,pd pd sd sdλ λ λ λ 表示 1 1,h g 的通

带和阻带的截止频率。低通滤波器的通带波纹可用

式(6)来衡量： 

( )

( ) ( ){ }
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当 00, 0, pdi a b λ= = = 时式(6)为 ( )0pE h ，即 0h 的通

带波纹的能量；当 1 21, ,pd pdi a bλ λ= = = 时式(6)为

( )1pE h ，即 1h 的通带波纹的能量。阻带衰减由阻带

能量来决定： 

( ) ( )

( ) ( ){ }

( ) ( )

( ) ( ){ }

0

0 0
0

0

0

0 0
0

0

2 2
0 0

2T T
0 0

T
0 0

2 2
0 0

2
T T
0 0

T
0 0

d

         d

         

d

         d

          =

sd

h h
sd

h

sd

g g
sd

g

s

L L

L

s

L L

L

E h

E g

λ

λ

λ

λ

λ λ

λ λ λ

λ λ

λ λ λ

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎬⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∫

∫

∫

∫

h

h c c h

h S h

g

g c c g

g S g

       

(7) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){
( ) ( ) }

( ) ( ) ( )

( ) ( ){
( ) ( ) }

1

2

1 1
2

1

1 1 1

1

2

1 1
2

1

1 1

22 2
1 1 1

0

2T T
1

T T
1 1 1

0

22 2
1 1 1

0

2T T
1

T
1

0

d d

        d

           d =

d d

        d

           d =

sd

sd

h h
sd

sd

h h h

sd

sd

g g
sd

sd

g g

s

L L

L L L

s

L L

L L

E h h

E g g

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

= +

=

+

= +

=

+

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

∫

∫

h

h c c

c c h h S h

g

g c c

c c g g
1

T
1 1gL

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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在 4 通道图滤波器组中，若 ( ) ( )0 2 2 ,g hλ λ= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 0 3 1= 2 , = 2 , = 2g h g h g hλ λ λ λ λ λ− − − ，

则图滤波器组是双正交的[11,12]。完全重构条件可以

表示为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0 1 1

1 1

2 2

     2 2 2

g h g h g h

g h

λ λ λ λ λ λ

λ λ

+ − − +

+ − − =
 
(9) 

为 了 方 便 表 示 ， 记 ( ) ( ) ( )
0 0 1

T T T
0 0h g hL L Lλ λ λ+c h c g c  

( ) ( )
1

T
1 1gL lλ λ⋅ =h c g ，完全重构条件可表示为 

( ) ( ) [ ]2 2,   0,2l lλ λ λ+ − = ∀ ∈        (10)

 重构误差可表示为 ( ) ( ) ( )2 2E l lλ λ λ= + − − ，设计

中希望重构误差尽可能小。 

3.2 图滤波器组的设计 

基于上面的分析，可以将图滤波器组的设计问

题归结为带约束优化问题，通过两步法来设计图滤

波器组。本文将图滤波器组的设计分为两个步骤： 

第 1 步  设计分析滤波器，以分析滤波器组的

通带和阻带能量为目标函数，在 3 dB约束条件下求

解使得通带失真和阻带能量最小的分析滤波器，优

化是半正定规划问题，可有效地求解。 
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( ) ( ) ( )
0 1

0 1 1

0 0 1 1
,

T T T
0 1 1

min   ( ) ( ) ( ) ( )

s.t.  0.5 =1, 0.5 1, 1 =1
h h h

p s p s

L L L

E E E Eα β ⎫+ + + ⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

h h
h h h h

c h c h c h
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3 dB 约束即 0 1 1(0.5) 1, (0.5) 1, (1) 1;h h h= = = ,α β 为

权值，通常取α β= 。为了便于求解，记 

[ ] [ ] [ ]0 1 0 0 0 1 1 1; ; = , = ; = , ==h h h h I h B h h I h B h0 0 (12) 

其中， 0B 是大小为 0 0 1( )h h hL L L× + 的矩阵， 1B 是

大小为 1 0 1( )h h hL L L× + 的矩阵， 0I 为 0 0h hL L× 的单

位矩阵， 1I 为 1 1h hL L× 的单位矩阵， 0 为全零矩阵。

约束求解问题可简化为式(13)： 

( ) ( )

( )
0 1

1

T T
0 1

T
1

min   ( ) ( )

s.t.  0.5 ( ) 1,  0.5 ( ) 1,

      1 ( ) 1

h h

h

p s

L L
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E Eα ⎫⎪+ ⎪⎪⎪⎪= = ⎬⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

h
h h

c B h c B h

c B h
 
(13) 

第 2 步  以解出的分析滤波器为已知条件，在

完全重构约束条件下，考虑到最大化综合滤波器阻

带衰减，以综合滤波器组的阻带能量为目标函数来

求解综合滤波器。 

( ) ( )
0 1

0 1
,

1

min   ( ) ( )

s.t.   ,  0 0

s s

k r

E E

E

α β

λ ε

⎫+ ⎪⎪⎪⎬⎪≤ = ⎪⎪⎭

g g
g g

g       
(14)

 

其中， [ ]
2

0,2 ;  =0,1, ,k
k

k N
N

λ = ∈ , rε 是重构误差容 

限， 1N + 是离散点数，许多实例表明 100N = 则可

保证重构误差精确度。为方便计算，做式(15)所示

的代换： 

[ ] [ ]

[ ]
0 1 0 0 0

1 1 1

; ,  , ,

,

= = =

= =

g g g g I g C g

g I g C g

0

0
      

(15) 

其中， 0C 是大小为 0 0 1( )g g gL L L× + 的矩阵， 1C 是

大小为 1 0 1( )g g gL L L× + 的矩阵， 0I 为 0 0g gL L× 的单

位矩阵， 1I 为 1 1g gL L× 的单位矩阵， 0 为全零矩阵。

上述问题可等效写为 

( ) ( )T
1

min   ( )

s.t.  ,  0 0

s

k k r

E

b

α

λ ε

⎫⎪⎪⎪⎬⎪− ≤ = ⎪⎪⎭

g
g

a g g     
(16)

 

其中， 2,  0,1, ,kb k N= = ，记 ( ) ( )
0

T
0hk L kλ λ=d c B  

( ) ( ) ( )
0 1 1

T T T
0 1 1g h gL k L k L kλ λ λ⋅ +hc C c B hc C ，向量 ( )T

kλa

表示为 

( ) ( ) ( )T 2 ,  =0,1, ,k k k k Nλ λ λ= + −a d d
  

(17) 

上述优化问题均为半正定规划问题，可通过半正定

规划求解器 SDPT3 有效求解，解得的图滤波器为λ

的实值函数。 

4  仿真结果与分析 

这一节给出一些仿真实例，对图滤波器组的重

构误差、正交性和信噪比进行对比，所有的仿真都

是在相同的环境下运行。 
例 1  设计一个图滤波器组，参数如下： 

0 1 0 1 012, 12, 11,  11,  0.4,h h g g pdL L L L λ= = = = =

1 2 0 1 20.6, 0.8,  0.75,  0.25,pd pd sd sd sdλ λ λ λ λ= = = = =

1.3, 0.1,α = 910rε
−= ；得到的图滤波器组幅度响应

如图 2所示，图中PR表示 ( ) ( ) [ ]2 , 0,2l lλ λ λ+ − ∈ 的

取值，用于度量图滤波器组的重构误差。仿真计算

得到的最大重构误差 [ 6 ]和正交性 [ 1 1 ]的值分别为

maxE = 93 10 ,.9346 0.9353Θ−× = ，相同的图滤波器

组长度和运行环境下，表 1 给出了本文算法与文献

[6]算法设计的图滤波器组的重构性能和边界比对

比。 BR 为边界比[6]， max

max

1+
1B

E
R

E
≤

−
，仿真时取 BR  

的最大值进行对比， BR 等于 1 表明滤波器组是完全

重构的，此时滤波器组的重构特性较好。本文算法

设计出的图滤波器组的最大边界比为 1，明显优于

文献[6]设计的图滤波器组。通常情况下，采用正交

的方法设计出的图滤波器组重构误差较双正交的

大，因此，本文的设计方法在重构特性上有着显著

的优势。从表 1 中可以看出本文所设计的双正交图

滤波器组显著降低了重构误差。从图滤波器组幅度

响应可以看出两种算法设计的图滤波器组的整体频

谱特性相当。在图滤波器组的设计中，为了尽可能

无失真地恢复原信号，期望得到的图滤波器组的重

构误差更小，本文设计算法有着更好的重构性能，

所以本文设计所得的图滤波器组整体性能更佳。 

表 1 本文所设计的滤波器组与文献[6]的性能指标对比 

设计算法 重构误差 ( 12)hL =  BR  

文献[6]算法 44.75 10−×  1.0005  

本文算法 93.93 10−×  1.0000  

 
例 2  设计一个图滤波器组，参数如下： 

0 1 0 1 08,  8,  7, 7,  0.3,h h g g pdL L L L λ= = = = =

1 2 0 1 20.6, 0.8, =0.75, =0.25, 1.3,pd pd sd sd sdλ λ λ λ λ= = =

0.1,α = 1310rε
−= ；得到的图滤波器组幅度响应如

图 3 所示。相同的图滤波器组长度和运行环境下，

表 2 给出了本文算法与文献[7]算法设计的图滤波器

组的重构性能和正交性对比。正交性Θ [11]越接近于

1 表明滤波器组的正交性越好。对比可知，本文算

法设计的图滤波器组的重构误差明显比文献[7]小，

其正交性和整体频谱特性比文献[7]略好。与例 1 相 
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图 2 本文算法设计的图滤波器组的幅度响应 ( 12)hL =     图 3 本文算法设计的图滤波器组的幅度响应 ( 8)hL =  

表 2 本文所设计的滤波器组与文献[7]的性能指标对比 

设计算法 max 8( )hLE =  Θ  

文献[7]算法 46.86 10−×  0.8096  

本文算法 139.22 10−×  0.8834  

 

比，改变图滤波器组的参数设置，综合滤波器的频

谱特性会有所变差，但是可以获得更小的重构误差，

重构误差是衡量图滤波器组整体性能的主要性能指

标，所以本文设计所得的图滤波器组整体性能更好。

适当松弛重构误差容限可得到频谱选择性更好的图

滤波器，可根据需要灵活设计图滤波器组。 

用上述例 2 参数设计的图滤 波器组对

Minnesota 交通图进行去噪实验，噪声标准差 σ =  

1/2时，使用文献[11]算法和本文算法去噪的仿真结

果如图 4(c)，图 4(d)。表 3 给出了噪声σ 取不同值

时的信噪比对比。相同的参数和运行环境下，本文

设计的算法，与文献[11]相比具有较高的信噪比，与

文献[7]相比，信噪比稍差 1.5 dB 左右。 

表 3 本文算法与已有图滤波器组算法信噪比对比(dB) 

σ  文献[11]算法 文献[7]算法 本文算法 

1/32 31.25 33.89 30.12 

1/16 25.66 28.52 26.13 

1/8 20.16 22.99 21.38 

1/4 14.25 17.03 15.24 

1/2  8.51 11.42 10.01 

 

5  结束语 

本文提出了一种基于两步法的M 通道过采样

双正交的图滤波器组的设计算法，充分考虑了图滤

波器组的频谱选择性和重构误差，分两步来设计图

滤波器组，通过半正定规划求解图滤波器组，从而

设计出频谱性能较好和重构误差更低的图滤波器

组。本文的设计方法可以更好地权衡图滤波器组的

频谱特性和重构误差，从而获得整体性能更好的图

滤波器组，仿真表明算法设计的有效性。后续工作

将考虑图滤波器组的实际应用问题。 

 

图 4 图滤波器组去噪实验仿真结果 
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