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一种基于角度惩罚距离的高维多目标进化算法 
毕晓君    王  朝* 
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摘  要：为了使多目标进化算法在收敛性和分布性之间保持平衡，该文提出一种基于角度惩罚距离的高维多目标进

化算法(Many-Objective Evolutionary Algorithm based on Angle Penalized Distance, MaOEA-APD)。首先，综合

考虑收敛性和分布性在进化不同阶段的重要性，构造一种角度惩罚距离，使两者随进化进程动态平衡；其次，开发

基于删除劣质个体的环境选择策略，在提高种群分布性的同时提高收敛性；最后，根据环境选择的原理，设计与之

相协调且互补的匹配选择过程，提高算法的整体进化效率。将所提算法与目前国内外性能优异的 3 种高维多目标进

化算法进行对比，实验结果表明在 WFG 标准测试函数集上，该文算法相对于其他算法，综合性能有了较大的提升。 
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Angle Penalized Distance 

BI Xiaojun    WANG Chao 
(College of Information and Communication Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: In order to balance between convergence and distribution in Multi-Objective Evolutionary Algorithms 

(MOEAs), a Many-Objective Evolutionary Algorithm based on Angle Penalized Distance (MaOEA-APD) is 

proposed. Firstly, considering the importance of convergence and diversity in the different stages of the 

evolutionary process, an angle penalized distance is constructed to dynamically balance between them. Then, the 

environmental selection based on removing the worse individual is designed to maintain the distribution and 

improve the convergence. Finally, the mating selection is designed based on the principle of the environmental 

selection. Both are complement and coordinated to each other for improving the evolutionary efficiency of the 

algorithm. Compared with three state-of-the-art many-objective evolutionary algorithms (MaOEAs), the 

experimental results on WFG test suite show that MaOEA-APD has more advantage than other algorithms in 

terms of the overall performance. 
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1  引言
 
 

高维多目标优化问题 (Many -Ob j e c t i v e 
Optimization Problems, MaOPs)是指目标数大于 3
的多目标优化问题，因为具有更多的目标需要处理，

解之间的优劣关系变得更加难以评价，同时目标数

量的增加会提高目标空间的复杂度，解集难以收敛，

其分布性也更加难以维持，因此高维多目标优化问

题是目前优化领域公认的研究难点和热点[1,2]。目前，

高维多目标优化在科学研究和工程管理等众多领域
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的应用需求日益突出，例如雷达波形优化问 
题[3]、地下水监控问题[4]、发动机标定问题[5]等，开

展高维多目标进化算法的研究具有重要的理论意义

和实际应用价值[6]。 
在高维多目标进化算法中，最关键的是如何保

持解集收敛性和分布性之间的平衡，以得到最好的

综合性能[7]。近期有学者通过在分布性维护操作中引

入额外的收敛信息，用以解决收敛性和分布性之间

失衡的问题。比如，文献[8]通过个体在单位超平面

上投影点的密度间接反映其分布性，引入基于成绩

标量函数(Achievement Scalarizing Function, ASF)
的收敛度指标，消除了个体收敛程度对分布性评估

的影响，但是在超平面上均匀分布的投影点并不能

保证映射的解集是均匀分布的。文献[9]通过引入点

到超平面的垂直距离这一收敛信息，并结合邻域惩

罚的思想，定义具有优秀收敛性和分布性的拐点，
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使得算法的综合性能大大提高，但是拐点比率却因

求解问题特性的不同而不同，很难统一设置。最近

研究表明：角度信息能更精确地反映个体分布性，

并能很好地融合收敛信息提高收敛性[10]。文献[11]
构造一种基于角度信息的惩罚距离，能根据进化进

程动态地调整收敛性和分布性的重要程度，但需要

预先设置均匀分布的权重向量，一方面这在高维情

况下非常困难，另一方面对于不规则前沿面问题，

固定均匀分布的权重向量并不能保证最终解集的均

匀分布性。文献[12]利用最小向量夹角找出一对相似

个体，采用删除策略删除其中收敛性较差或分布性

较差的个体，试图在两者之间取得平衡，但是差距

阈值不易设定。文献[13]提出的最大向量夹角优先选

取策略很好地维护了种群分布性，在角度阈值之内

的收敛性差的个体可以被替换，以期望提高收敛性，

但是角度阈值对问题前沿面形状敏感，不便于调节。 
综上所述，高维多目标进化算法的核心在于如

何保持收敛性和分布性之间的平衡。为此，基于角

度信息的求解思路，本文提出一种基于角度惩罚距

离 的 高 维 多 目 标 进 化 算 法 (Many-Objective 
Evolutionary Algorithm based on Angle Penalized 
Distance, MaOEA-APD)。首先，由于在进化前期

需要偏重收敛性而在进化后期需要偏重分布性，构

造一种角度惩罚距离，综合考虑收敛性和分布性在

进化不同阶段的重要性，使两者随进化进程动态平

衡；其次，不同于以往基于选择优秀个体的环境选

择策略，本文提出的删除策略是在环境选择阶段通

过选取劣质个体进行删除，能同时提高种群的收敛

性和分布性；最后，根据环境选择的机制和原理，

设计基于收敛性度量和分布性度量的匹配选择过

程，两者相互协调，提高算法的整体进化效率。 

2  基于角度惩罚距离的高维多目标进化算

法 MaOEA-APD 

对于高维多目标进化算法，最关键的是要保持

收敛性和分布性之间的平衡，为此本文对环境选择

过程的分布性维护阶段进行了改进：首先定义收敛

性度量和分布性度量，然后基于这两个度量构造能

随进化进程动态平衡收敛性和分布性的角度惩罚距

离，最后采用这一距离定义劣质个体，开发基于劣

质个体的删除策略，提高种群整体的收敛性和分布

性。同时，为了与环境选择过程相协调，对匹配选

择过程进行相应改进。值得注意的是，考虑到最小

化与最大化问题可以相互转化，本文只针对最小化

高维多目标优化问题进行研究。 
2.1 收敛性度量和分布性度量 

收敛性度量定义为个体目标向量的 2 范数距

离。尽管文献[14]中表明不同范数的收敛效果会受到

Pareto 前沿面形状的影响，但由于本文收敛性比较

是在一对夹角最小的个体之间进行，邻域关系使其

受 Pareto 前沿面形状的影响较小。一般情况下，这

里可以选取任意范数距离来表征个体的收敛程度，

为方便后面角度的计算，本文选取 2 范数距离，其

计算公式为 

2

1
2

( ) ( ) ( )n
M

n
i

i

fd
=

= = ∑x F x x        (1) 

式中， ( )nF x 表示归一化后的目标向量，M 表示目

标维数， ( )d x 值越小表示个体 x的收敛性越好。 
传统的分布性维护操作，如小生境、拥挤距离、

聚类等，都是基于距离信息的评价准则，会导致一

些收敛性很差的个体会获得很好的密度估计值[15]。

基于角度信息的评价准则能消除个体收敛程度的影

响，很纯粹地对个体的分布性进行评价，并能很好

地结合收敛信息，缓解 Pareto 支配关系在高维情况

下收敛性不足的问题。这里，个体 x 分布性度量用

与种群P 中其他个体的最小夹角表示，其计算公式

为 
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式中， i表示向量的内积， ( )θ x 值越大表示个体 x
的分布性越好。 

2.2 角度惩罚距离 
对于高维多目标优化问题，收敛性和分布性的

重要程度不能在整个进化过程中一成不变：在进化

前期，由于个体在高维空间中极度稀疏分布，这时

需要偏重收敛性使种群快速靠近 Pareto 前沿面；在

进化后期，种群几乎收敛到 Pareto 前沿面，这时需

要偏重分布性以使种群很好地在前沿面上分散 
开[11]。文献[11]中的角度惩罚距离(Angle Penalized 
Distance, APD)能随进化进程动态平衡收敛性和分

布性，很好地满足以上要求，其表达式为 
APD( ) (1 ( )) ( )P dθ= + ⋅x x         (3) 

式中， ( )d x 表示个体 x的 2 范数距离， ( )P θ 表示角

度惩罚因子。 
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式中，G 表示当前迭代数， maxG 表示最大迭代次数。

α用以控制惩罚因子 ( )P θ 随迭代次数变化的快慢。

( )θ x 表示个体x 与其对应参考方向的夹角，其值越

小表示个体分布性越好； γ 表示个体x 所对应参考

方向与其他所有参考方向夹角最小的角，用以归一
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化 ( )θ x 。 
但由于本文不存在通过预设均匀分布的参考方

向来定向引导个体进化，因此需对上述 ( )P θ 结合个

体自适应进化的特点进行改进，这里选取与之夹角

最小的个体的方向替换参考方向，则改进 ( )P θ 表达

式为 

max

( ) cos( ( ))
G

P M
G

α

θ θ
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

x         (5) 

式中， ( )θ x 表示个体与种群中其他个体的最小夹角，

即 2.1 节定义的分布性度量。由于 ( )θ x 值是越大表

明分布性越好，为此本文取其余弦值使之与式(4)变
化规律一致，且本身位于[0,1]之间，无需归一化。 
2.3 基于角度惩罚距离的删除策略 

传统多目标进化算法的环境选择策略只针对临

界层个体进行分布性选择操作，而前面较优 Pareto

等级层的个体直接进入下一代，但这些个体极有可

能分布性远差于临界层的个体，严重降低种群分布

性，另外这些个体有可能收敛性(如 2.1 节定义的 2

范数距离)还不如临界层个体。具体情形如图 1所示，

个体 a, b, c, d, f, g属于 Pareto 等级第 1 层，个体

e 属于第 2 层，个体 b 无论是用拥挤距离还是本文

提出的分布性度量，其分布性都差于个体 e，尽管

位于较优等级层，其收敛性也不如个体 e，应当首

先被删除。因此，本文将整个种群看成一个整体，

忽略个体所处的 Pareto 等级层，综合 2 范数距离和

最小角度选择其中最差的个体删除。 

对于种群来说，删除其中一个个体势必会增加

种群整体的分布性和收敛性，而基于角度惩罚距离

的删除策略可以最大化这两方面的提升，以下是具

体的删除过程。首先，寻找种群 P 中向量夹角最小

的一对个体，即它们位于相似的搜索方向上，因此

没有必要同时保留这两个个体，需选取其中性能较

差的劣质个体进行删除。这里，劣质个体不能单单

只依据收敛性差或是分布性差来评价，而应结合进

化进程动态地定义，而 2.2 节构造的 APD 能满足这

一要求。 

 

图 1 删除策略示意图 

基于APD的删除过程如图2所示。在进化前期，

如图 2(a)所示，由于夹角最小的一对个体 a, b都远

离 Pareto 前沿面，个体的进化应以收敛性为主，由

于 maxG G� , ( ) 0P θ ≈ ，会有APD( ) ( )d≈x x , ( )d a  

( ) APD( ) APD( )d< ⇒ <b a b ，个体 b 会被删除，满

足收敛性要求；随着G 逐渐接近 maxG , ( )d x 和 ( )θ x 会

同时对个体进化起作用；在进化后期，如图 2(b)所
示，种群位于 Pareto 前沿面附近且夹角最小的一对

个体 a, b的收敛程度差异微小，这时分布性要占据

主导地位使个体在 Pareto 前沿面均匀分布，由于

( ) ( )d d≈a b , maxG G≈ ，会有 APD( ) cos( ( )),θ∝x x  
( ) ( ) APD( ) APD( )θ θ< ⇒ <a b b a ，个体 a会被删除，

满足分布性要求。值得注意的是，在删除操作中，

夹角最小的一对个体的分布性评估采用到其他个体

(不包括这对个体)的最小夹角。 

 

图 2 基于 APD 的删除过程示意图 

基于角度惩罚距离的删除策略 (APD-based 
Elimination)流程如表 1 的算法 1 所示。 

2.4 匹配选择的改进 
匹配选择旨在选择优秀的个体进行交叉变异，

对算法的性能起着重要的作用。首先，收敛性好的

个体应该以较大概率被选中去生成后代个体，然而

由于Pareto支配关系在高维多目标优化问题中无法

有效区分个体的收敛程度，导致这一阶段选择的个 

表 1 基于角度惩罚的删除策略流程 

算法 1  基于角度惩罚距离的删除策略。 

输入：未删减种群 P，收敛性度量d ，分布性度量 θ  

输出：删减种群P  

(1)   确定种群 P 中夹角最小的一对个体 ( , )a b  

(2)   if APD( ) APD( )<a b  

(3)     delet = b  

(4)   else 

(5)     delet = a  

(6)   end if 

(7)   \ {delet}P P=  
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体是以分布性为主，影响了算法的收敛性能。所以，

高维多目标进化算法需要引入选择压力更强的比较

准则来区分个体。为此，本文采用目前评价收敛性

效果最好的成绩标量函数 ASF 评价个体的收敛程

度，具体公式如式(6)所示。 

( )
min

min

1

( )
ASF , , max

M i i

i
i

f z

w=

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

x
x z w      (6) 

式中，
min
iz 表示种群 P 中所有个体在第 i 维目标上

的最小值，w 表示个体x 所对应的偏好权重向量，

其第 i 维数值计算公式如式(7)： 
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i
i M

j
j

f
w

f
=
∑

x

x               (7) 

为了使式(6)有意义，当 0iw = 时，一般取较小

值 610− 。 
虽然 2 范数距离也能对个体的收敛性进行评

价，但其受 Pareto 前沿面形状的影响，而 ASF 是

基于自身权重向量方向上的收敛程度，能客观反映

个体的收敛性。结合环境选择中定义的个体分布性

度量 θ 值，设计如下与之相协调的匹配选择过程：

随机从种群中挑选两个个体，如果一个个体的 ASF
值且 θ 值均优于另一个个体，则选择前者加入匹配

池；如果两个个体在这两个值上互不占优，则随机

选取一个个体加入匹配池。MaOEA-APD 的匹配选

择流程如表 2 的算法 2 所示。 
2.5 算法流程 

为了更好地平衡解集收敛性和分布性，本文分

别对环境选择阶段和匹配选择阶段进行改进，提出 

表 2  MaOEA-APD 的匹配选择流程 

算法 2  匹配选择。 

输入：种群P ，匹配池大小N  

输出：父代种群Q  

(1)   Q = ∅  

(2)   while Q N<  do 

(3)     从种群P 随机选择两个个体 a和 b 

(4)     if ( ) ( )&&ASF ASF ( ) ( )θ θ< >aa bb  

(5)       { }Q Q= a∪  

(6)     else if ( ) ( ) & &ASF ASF ( ) ( )θ θ< >bb aa  

(7)           { }Q Q= b∪  

(8)     else 

(9)        if rand() 0.5<  then 

(10)         { }Q Q= a∪  

(11)       else 

(12)         { }Q Q= b∪  

(13)       end if 

(14)     end if 

(15)   end while 

基于角度惩罚距离的高维多目标进化算法 MaOEA- 
APD，其总体流程如表 3 的算法 3 所示。 

表 3 基于角度惩罚距离的高维多目标进化 

算法 MaOEA-APD 总体流程 

算法 3  高维多目标进化算法 MaOEA-APD。  

输入：种群大小N ，目标维数 M，最大迭代次数 maxG  

输出：种群P  

(1)  随机初始化种群P  

(2)  0G =  

(3)  while maxG G<  do 

(4)     P' = Mating-selection ( )P  

(5)     Q = Genetic-operator ( )P'  

(6)     U P Q= ∪   

(7)     P = Environmental-selection ( )U  

(8)  end while  

 
在算法 3 中，环境选择的流程如表 4 的算法 4

所示。首先对合并种群U 进行快速非支配排序，然

后采用文献[16]的极端点归一化技术对归档集P 进

行归一化，接着分别计算个体的收敛性度量和分布

性度量，最后采用基于 APD 的删除策略删除劣质个

体。 
2.6 计算复杂度分析 

MaOEA-APD 的算法复杂度主要集中在环境

选择和匹配选择。设种群规模为N ，目标维数为M ，

这里考虑最坏的情况，即所有的个体都是互不支配

的。在环境选择阶段，合并种群的非支配排序计算

复杂度为 2( )O MN ，极端点归一化的计算复杂度为 

表 4 环境选择流程 

算法 4  环境选择。 

输入：合并种群U ，种群大小N  

输出：种群P  

(1)  1 2( , , )F F " =Non-dominated-sort ( )U  

(2)  , 1P i= ∅ =  

(3)  while P N<  do 

(4)   iP P F= ∪ , 1i i= +  
(5)  end while 

(6)  if P N=  then 
(7)    break 

(8)  else 

(9)     P' =Normalization ( )P  

(10)    Compute ( )d P'  

(11)    Compute ( )P'θ  

(12)    , 0K NP k= − =  

(13    while k K<  do 

(14)      P=APD-based Elimination (P,d , θ ) 

(15)    end while 

(16)  end if  
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2( )O M N ，种群收敛性度量的计算复杂度为 ( )O MN ，

种群分布性度量的计算复杂度为 2( )O N 。基于 APD
的删除策略的计算复杂度分别为 ( )O N ，由于这个过

程在最坏情况下需要被执行 N 次，总计算复杂度为
2( )O N 。综合考虑这 5 个过程，环境选择总的计算

复杂度为 2( )O MN 。匹配选择中 ASF 值计算所需复

杂度大小为 ( )O MN ，其中 θ 值可以通过环境选择过

程得到，无需重复计算。为了构建规模为 N 的匹配

池，需对 ASF 值和 θ 值进行大小比较，所需复杂度

为 ( )O N 。最后，MaOEA-APD 总的计算复杂度为
2( )O MN 。 

3  仿真实验与结果分析 

为了测试本文算法 MaOEA-APD 的性能，选取

目前性能优异的 3 种算法进行对比，分别是基于权

重向量的算法 RVEA[11]，以及 2 种基于个体自适应

进化的算法 KnEA[9]和 VaEA[13]。所有的算法都是在

多目标进化算法开源平台 PlatEMO 上运行。实验

仿真都是在 Intel Pentium、4G 内存、2.6 GHz 主频，

win10 64 位操作系统的计算机上运行。 
3.1 测试函数及评价指标 

选取目前高维多目标优化领域通用的 WFG[17]

测试函数集进行仿真实验。WFG1-3 函数 Pareto 前

沿面不规则：WFG1 是混合型有偏好的、WFG2 是

凸面不连续且多模态；WFG3 是线性退化的。

WFG4-9 函数 Pareto 前沿面形状都是凹面超椭圆：

WFG4 是多模态；WFG5 具有欺骗性；WFG6 是不

可分的；WFG7 是有偏好的；WFG8 是不可分且有

偏好的；WFG9 是多模、有偏好、不可分且具有欺

骗性。所有测试函数的决策变量个数 +V k l= ，其

中位置变量 1k M= − , M 为目标维数；距离变量

10l = 。值得注意的是，WFG 所有测试函数都具有

不同量纲的目标值。 

文中采用反世代距离 (Inverted Generation 
Distance, IGD)[18]测量算法的综合性能，能够同时评

价解集的收敛性和分布性，其定义为 

( )
( , )

IGD , P

d P

P P
P

∗∗ ∈
∗=

∑
v

v
         (8) 

式中，P 表示算法在目标空间获得的最终解集， *P
表示均匀分布的真实 Pareto 前沿， ( , )d Pv 表示真实

Pareto 前沿上的点 *P∈v 到最终解集的最小欧氏距

离， *| |P 表示 *P 的势，即真实 Pareto 前沿上点的总

数。只有当解集的收敛性和分布性都好时，IGD 的

值才会小，所以 IGD 越小，算法的综合性能越好。

为了计算 IGD 指标，为每个测试函数生成了 10000

个均匀分布的非支配解近似表征 Pareto 前沿。 

3.2 实验参数设置 
算法在每一例测试函数上独立运行 30 次，Gmax 

=1000。交叉算子采用模拟二进制交叉， cη =  30 ，

交叉率为 1.0cp = ；变异算子采用多项式变异

20mη = , 1/mp V= 。由于 RVEA 的种群大小与均

匀分布的权重向量规模有关，且由目标维数 M 和每

维目标上分段数 H 的组合数决定，所以不能随意设

置，这里采用文献[16]中的双层分布法，具体参数设

置如表 5 所示。为了公平比较，其他 3 种算法的种

群大小与之相同。MaOEA-APD 和 RVEA 中惩罚

因子变化率 2α = ; KnEA中拐点比率T 参考原文设

置；VaEA 中角度阈值 ( /2)/( 1)Nδ = π + 。 

表 5 权重向量规模和种群大小 

M 权重向量规模 种群大小 N

3 91 91 

5 210 210 

8 156( 1 23, 2H H= = ) 156 

10 275( 1 23, 2H H= = ) 275 

15 135( 1 22, 1H H= = ) 135 

注： 1H 表示双层分布法中外层分段数， 2H 表示内层分段数 

 
3.3 实验仿真与分析 
3.3.1 α参数分析  式(5)中惩罚因子变化率α需人

为设置，下面通过对其取不同的值分析其对算法性

能的影响。这里对参数α取值[1,9]之间的 9 个整数，

其值越大表示收敛性越在前期占主导地位，并分别

选取 3 到 15 目标的多模态问题 WFG4 和有偏好问

题 WFG7 进行实验以统计其变化规律，实验独立重

复进行 30 次，求取 IGD 平均值，最后以折线图的

形式表现，如图 3 所示。 

从图 3 中可以看出：(1)参数 α在 WFG4 和

WFG7 测试问题上的变化规律大致相同，说明参数

α对问题属性不是很敏感；(2)对于 3 目标和 5 目标，

IGD 值随参数α的变化相对平稳，说明 MaOEA- 

APD 算法在低维空间对参数α不是很敏感；(3)对于

8, 10 和 15 目标，IGD 值变化规律大致是先减小后

增大，特别对于大于 3 的α值，IGD 值明显恶化，

这说明在高维空间中相对较小的α值能使收敛性和

分布性的重要程度在进化前后期的分配更为合理。 

综上所述，MaOEA-APD 算法性能对参数α不

是很敏感，一般情况下较小的α值能取得相对较好

的结果。因此，本文中取 2α = 。 

3.3.2 实验结果分析  MaOEA-APD 与 RVEA,  
KnEA 和 VaEA 在 WFG 测试函数集上 IGD 统计结

果如表 6 所示，分别为 30 次独立运行结果的平均值 
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图 3  在 9 个不同 α 值下，MaOEA-APD 在 3 到 15 目标 WFG4 和 WFG7 测试问题上获得的 IGD 平均值 

与标准差，其中最好的结果用黑色加粗表示。另外，

为了比较MaOEA-APD与另外3种算法获得的平均

IGD 值之间差异的显著性，本文采用 Wilcoxon 秩

和检验进行两两比较，显著性水平取0.05，表中“+”、

“-”、“≈”分别表示其他算法显著优于、显著劣

于和无差别于 MaOEA-APD。 
从表 6 的数据中可以看出：MaOEA-APD 算法

整体表现最好，能够有效处理所有的测试函数，尤

其是 WFG3 测试问题上，在所有不同维数的目标上

都取得了最优结果，说明基于 APD 的删除策略非常

适合处理退化问题。另外在 WFG1, WFG5, WFG7

和 WFG9 的低维目标以及 WFG8 的高维目标上取

得最好的整体结果，说明基于向量夹角的分布性度

量对有偏好的问题能很好地保持算法的分布性。相

比之下，在 WFG2 和 WFG4 两个多模态问题上效

果不太突出，说明 MaOEA-APD 算法的收敛能力不

是很优秀，原因在于 MaOEA-APD 算法虽然采用了

非支配排序，但并不是从临界层中选择分布性好的

个体进入下一代，而是将整个种群作为整体，忽略

个体所处的 Pareto 等级层，从中挑选最相似的一对

个体，其实是偏重分布性轻收敛性。 
VaEA 算法整体表现与 MaOEA-APD 接近，在

WFG5, WFG6 和 WFG7 的高维目标上取得了最好

的结果，原因在于 VaEA 算法也采用了基于向量夹

角的分布性度量，能很好地在有偏好的问题上保持

分布性，由于提前预设好角度阈值，大致划定了个

体分布的范围，能在高维目标情况下保持更好的分

布性。但是其角度阈值的设定是假设 Pareto 前沿面

在整个目标空间上均匀分布，对于 WFG1, WFG2

和 WFG3 问题的 Pareto 前沿面不规则情况，这一

理想情况下的角度阈值就不太合适，导致在这 3 个

问题上效果不太理想。由于其选择机制是从临界层

中选择个体，前面较优等级层的个体直接进入下一

代，且其中个体如果收敛性差于临界层的个体还会

被替换，大大加强了算法的收敛能力，使其在 WFG4

上取得了最好的效果。 

KnEA 算法在 WFG1 和 WFG9 的高维目标上

取得了最好的结果，并且 KnEA 在大部分高维目标

例子上具有很好的效果，其原因是一般在分布性维

护阶段，首先考虑的是分布性，其次是收敛性；而

基于拐点的邻域惩罚机制选择离超平面最远的个

体，首先考虑的是收敛性，然后邻域惩罚保证分布

性，使其在高维目标情况下具有很强的收敛能力，

同时能保证一定的分布性。 
RVEA 算法在 WFG8 问题上有优异的表现，这

说明基于角度惩罚距离的分布性维护策略能很好地

平衡收敛性和分布性。值得注意的是，基于权重向

量定向进化的 RVEA 在 WFG1, WFG2 和 WFG3

问题上的实验结果都明显差于基于个体自适应进化

的 MaOEA-APD, VaEA 和 KnEA。这是因为对于

不规则前沿面问题，固定均匀分布的权重向量由于

不能随前沿面特性自适应调整，导致有的权重向量

关联多个个体而有的权重向量没有个体相关联，严

重影响算法的分布性。 

最后从 Wilcoxon 秩和检验的统计结果中可以

看出：在 45 例 WFG 测试问题中，MaOEA-APD

显著优于 RVEA 28 次、KnEA 26 次和 VaEA 19 次，

由此说明在 WFG 测试函数集上，本文算法相对于

其他算法在 IGD 指标上具有较大的优势，具有最好

的综合性能。 

为了直观地反映所有算法得到的最终解集在高

维目标空间中的分布情况，本文采用平行坐标来可

视化高维数据，其中数据来源于 30 次独立运行中

IGD 值最接近平均值的那一组数据。限于篇幅，本

文只给出了 4 种算法在 15 目标 WFG8 上最终解集

的平行坐标图，如图 4 所示。在高维目标空间中的

一个点被表示为一条拐点在 M 条平行坐标轴的折

线，在第 k 个坐标轴上的位置就表示第 k 维的目标

函数值，其中 WFG8 问题的第 k 维目标函数值在

[0,2k]之间。从图中可以看出：MaOEA-APD 和

VaEA 在收敛性和分布性上都获得了满意的效果；

RVEA 和 KnEA 均能满足收敛性要求，但都存在某 
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表 6  4 种算法在不同目标维数的 WFG 测试例子上获得的 IGD 平均值与标准差 

问题 M RVEA KnEA VaEA MaOEA-APD 

3 1.7413e-1 (3.86e-3) - 2.3341e-1 (5.42e-2) - 1.6264e-1 (1.34e-2)≈ 1.4933e-1 (1.18e-2) 

5 3.7504e-1 (8.80e-3) ≈ 4.1183e-1 (6.02e-3) - 4.3545e-1 (1.95e-2) - 3.8682e-1 (7.32e-3) 

8 1.1549e+0 (7.29e-2) - 9.8141e-1 (1.13e-1) - 1.0018e+0 (1.16e-1) - 8.7372e-1 (4.20e-2) 

10 1.6231e+0 (8.49e-2) - 1.1455e+0 (3.12e-2) + 1.2763e+0 (5.91e-2) - 1.2388e+0 (4.73e-2) 

WFG1 

15 3.1637e+0 (3.93e-1) - 2.7300e+0 (1.07e-1) + 2.7445e+0 (1.08e-1)≈ 2.7759e+0 (3.86e-1) 

3 2.1584e-1 (1.52e-2) - 2.4677e-1 (2.04e-2) - 2.5969e-1 (2.09e-2) - 1.9388e-1 (9.32e-3) 

5 8.0769e-1 (5.59e-2) - 4.7590e-1 (2.80e-2) + 7.8065e-1 (7.28e-2)≈ 7.7740e-1 (2.78e-2) 

8 1.9366e+0 (1.91e-1) + 1.1487e+0 (4.40e-2) + 2.1112e+0 (1.98e-1) - 1.9528e+0 (5.67e-1) 

10 6.0251e+0 (7.57e-1) - 1.4486e+0 (1.44e-1) + 2.4523e+0 (1.37e-1) + 2.8051e+0 (7.96e-1) 

WFG2 

15 9.4410e+0 (2.01e+0) - 6.4208e+0 (1.19e+0) + 2.1767e+0 (2.53e-1) + 8.6271e+0 (1.48e+0) 

3 2.3209e-1 (1.26e-2) - 1.1743e-1 (4.52e-3)≈ 1.4120e-1 (1.46e-2) - 1.1345e-1 (1.08e-2) 

5 4.7176e-1 (3.44e-2) ≈ 5.5148e-1 (9.49e-2) - 5.2604e-1 (3.36e-2) - 4.5798e-1 (4.94e-2) 

8 2.5857e+0 (8.23e-1) - 1.6581e+0 (5.24e-1) - 1.3887e+0 (1.72e-1) - 1.0459e+0 (2.77e-1) 

10 3.3495e+0 (6.70e-1) - 2.3271e+0 (7.52e-1) - 1.8758e+0 (2.70e-1)≈ 1.6619e+0 (4.88e-1) 

WFG3 

15 9.3127e+0 (3.18e+0) - 5.5335e+0 (7.38e-1) - 3.5660e+0 (4.47e-1) - 2.9039e+0 (3.77e-1) 

3 2.4269e-1 (3.49e-3) - 2.7662e-1 (1.64e-2) - 2.3220e-1 (4.37e-3) - 2.2226e-1 (2.84e-4) 

5 9.6161e-1 (1.51e-3) + 1.0174e+0 (5.18e-3) - 9.4592e-1 (7.54e-3) + 9.6682e-1 (1.33e-3) 

8 3.0292e+0 (2.58e-2)≈ 3.3551e+0 (5.14e-3) - 3.0051e+0 (1.10e-2)≈ 3.0524e+0 (1.92e-1) 

10 4.0758e+0 (3.35e-2) + 4.0818e+0 (2.20e-2) + 3.8593e+0 (2.94e-2) + 4.2877e+0 (8.99e-3) 

WFG4 

15 8.5907e+0 (1.72e-1) - 8.1316e+0 (1.99e-1) + 8.0945e+0 (1.42e-1) + 8.3041e+0 (6.09e-2) 

3 2.3726e-1 (2.22e-3) - 2.9382e-1 (1.13e-2) - 2.4070e-1 (3.64e-3) - 2.3133e-1 (5.81e-4) 

5 9.5435e-1 (1.61e-3)≈ 1.0157e+0 (1.55e-2) - 9.4666e-1 (6.47e-3) + 9.5602e-1 (1.60e-3) 

8 3.0248e+0 (5.35e-2) - 3.3605e+0 (2.87e-2) - 3.0376e+0 (2.26e-2) - 2.9404e+0 (5.11e-3) 

10 4.0635e+0 (2.20e-2) + 4.1362e+0 (3.42e-2) + 3.8567e+0 (1.66e-2) + 4.2481e+0 (1.01e-2) 

WFG5 

15 8.7691e+0 (2.07e-1) - 8.0423e+0 (1.10e-1) + 7.8060e+0 (1.13e-1) + 8.3273e+0 (1.24e-2) 

3 2.7317e-1 (1.98e-2) - 3.0972e-1 (7.30e-3) - 2.6617e-1 (1.25e-2) - 2.4072e-1 (6.17e-3) 

5 9.6269e-1 (3.21e-3) + 1.0506e+0 (1.48e-2) - 9.7410e-1 (3.33e-3)≈ 9.6898e-1 (4.07e-3) 

8 3.1499e+0 (5.16e-2) - 3.4803e+0 (7.99e-2) - 3.1280e+0 (2.83e-2) - 2.9632e+0 (9.30e-3) 

10 3.9849e+0 (3.12e-2) + 4.2298e+0 (5.48e-2) + 3.8847e+0 (2.79e-2) + 4.3388e+0 (1.02e-2) 

WFG6 

15 9.8829e+0 (4.87e-1) - 8.7322e+0 (5.71e-1) ≈ 7.4775e+0 (1.02e-1) + 8.8449e+0 (9.05e-1) 

3 2.4099e-1 (2.95e-3) - 2.6213e-1 (8.48e-3) - 2.3561e-1 (3.44e-3) - 2.2386e-1 (1.47e-3) 

5 9.6508e-1 (1.40e-3)≈ 1.0186e+0 (1.50e-2) - 9.6156e-1 (8.98e-3)≈ 9.6540e-1 (1.28e-3) 

8 3.1009e+0 (2.16e-2) - 3.3528e+0 (3.48e-2) - 3.0921e+0 (4.30e-2) - 2.9746e+0 (1.23e-2) 

10 4.0605e+0 (4.42e-2) + 3.8552e+0 (4.41e-2) + 3.8253e+0 (2.53e-2) + 4.2975e+0 (1.55e-2) 

WFG7 

15 8.5276e+0 (1.32e-1)≈ 7.9086e+0 (1.09e-1) + 7.8581e+0 (7.50e-2) + 8.3503e+0 (1.39e-1) 

3 3.2091e-1 (9.61e-3) - 3.5319e-1 (1.28e-2) - 3.0894e-1 (4.56e-3)≈ 3.0052e-1 (8.23e-3) 

5 9.9632e-1 (2.29e-3) + 1.0869e+0 (1.21e-2) - 1.0744e+0 (9.05e-3) - 9.9753e-1 (5.85e-3) 

8 3.1886e+0 (5.35e-2) + 3.5027e+0 (7.77e-2)≈ 3.2652e+0 (1.69e-2) + 3.3593e+0 (2.58e-1) 

10 4.0513e+0 (7.75e-2) + 4.3782e+0 (5.96e-2)+ 4.3337e+0(6.33e-2) + 4.4427e+0 (5.12e-1) 

WFG8 

15 9.7281e+0 (5.17e-1) - 9.3248e+0(5.52e-1) - 8.6147e+0(1.01e-1)≈ 8.4254e+0 (6.59e-1) 

3 2.3529e-1 (6.28e-3) - 2.4558e-1(5.75e-3) - 2.3097e-1(4.37e-3) - 2.2630e-1 (1.57e-3) 

5 9.4235e-1 (1.29e-3) - 9.5637e-1(6.17e-3) - 9.3657e-1(2.09e-3)≈ 9.3345e-1 (3.36e-3) 

8 3.0037e+0 (2.08e-2) - 3.2356e+0(1.87e-2) - 3.0158e+0 (2.80e-2) - 2.9412e+0 (1.68e-2) 

10 4.1088e+0 (1.03e-1) + 3.9813e+0(6.47e-2) + 4.0665e+0 (4.52e-2) + 4.2209e+0 (5.28e-2) 

WFG9 

15 8.8422e+0 (3.44e-1) - 8.1630e+0(1.29e-1) + 8.1723e+0 (1.19e-1) + 8.6882e+0 (4.31e-1) 

+/-/≈ 11/28/6 16/26/3 16/19/10  
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图 4  4 种算法在 15 目标 WFG8 测试问题上最终解集的平行坐标图 

维目标解丢失的情况，导致分布性差于 MaOEA- 
APD。 

4  结束语 

为了更好地在解集收敛性和分布性之间保持平

衡，本文提出一种基于角度惩罚距离的高维多目标

进化算法 MaOEA-APD。首先，综合考虑收敛性和

分布性在进化进程不同阶段的重要性，构造了一种

角度惩罚距离，能使两者随进化进程动态平衡；其

次，利用角度惩罚距离动态定义劣质个体，开发了

基于角度惩罚距离的删除策略，能同时提高种群的

综合性能；最后，根据环境选择的机制和原理对匹

配选择过程进行了相应的改进，使两者相互协调，

提高算法的整体进化效率。在标准测试函数集 WFG

上的实验结果表明：本文算法相比于另外 3 种算法，

能更好地在解集收敛性和分布性之间取得平衡，提

高解集质量。接下来的工作将会把本文提出的

MaOEA-APD 算法与约束处理技术相结合，使之能

处理带约束的高维多目标优化问题，这也是目前进

化算法领域的一个研究难点。 
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