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摘  要：配对友好椭圆曲线在基于配对的密码系统中起关键作用。这类曲线的构造不仅极大影响实现效率，更关系

到系统安全。虽然目前已提出很多构造方法，但几乎都依赖穷尽搜索。该文提出一种构造该类曲线的系统方法，将

寻找配对友好曲线问题转化到解方程，从而避免了穷尽搜索，并设计出具体算法。最后，将该算法应用到寻找嵌入

次数为 5,8,10 和 12 的配对友好曲线中，发现所有类型的椭圆曲线族都可由该方法统一得到，包括完全族、可变判

别式的完全族和稀疏族。特别地，还找到了新的椭圆曲线族。 
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Abstract: Pairing-friendly elliptic curves play a vital role in pairing-based cryptography. The constructionof such 

curves not only influences the implementation efficiency, but concerns the security of system. Though many 

methods for constructing such curves are introduced, most of which rely on exhaustive search. In this paper, a new 

systematic method is proposed for constructing such curves which converts the problem to solving equation 

systems, instead of exhaustive searching. The utility of the method is demonstrated by surveying such elliptic 

curves with embedding degree 5, 8, 10 and 12, and all kinds of families can be explained via the proposed method 

including complete families, complete families with variable discriminant and sparse families. Specifically, a new 

family of elliptic curves is found. 
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1  引言  

近二十来，椭圆曲线上的双线性对一直在密码

学研究受到广泛关注。一方面，它是攻击椭圆曲线

离散对数问题的重要工具。众所周知，椭圆曲线密

码学的强度正是建立在椭圆曲线离散对数的难解性

上。而利用双线性对，可将椭圆曲线离散对数问题

转化为有限域扩域乘法群的离散对数问题，因为有

限域上离散对数问题存在亚指数时间算法，所以有
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可能降低椭圆曲线离散对数的计算复杂度。这类攻

击方法的代表是 Menezes-Okamoto-Vanstone 攻 
击[1]；另一方面，基于双线性映射的良好性质，大量

新颖的密码方案被设计出来，例如 Joux[2]的三方一

轮密钥交换协议、Boneh 等人[3]的基于身份的加密体

制、基于身份的签名[4,5]等。所有这类基于配对的密

码方案都将双线性映射作核心工具，其安全级别由

双线性对所在基域和扩域的离散对数求解的复杂度

决定。虽然理论上可使用任何群上的非退化双线性

映射，但到目前前为止，唯一满足条件的双线性映

射只有有限域上阿贝尔簇的 Weil 对和 Tate 对，以

及它们的各种变种。而在实际应用中，通常使用有

限域上椭圆曲线的双线性对。 
但是，并不是任意椭圆曲线都能构造实用的双

线性对，基于配对的密码方案需要满足特殊性质的 
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曲线。设E 是定义在有限域 qF 上的椭圆曲线，P 是E

上阶数为素数 r 的点，则 ( )| # qr E F 。令k 表示嵌入

次数，即满足 | 1kr q − 最小的整数，则双线性对可

将椭圆曲线群 ( )qP E〈 〉 ⊂ F 上的离散对数问题规约

到有限域乘法群 *
kq

F 中。为保证安全性，需要选择合

适的参数( , , )q k r ，使得 P〈 〉和 *
kq

F 上的离散对数问题

都是计算难解的。同时考虑到计算效率，群 P〈 〉的阶

数 r 尽量接近 ( )# qE F ，一般用参数
lg
lg

q
r

ρ = 来衡量 

这种接近程度。配对密码中使用的这类特殊曲线称

为配对友好椭圆曲线。 
实际中，人们更希望同时构造一批相同比特规

模的配对友好曲线，这就产生了“族”的概念：即

把曲线参数 ( , , )q k r 替换成关于 x 的多项式组 ( ( ),q x  
( ), ( ))r x t x 。根据复乘多项式的形式，配对友好椭圆

曲线族可分为 3 类：完全族、可变判别式的完全族

及稀疏族。目前，针对各类曲线族已有了很多构造

方法，其中绝大多数方法都依赖于穷尽搜索，具体

可参考文献[6-16]。 
本文提出一种高效的构造配对友好曲线的新方

法。通过引入一个更广义的概念“参数化族”，将寻

找配对友好曲线问题转化为解方程，从而避免了穷

尽搜索，使得寻找曲线的过程更加高效，并设计了

具体算法。作为应用，本文利用新算法构造嵌入次

数为 5,8,10 和 12 的椭圆曲线族，并进一步将问题转

化为寻找指定椭圆曲线上的有理点。实验结果表明，

该算法可统一得到所有类型的椭圆曲线族。 
论文结构如下：第 2 节简要介绍配对友好曲线

的基本概念，第 3 节描述构造曲线的新策略，并给

出具体算法，第 4 节将算法应用到构造嵌入次数为

5,8,10 和 12 的椭圆曲线族中，最后在第 5 节总结全

文。 

2  配对友好椭圆曲线 

本节简要介绍配对友好椭圆曲线的基本知识。

按照文献[8]中定义，对于 qF 上的椭圆曲线E ，如果

存在素数r ，满足 ( )| qr E F 且 2ρ ≤ ，同时嵌入次数

k 满足
lg
8
r

k ≤ ，则称E 为配对友好椭圆曲线。本文

称不可约多项式 ( ) ( )f x x∈ 可表示素数当且仅当

( )f x 的首项系数为正，且集合 ( ) { ( ) :S f f x= ∈  

}x ∈ 满足 | ( ) | 1, gcd( ( )) 1S f S f> = 。 

基于构造椭圆曲线的复乘方法[17]，可给出配对

友好椭圆曲线族的定义。 
定义 1  令三元组( ( ), ( ), ( ))q x t x r x 为非零的有理

系数多项式，若满足条件： 
(1) ( ) ( ) 1( )dq x p x d= ≥ ，其中 ( )q x 可表示素数； 

(2) ( ) ( )r x c r' x= ⋅ ，其中 , 1, ( )c Z c r' x∈ ≥ 可表示

素数； 

(3) ( ) 1 ( ) ( ) ( )q x t x h x r x+ − = ， 其 中 ( )t x 为

Frobenius 迹函数， ( ) ( )h x x∈ ； 
(4) ( ) | ( ( ) 1)kr x t xφ − ，其中 kφ 为第k 个分圆多项

式； 
(5)复乘方程 2 24 ( ) ( )Dy q x t x= − 有无限组整数

解( , )x y ，其中 0D > 。 
则称( ( ), ( ), ( ))q x t x r x 为嵌入次数k 、复乘判别式D 的

配对友好椭圆曲线族。 
对于椭圆曲线族( ( ), ( ), ( ))q x t x r x ，仍可定义 ρ值

为 
deg ( )lg

( ( ), ( ), ( )) lim
lg deg ( )x

q xq
q x t x r x

r r x
ρ

→∞
= =  

称复乘方程 2 24 ( ) ( )Dy q x t x= − 的右端为复乘多

项式，记为 2( ) 4 ( ) ( )f x q x t x= − 。如果复乘方程存在

整数解 0 0( , )x y ，满足 0( )q x 和 0( )r' x 为素数，则可利 
用复乘方法构造

0( )q xF 上的椭圆曲线 E ，其中

( )
0( )q xE F 存在阶数为 0( )r' x 的子群，且嵌入次数为

k 。 

根据 Freeman 等人在文献[8]中的结论，如果
2( ) 4 ( ) ( )f x q x t x= − 中无平方部分的次数大于 2，则

2 ( )Dy f x= 只有有限个整数解。因此，合适的复乘

多项式必然具有形式 2( ) ( ) ( )f x g x s x= ，其中 ( ), ( )g x s x  

[ ]x∈ ，且 deg 2g ≤ 。 

由 ( )g x 的次数，配对友好椭圆曲线族可分为 3

类： 

(1) deg 0g = 时，则 2( ) ( )f x D s x= ⋅ ，其中复乘

判别式 0D > ，为完全曲线族； 
(2) deg 1g = 时，则 2( ) ( ) ( )f x ax b s x= + ⋅ ，为可

变判别式的完全曲线族； 

(3) deg 2g = 时，则 2 2( ) ( ) ( )f x ax bx c s x= + + ⋅ ，

其中 0a > ，为稀疏曲线族。 

3  构造配对友好曲线族的新方法 

为满足定义 1 的条件(4)，需寻找特殊形式的分

圆多项式分解，但此类分解十分稀少。Galbraith 等

人 [18]提供了一种方法来寻找合适的二次多项式

( )u x ，后来 Tanaka 等人[11]将 ( )u x 扩展到任意次数。 

引理 1  令 ( ) [ ]u x x∈ ，则 ( ( ))k u xΦ 任何不可约

因子的次数均为 ( )kφ 的倍数。而且，多项式 ( ( ))k u xΦ

有次数为 ( )kφ 的不可约因子当且仅当方程 

( ) ku z ζ=                 (1) 
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在 ( )kζ 内有解。 
如果找到满足式(1)的 ( ) [ ]u x x∈ ，则分圆多项

式 ( ( ))k u xΦ 可约。令多项式 ( )r x 为 ( ( ))k u xΦ 的 ( )kφ 次

不可约因子，并令 Frobenius 迹函数为 ( ) ( )t x u x=  
1+ ，则有 ( ) | ( ( ) 1)kr x t xφ − ，说明已找到满足定义 1

中条件(4)的 ( )r x 和 ( )t x 。 
称定义 1 的条件(5)为复乘条件，在构造曲线过

程中，它是最难满足的。接下来分析如何满足复乘

条件。 
设 deg f(x)<deg r(x)，这是实际中最常见的情

形。令 2 2( ) 4 ( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( ( ) 2)f x q x t x r x h x t x= − = − − ，

则有 
2( ) ( ( ( ) 2) mod ( ))f x t x r x= − −         (2) 

若式(2)中 ( )f x 可以分解为 2( ) ( ) ( )f x g x s x= ，其

中 deg ( ) 2g x < 或者 deg ( ) 2g x = 且首项系数为正，则

令 ( )q x 为 2( )=( ( ) + ( ))/4q x t x f x 。如果 ( )q x 可表示素数，

则( ( ), ( ), ( ))q x r x t x 为嵌入次数为k 的椭圆曲线族。 
为充分利用引理 1，将 ( ), ( )q x r x 和 ( )t x 的系数也

考虑在内，引入参数化椭圆曲线族[19]。 
定义2 (参数化椭圆曲线族)  符号和条件同定

义1，配对友好椭圆曲线的参数化族由如下三元组组

成 

( ) ( ) ( )( )0 1 0 1 0 1, , , , , , , , , , , , , ,n n nq x a a a r x a a a t x a a a  

其中， 0 1, , , na a a ∈ 。 
注意到当 0 1, , , na a a 被赋予一组具体的有理数

时，有可能得到一个椭圆曲线族。 

参数化椭圆曲线族是对定义 1 的进一步推广，

在此基础上，可给出构造配对友好曲线的新策略。 

对于某嵌入次数k ，若能找到满足引理 1 的参

数化多项式 ( ) (( ) 1
0 1 0 10

, , , , ,, ,
k

n ii
u x a a a u a a

φ −

=
= ∑  

) i
na x ，则令 ( )0 1, , , , nr x a a a 为 ( )( )0 1, , , ,k nu x a a aΦ  

的 ( )kφ 次不可约因子(后文若无特殊说明，所有参数

化多项式仍看做关于 x 的一元多项式，对它的各种

运算都将 x 视为未知元，将 0 1, , , na a a 视为待定系

数)。 
由此得到 Frobenius 迹函数的参数化多项式

( ) ( )0 1 0 1, , , , , , , , 1n nt x a a a u x a a a= + ，接着根据式

(2)计算复乘多项式 

( ) ( )( )
( )

( )

2
0 1 0 1

0 1

( ) 1

0 1
0

, , , , , , , , 2

mod                      , , , ,

               

   

      , , ,

n n

n

k
i

i n
i

f x a a a t x a a a

r x a a a

f a a a x
φ −

=

= − −

=

⋅

∑   (3) 

最后得到 

( )

( ) ( )

0 1

2
0 1 0 1

, , , ,

, , , , , , , ,
    

4

n

n n

q x a a a

t x a a a f x a a a+
=    (4) 

为满足复乘条件，式(3)中的 ( )0 1, , , , nf x a a a 的 

高次项系数必须消掉，由此列出关于 0 1, , , na a a 的

方程组 

 

( )

( )

3 0 1

( ) 1 0 1

, , , 0

, , , 0

n

k n

f a a a

f a a aφ −

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

　　　　　          (5) 

将方程组式(5)中 内的任意解代入 ( 0, ,q x a  

)1, , na a , ( )0 1, , , , nt x a a a 和 ( )0 1, , , , nr x a a a ，可得

到
2 ( ) 2

( )

k
k

φ
ρ

φ
−

≤ 的参数化族。 

以上步骤的关键是构造满足条件的 ( 0, ,u x a  

)1, , na a 。借鉴 Tanaka 等人[11]提出的方法，利用同

构，构造 ( ) [ ]/ ( )k kx xζ Φ= ，则 k xζ = 。因此引理

1 的式(1)可以等价表示为：存在 ( ) [ ]a x x∈ ，满足

( ( )) mod ( )ku a x x xΦ≡ 。 

设
( ) 1 ( ) 1

0 0
( ) , ( )=

k k' i i
i ii i

u x u x a x a x
φ φ− −

= =
= ∑ ∑ ，令 ( )v x

表示次数小于 ( )kφ 的多项式，且满足 ( )( ) ( )v x u a x≡  

( )mod ( )k xΦ⋅ ，则 ( )v x 可写成
( ) 1 ( )

0 0

k k ' i
iji j ju v x

φ φ−

= =∑ ∑ ，

其中 ijv 是 0 1 ( ) 1, , , ka a aφ − 的线性组合。 

置 0 1 ( ) 1, , , ka a aφ − 为待定系数，得到线性方程组 

0

1

2

( ) 1

0

1

0

0

'

'

'

'
k

u

u

u

uφ −

⎛ ⎞⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟ = ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

V             (6) 

其中，V 是 ( ) ( )k kφ φ× 阶矩阵。 
若Det( ) 0≠V ，说明式(6)在 ( )0 1 ( ) 1, , , ka a aφ −

中有唯一解，则 ( )u x 的系数可表为多元多项式 '
iu =  

( )0 1 ( ) 1, , ,i ku a a aφ − ，其中 0,1, ,( ( ) 1)i kφ= − 。于是

得到满足条件的参数化多项式 ( )0 1 ( ) 1, , , , ku x a a aφ −  

( )( ) 1
0 1 ( ) 10
, , ,

k i
i ki

u a a a x
φ

φ
−

−=
= ∑ 。 

表 1 的算法 1 总结了产生参数化椭圆曲线族的

方法。 
需 要 指 出 的 是 ， 并 不 是 任 意 有 理 数 组

( )0 1 ( ) 1, , , ka a aφ − 代入参数化曲线族后，都能产生合

适的曲线族，转化过程可能因如下任一原因失败： 
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表 1 产生参数化椭圆曲线族 

算法 1  产生参数化椭圆曲线族 

输入：嵌入次数 k 

输出：参数化椭圆曲线族 

(1)令
( ) 1

0
( )

k ' i
ii

u x u x
φ −

=
= ∑ ； 

(2)构造关于 0 1 ( ) 1, ,,' ' '
ku u uφ − 的式(6)； 

(3)若 Det( ) 0≠V ，求解方程组 (6)，得到唯一解为 '
iu =  

( )0 1 ( ) 1, , ,i ku a a aφ − ，其中 0,1, ,( ( ) 1)i kφ= − ，则 ( )u x 可

重 新 表 为 ( ) (( ) 1
0 1 ( ) 1 0 10

, , , , , , ,
k

k ii
u x a a a u a a

φ
φ

−
− =

= ∑  

)( ) 1
i

ka xφ − ； 

(4)分解多项式 ( )( )0 1 ( ) 1, , , ,k ku x a a aφΦ − 得到次数为 ( )kφ 的不 

可约多项式，置为 ( )0 1 ( ) 1, , , , kr x a a aφ −  

(5)令Frobenius迹函数的参数化多项式为 ( )0 1 ( ) 1, , , , kt x a a aφ −   

( )0 1 ( ) 1, , , , 1ku x a a aφ −= + ； 

(6)计算参数化复乘方程 ( )0 1 ( ) 1, , , , kf x a a aφ − ： 

( ) ( )( )
( )

2

0 1 ( ) 1 0 1 ( ) 1

0 1 ( ) 1                              

, , , ,

 

, , , , 2

mod , , , , 

k k

k

f x a a a t x a a a

r x a a a

φ φ

φ

− −

−⋅

= − −
 

(7)在有理数域 内求解式(5)： 

     对每个解 { } { }0 1 ( ) 1 0 ( ) 1, , , , ,k ka a a b bφ φ− −= ，计算 

    ( ) ( ) ( )2

0 ( ) 1 0 ( ) 1
0 ( ) 1

, , , , , ,
, , ,

4
k k

k

t x b b f x b b
q x b b

φ φ
φ

− −
−

+
=  

     输 出 参 数 化 椭 圆 曲 线 族 ( )( 0 ( ) 1, , , ,kq x b bφ −  

( ) ( ))0 ( ) 1 0 ( ) 1, , , , , , ,k kr x b b t x b bφ φ− − 。 

 
(1)不存在有理数x ，使得 ( )q x 表示素数； 
(2)复乘多项式 ( )f x 是二次的，但首项系数为

负。 

4  产生 k( ) 4φ = 的椭圆曲线族 

本节构造若干 ( ) 4kφ = 的参数化椭圆曲线族。

此种情况下，算法 1 中的多项式 ( )0 1 2 3, , , ,u x a a a a 确

保 ( )k uΦ 存在 4 次不可约因子 ( )0 1 2 3, , , ,r x a a a a ，因此

可得到次数为 3 的复乘多项式 ( )0 1 2 3, , , ,f x a a a a 。故

列出的式(5)只有一个方程，即 ( )3 0 1 2 3, , , 0f a a a a = 。 
4.1 k 5=  

根据算法1，本文分别构造 ( )0 1 2 3, , , ,u x a a a a , 

( )0 1 2 3, , , ,r x a a a a 和 ( )0 1 2 3, , , ,t x a a a a ，计算参数化复乘

多项式 ( )0 1 2 3, , , ,f x a a a a ，并将式(5)列成式(7)： 
( ) 2 2 2

3 0 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 1

2 3 2 3
3 1 3 3 2 2                  

, , , 2 4 4 3

6 3 2 0    

f a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

= − − +

+ − + − =  (7) 

式(7)实际上定义了一条有理数域 Q 上的射影

椭圆曲线，因此求解它等价于寻找该曲线的有理点。

而该曲线秩为 1，说明存在无穷个有理点。利用 Sage
软件，列出了分子、分母界在 20 内的所有点： 

( 2:1:0),(0: 1/2:1),(0:1:1),(1/20: 2/5:1),

   (1/6:1/3:1),(1/2:1:0),(1/2:2:1), (1:0:0),

   (4/3:1/3:1), (7/4: 1/2:1), (5/2:1:1)

− − −

−

 

族 1：  考虑点( 2:1:0)− 。该点说明 1 2,a a 和 3a 存

在关系 1 2 3{ 2 , 0}a a a= − = ，代入参数化多项式u 和

f ，得到 

( )

( )
( )

( ) ( )
( )
( )

3 2
2 03

2

2 2
0 0 2 2

2 2 3 3
2 0 2 0 2 0

4 3 2 2 2
2 0 2 0 2 0

3 2 2 3
2 2 0 2 0 0

4 4 2 2 3 3
0 2 2 0 0 2 0 2

0 2

2 2

    

1
4 3

55

3 8 24

    24 4 41

4 3 6

9 2 3 4

31 9

 

     

t x a a x
a

a a a a x

a a a a a a

r x a a x a a a a x

a a a a a a x

a a a a a a a a

a ax
f

a a

⎡= − + +⎢⎣

+ − − −

⎤+ + + + ⎥⎦
= + − − + + +

+ − − −

+ + + + −
−

= − +

 

这是一个复乘多项式次数为 1 的参数化曲线族。 
置 0 21, 1a a= = ，得到具体曲线族： 

(

)

( )

6 5 4 3

2

4 3 2

3 2

1
( ) 14 119 630

12100

2205 7925 4900

( ) 5 10 25

1
( ) 7 35 70

55
( )

         

q x x x x x

x x

r x x x x

t x x x x

f x x

= − + −

+ − +

= − + +

= − + − +

= −

 

当 5,20,37, ,192mod220, ( )x q x≡ 可表示素数。

该曲线族的复乘多项式形为 x− ，故为可变判别式的

曲线族。事实上，任选判别式D ，可做变量替换 
2x Dy− = ，则复乘多项式为 2( )f x Dy= 。若验证

( )2q Dy− 表示素数，则得到复乘判别式为D 的完全

族。 

族 2：  接着考查点(1/6:1/3:1)，说明 1 2,a a 和 3a

间存在关系 3 1 2 1{ 6 , 2 }a a a a= = 。代入u 和 f ，得到 

( )

( )
( )

( ) ( )
( )
( )

3 2
0 13

1

2 2
1 0 1 0

3 2 2 3
0 1 0 1 0 1

4 3 2 2 2
1 0 1 1 0 0

3 2 2 3
1 1 0 1 0 0

4 4 2 2 3 3
1 0 1 0 1 0 1 0

2
2
1

1
6 18 22

1331

44 39 18

6 22 39 3

9 4 21 27

     

6

139 42 27 4

881 21 139 9

1
2

11

    

t x a a x
a

a a a a x

a a a a a a

r x a a x a a a a x

a a a a a a x

a a a a a a a a

f x
a

⎡= − + +⎢⎣

+ − + −

⎤+ + − + ⎥⎦
= + − + − +

+ − + −

+ + + − −

= + −( ) ( )2 2
0 1 1 0 1 02 2 19a a x a a a a⎡ ⎤+ − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

置 1 01, 0a a= = ，得到曲线族： 
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(

)

( )

( )

6 5 4 3

2

4 3 2

3 2

2

1
( ) 9 66 4 420

1771561

40676 80584 764990

( ) 9 21 139 881

1
( ) 6 22 39 3

1331
1

( ) 2 19
11

         

q x x x x x

x x

r x x x x x

t x x x x

f x x x

= − + +

+ + −

= + + + +

= − + + +

= + −

 

当 35,62,68 mod121x ≡ 时, ( )q x 可表示素数。

因为 deg ( ) 2f x = ，这是一个稀疏曲线族。 

族 3：  若考查点 (7/4: 1/2:1)− ，则对应关系

{ }1 3 2 3
7 1

,
4 2

a a a a= = − ，由此得到参数化曲线族 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

3 2
0 33

3

2 2
0 3 3 0

3 2 3 2
0 3 0 3 3 0

4 3
3 0

2 2 2
3 0 0 3

2 3 2 3
3 0 0 3 0 3

1
256 768 992

3025

1984 3548 768

 256 3548 4129 992

256 576 1024

  

+

    1936 1536 1728

3872 1024 1728 124

 

     

  

t x a a x
a

a a a a x

a a a a a a

r x a a x

a a a a x

a a a a a a x

⎡= + − +⎢⎣

+ − + +

⎤− − + + ⎥⎦
= + −

+ + −

+ − − + −

　　

(
)

( )( )

3 4 2 2
3 0 3 3 0

4 3
0 3 0

3 0 3 0

   124 1231 1936

256 576

1
4 4 4 21 4

5

    

5

 

a a a a a

a a a

f x a a x a a

+ + +

+ −

= + − + −

 

置 3 01, 1a a= = ，得到曲线族： 

(

)

( )

6 5 4

3 2

4 3 2

3 2

1
( ) 16384 28672 311040

9150625

+429760 +2172560 +3864872 1687659

( ) 256 448 1744 3292 2971

1
( )

        

256 224 2332 1317
3025
1

( ) (4 17)(4 3)
55

q x x x x

x x x

r x x x x x

t x x x x

f x x x

= + +

−

= − + − +

= + + +

= + −

 

当 37 mod55x ≡ 时， ( )q x 可表示素数。这是一

个具有可分解复乘多项式的稀疏类。按照文献[20]
中分析，若 ( )f x 可分解，则利用复乘方法构造曲线

时更容易产生出合适的参数，故此类曲线族非常实用。 
4.2 k 8=  

首先构造 ( )0 1 2 3, , , ,u x a a a a , ( )0 1 2 3, , , ,r x a a a a 和

( )0 1 2 3, , , ,t x a a a a ，并计算参数化多项式 ( 0 1, , ,f x a a  

)2 3,a a ，则式(5)可列成式(8)形式： 
( ) 2 2 2

3 0 1 2 3 3 1 1 2 2 1

2 3
3 2 3                     

,

 

, , 2

0

f a a a a a a a a a a

a a a

= − + +

+ + =     (8) 

该椭圆曲线的秩为 0，群结构为 8 阶扭点群，

故只有 8 个有理点： 
( 2:1:0),( 1:0:1),( 1:1:1),(0: 1:1),(0:1:0),

    (1: 1:1),(1:0:0),(1:0:1)

− − − −

−
 

族 4：  选择点(0: 1:1)− ，则对应关系 2 3{ ,a a= −  

1 0}a = 。将该关系代入 u 和 f，得到 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

3 2 2 2
3 0 0 3 0 33

3

2 2 3 3
3 0 3 0 3 0

4 3 2 2 2
0 3 0

3 2 3
0 3 0 3

4 2 2 3 4
0 3 0 0 3 3

2

0

3

1
2 +3 3 3 4

3

     3 2 2

4 2 6

4 4 4

    

    

 2 4

 

2

t x a a x a a a a x
a

a a a a a a

r x a x a a x

a a a a x

a a a a a a

x a
f

a

⎡= − − − − − −⎢⎣

⎤− + + + ⎥⎦
= − + +

+ − − +

+ + − +

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

若令 3 01/6, 1/3a a= = ，则得到曲线族： 
6 5 4 3

2

3 2

4 3 2

2

( ) 1296 3456 3960 2496

922 190 17

( ) 72 96 46 8

( ) 72 96 52 12 1

( ) (

      

6

  

2)

q x x x x x

x x

t x x x x

r x x x x x

f x x

= − + −

+ − +

= − + − +

= − + − +

= −

 

这是一个复乘判别式为 1 的完全族。 
4.3 k 10=  

计算 ( )0 1 2 3, , , ,u x a a a a , ( )0 1 2 3, , , ,r x a a a a 和 ( 0, ,t x a  

)1 2 3, ,a a a ，得到参数化复乘多项式 ( )0 1 2 3, , , ,f x a a a a ，

则式(5)可列为 

( ) 2 2 2
3 0 1 2 3 1 2 2 1 3 1 2 1 3

2 3 3
3 2 3 2

, , , 2 5 2 4

2                     0

f a a a a a a a a a a a a a

a a a a

= + + +

+ + + =  (9) 

该椭圆曲线的秩为 1，说明有无穷多个有理点。

类似地，利用 Sage 软件列出射影平面上分子、分母

界在 20 内的所有有理点： 
( 2:1:0), ( 1/2:0:1), ( 1/2:1:0), (0: 1:1), 

(2/3: 3/2:1),(1:0:0), (3/2: 1:1), (7/4: 3/2:1), 

(11/6: 3:1), (4: 3 :1)

− − − −

− − −

− −

 

族 5：  选择点 ( 1/2:1:0)− ，计算参数化曲线

族为 

( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )

2 2 2
1 0 1 0 1 02

1

4 3 2 2 2
1 0 0 1 0 1

3 2 3 2
1 1 0 0 1 0

4 2 2 3 3 4
0 1 0 1 0 1 0 1

2 2 2
0 1 1 0 1 02

1

1
2 3 4 13 2 3

5

3 4 6 9 9

7 9 4 18

9 7 3 11

1
3 6 2 2 7

5

 

3

   

t x a a x a a a a
a

r x a a x a a a a x

a a a a a a x

a a a a a a a a

f x a a x a a a a
a

⎡ ⎤= + − − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡= + − − + + +⎢⎣
+ − − − −

⎤+ + + + + ⎥⎦

⎡ ⎤= + − − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
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注意到该参数化族的 ρ值为 1，已达到最优值。

事实上，它完全等价于 Freeman 曲线[8]。 
取 0 12/5, 1/5a a= − = ，可得到和 Freeman 曲线

完全相同的形式： 
4 3 2

4 3 2

2

2

( ) 25 25 25 10 3

( ) 25 25 15 5 1

( ) 10 5 3

( ) 5 0 3 1 1

q x x x x x

r x x x x x

t x x x

f x x x

= + + + +

= + + + +

= + +

= + +

 

族 6：  选择点(2/3: 3/2:1)− ，得到参数化曲线

族： 

( )

( )
( )

( )

( )

3 2
3 03

3

2 2
0 3 3 0

2 2 3 3
3 0 3 0 0 3

4 3
3 0

2 2 2
3 0 3 0

3 2 2
3 3 0 3 0

1
648 2592 1944

605

5184 2940 1944

2592 2940 648

   

281

1296 4104 5184

     3276 12312 7776

     2226 6552 12312 5

  

t x a a x
a

a a a a x

a a a a a a

r x a a x

a a a a x

a a a a a

⎡= − + +⎢⎣

+ − − −

⎤+ + + + ⎥⎦
⎡= + − −⎢⎣

+ + +

+ − − −( )
(

)

( )

3
0

4 3 2 2
3 0 3 3 0

3 4
0 3 0

2
0 32

3

2 2
3 0 0 3

184

     331 2226 3276

4104 1296

1
72 144 114

5

 

5

    

 

 13 72 1

 

4

 

1

 

a x

a a a a a

a a a

f x a a x
a

a a a a

+ − +

+ +

⎡= + − −⎢⎣

⎤

− +

⎦

+

⎥

⎤⎥⎦

 

令 3 01, 0a a= = ，得到曲线族： 

(

)

( )

( )

6 5 4

3 2

4 3 2

3 2

2

1
( ) 209952 1679616 5264352

732050

       7802568 5289732 1205475 3777

( ) 1296 4104 3276 2226 331

1
( ) 648 2592 2940 281

605
1

( ) 72 114 13
55

q x x x x

x x x

r x x x x x

t x x x x

f x x x

= − +

− + − −

= − + + +

= − + − +

= − −

 

当 51 mod 110x ≡ 时， ( )q x 可表示素数。这是

一个稀疏族。 
4.4 k 12=  

计算参数化多项式 ( )0 1 2 3, , , , ,u x a a a a  ( 0 1, , ,r x a a  

) ( )2 3 0 1 2 3, , , , , ,a a t x a a a a ，得到参数化多项式 ( 0, ,f x a  

)1 2 3, ,a a a ，则式(5)可表示成 

( ) 2 2 2
3 0 1 2 3 3 1 2 1 1 2 3 2 1

2 2 2
3 1 2 3 3 2                     

, , , 2

2 0

f a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

= − + + +

− + + =  (10) 

该椭圆曲线的秩为 0，只有 8 个有理点： 
( 2:0:1),( 2:1:0),( 2:1:1),( 1/2: 1:1),

    (0: 1:1),(0:0:1),(0:1:0) (1:0:0)

− − − − −

− −
 

族 7：  选择点( 1/2: 1:1)− − ，得到参数化族： 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

3 2 2 2
0 1 1 0 0 13

1

2 3 2 3
0 1 0 1 0 1

4 3 2 2 2
0 1 1 0 1 0

2 3 3 2
1 0 1 0 0 1

4 3 3 4 2 2
1 1 0 1 0 0 1 0

2
1 02

1

1
2 6 +2 + 4 6 +19

15

2 2 19 13

4 4 15 6 +12

     30 40 4 12

     37 40 4 15

1
3

t x a a x a a a a x
a

a a a a a a

r x a a x a a a a x

a a a a a a x

a a a a a a a a

f x a a
a

⎡= − +⎢⎣

⎤− + + + ⎥⎦
= + − − + +

+ − − − −

+ + + + +

= − −

 

令 1 01, 0a a= = ，得到曲线族： 

(

)

( )

6 5 4 3

2

4 3 2

3 2

2

1
( ) 2 20 32

225

122 161 61

( ) 4 15 40 37

1
( ) 2 2 19 1

      

3
1

   

5
1

( ) 3
3

q x x x x x

x x

r x x x x x

t x x x x

x
f x

= − + −

+ − +

= − + − +

= − + −

⎛ − ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

当 13mod15x ≡ 时， ( )q x 可表示素数。这是一

个复乘判别式为 3 的完全族。 

5  结束语 

在设计基于配对的密码方案时，考虑到安全性、

效率、应用背景等因素，需要使用各种类型的配对

友好椭圆曲线族。虽然目前已有多种构造方法，但

绝大多数都依赖于穷尽搜索，且只能构造特定类型

的族。本文提出一种构造配对友好椭圆曲线族的新

方法，通过把“族”的定义扩展到“参数化族”，将

寻找曲线问题转化为解方程，避免了穷尽搜索，从

而使寻找过程更加高效。据此设计出具体算法，给

出了寻找曲线族的新框架。作为应用，使用该算法

寻找 ( ) 4kφ = 的椭圆曲线族，找出 7 组实用的族，

囊括了曲线族的所有类型，包括完全族、可变判别

式的完全族和稀疏族。且据我们所知，族 7 之前从

未被发现过。我们希望这种构造曲线的思想可作为

启发，用于寻找更多的新的配对友好椭圆曲线族。 
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