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基于 TL1范数约束的子空间聚类方法 

李海洋
*    王恒远 

(西安工程大学理学院  西安  710048) 

摘  要：该文将 TL1范数应用于子空间聚类的研究中，提出基于 TL1 范数约束的子空间聚类优化模型。尽管该优

化模型是非凸的，在无噪音的情形下，证明了它的最优解为具有块对角结构的系数矩阵，这对随后进行的谱聚类

提供了理论保证；在有噪声的情形下，它的约束条件等价于以干净数据为字典的优化模型，因而求解出的系数矩

阵提高了聚类的精确度。进一步，利用增广拉格朗日-交替方向乘子方法给出该优化模型的求解方法。实验结果表

明，基于 TL1 范数的子空间聚类方法不仅增强了系数矩阵的稀疏性，而且在聚类精确度，对噪音的鲁棒性方面要

优于低秩子空间聚类方法和稀疏子空间聚类方法。 
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Subspace Clustering Method Based on TL1 Norm Constraints 
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Abstract: The TL1  
norm is applied to propose a new optimization model for the study of subspace clustering. 

Although the optimization is nonconvex, in the case of non-noise, it proves that the optimal solution of the 

proposed model is the coefficient matrix with block-diagonal structure, which provides the theoretical guarantee 

for the latter spectral clustering. In the case of dealing with noise, the constraint condition of this model is 

presented to be equivalent with the optimal model using the corrected data as the dictionary, which contributes 

to improving the clustering accuracy. Then, the alternating direction method of Lagrangian multipliers is applied 

to solving the unknown matrices. Experimental results show that subspace clustering method based on TL1 norm 

not only enhances the sparsity of coefficient matrix, but also is superior to low-rank subspace clustering and 

sparse subspace clustering method in terms of clustering accuracy and robustness to noise. 
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1  引言  

高维数据在信息高速发展的今天越来越普遍，

如何有效地组织这些高维数据成为亟待解决的难

题。高维数据聚类的目标是根据数据点的特征或属

性将属于同一类的数据组织在一起[1]。子空间聚类

是实现高维数据集聚类的有效途径，被广泛地应用

在计算机视觉[2,3]与模式识别[4,5]等领域。常见的子空

间聚类算法主要分为 4 类：代数方法、统计方法、

迭代方法和基于谱聚类的方法[6]。 
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近年来，诸多学者提出了许多有效的基于谱聚

类的子空间聚类算法 [7 10]− 。这些算法都需要两个过

程：(1)基于数据点的自表达性质(子空间中的数据

点能够表示为同一子空间中其它数据点的线性组

合)，找到属于同一子空间的数据点，建立数据点之

间的关系；(2)根据第(1)步得出数据点之间的关系，

构建相似度矩阵，然后运用谱聚类[11]的方法进行聚

类。其中，如何有效地构建数据点之间的关系将直

接影响之后的聚类效果。 
为了找到子空间中每个数据点的最优表示，文

献[7-10]提出基于稀疏表示(Sparse Representation, 
SR)的子空间聚类方法(Sparse Subspace Clustering, 
SSC)[7,8]、基于低秩表示(Low Rank Representation, 
LRR)的低秩子空间聚类方法[9,10]，这些方法通过寻

找数据在自身数据字典上的稀疏或者低秩表示来得

到系数矩阵，与其他子空间聚类算法相比，基于稀
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疏和低秩表示的方法可以有效地处理噪音和异常

值。然而，稀疏子空间聚类方法是对每一个数据进

行单独地分析，忽略了数据之间的关联性。基于矩

阵核范数的 LRR 方法尽管考虑了数据点的全局结

构，但是该方法所求出的系数矩阵不够稀疏，使得

子空间表示能力受到很大限制。针对此，文献[12]
利用矩阵的 Forbenius 范数对系数矩阵进行约束提

高了子空间聚类的效率。文献[13,14]同时对系数矩

阵进行稀疏和低秩约束。文献[15]通过联合矩阵的

核范数和 Forbenius 范数作为正则项，提高了算法

的稳定性。实验结果表明这些方法要优于单一约束

的 SSC 方法和 LRR 方法。 

遗憾的是，在数据点受噪音影响的情况下，上

述方法均采用噪音数据本身作为表示字典，而这会

对寻找数据间相关性的准确程度造成不利影响。为

了同时追求表示系数矩阵之间的紧连接和模型对噪

音的鲁棒性，本文做了以下几方面的工作：(1)受到

向量的 TL1范数在压缩感知中良好表现的启发，在

构建目标函数时，我们使用矩阵的 TL1范数来代替

秩函数，提高了系数矩阵的稀疏性和对噪音的鲁棒

性；(2)证明所提模型得到的系数矩阵具有块对角结

构，这对后面的聚类在理论上具有至关重要的作用；

(3)针对有噪声的情形，本文给出的约束条件等价于

先利用列稀疏约束的鲁棒主成分分析去除噪音，再

以干净数据为字典对数据点进行表达，能够更好地

展现聚类模型对噪音的鲁棒性；(4)利用增广拉格朗

日-交替方向乘子方法给出模型的有效求解方法，对

求得的系数矩阵再利用经典的谱聚类方法[11]进行聚

类。 

本文的内容安排如下：第 2 节主要介绍稀疏表

示子空间聚类模型和低秩表示子空间聚类模型；第

3节详细阐述基于矩阵TL1范数的子空间聚类模型，

并对该模型进行了理论分析；第 4 节利用交替方向

乘子方法给出本文所提模型的最优解，并对收敛性

进行简要分析；第 5 节是在合成数据集、Extend 

Yale B 数据库[8]、Hopkins155 数据集、USPS 数据

库上的仿真实验及结果；第 6 节对本文进行了总结。 

2  预备知识 

给定一组待聚类的数据 [ ]1 2, , , N= ∈D d d d"  

M NR × , D 的N 个数据点来自于 k 个未知维数的子

空间{ } 1

k
i i

S = 的并，且子空间{ } 1

k
i i

S = 是相互独立的，

即 ( ) ( )1 1
dim dim

kk
i i ii

S S= =
⊕ = ∑ 。子空间聚类的目标 

是求解子空间的数目k 和它们的维数，并将数据点

分割到其相应的子空间中。 

2.1 稀疏子空间聚类 

稀疏子空间聚类[7,8]包含两步：首先，针对每一

个数据点 id ，通过求解以下稀疏表示问题获取稀疏

系数向量 iC ： 

0
min ,      s.t.  

i
i i i=

C
C d DC  

其中， 1 2 1 1, , , , , ,i i n− +⎡ ⎤= ⎣ ⎦D d d d d d" " ，由于 0l 范数 

最小化的稀疏求解问题是 NP-hard 问题，一定条件

下，上述 0l 优化问题等价于式(1)所示的凸 1l 优化问

题： 

1
min ,      s.t.  i i i=
iC
C d DC        (1) 

其次，把求得的系数向量 iC 按列排成系数矩阵

[ ]1 2, , , n=C C C C" ，构建相似度矩阵 = +W C  

TC ，其中 ∗ 表示逐项取绝对值。最后再利用谱聚

类[11]的方法来实现最终的聚类。 

2.2 低秩表示子空间聚类 

与稀疏子空间聚类相比，低秩子空间聚类方 

法[9,10]更加全局地考虑了数据点之间的相互关系，能

够找到数据点之间的紧连接。具体地，低秩表示子

空间聚类模型可以表示为 
min rank( ),     s.t.   =
C

C D DC  

事实上，该优化问题依然是 NP-hard，求解非常困

难。相关研究表明，秩优化问题在一定条件下等价

于式(2)所示的核范数凸优化问题[8]： 

min ,     s.t.   =∗C
C D DC        (2) 

其中， ∗∗ 表示矩阵的核范数即矩阵的所有奇异值

之和。对于数据点含有噪音或野点的情形，可以通

过加入误差项E来增加鲁棒性： 

2,1,
min , s.t.  λ∗ + = +
C E
C E D DC E   (3) 

其中， ( )2
2,1 1 1

N M
ijj i= =

= ∑ ∑E E 用来度量表示误

差，λ为平衡参数。 

3  基于 TL1范数的子空间聚类模型 

2000 年，Nikolova 在研究变量选择时首次提出

了 TL1范数的概念[16]。2009 年文献[17]研究了 TL1

的无偏性、稀疏性和连续性。2014 年文献[18,19]将
TL1范数应用到压缩感知，提出了基于 TL1范数的

阈值迭代算法等。本文将矩阵 TL1范数应用到子空

间聚类的研究中，获得了很好的效果。下面我们先

给出矩阵 TL1范数的定义及其有关性质[18,19]： 
矩 阵 的 TL1 范 数 定 义 如 下 ：

1TL∗ =  

rank( )

1
( )a ii

ρ σ
∗

=∑ ，其中 σ 代表矩阵 ∗ 的奇异值，

( )a xρ =
( 1)a

a

+
+
x
x

, (0, )a ∈ +∞ 为参数。 
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上述函数 ( )aρ ∗ 满足以下性质：(1)正定性：

( ) 0aρ ≥x 且 ( ) 0 0a x xρ = ⇔ = ; (2)三角不等式：

( ) ( ) ( )a i j a i a jρ ρ ρ+ ≤ +x x x x ； 

(3) 
( ),  1

( )
( ),  1

a

a
a

c c
c

c c

ρ
ρ

ρ

⎧≤ >⎪⎪⎪⎨⎪≥ ≤⎪⎪⎩

x
x

x
，但我们仍把它称

作 TL1范数。另外，它显然满足以下性质：(1) ( )tρ

递增且在 )[0,t ∈ ∞ 是凹的；(2) ( )' tρ 在 ( )0,t ∈ ∞ 是

连续的。 

在无噪音的情况下，本文提出了基于 TL1范数

子空间聚类模型，具体可以表示为 

1TLmin ,  s.t.  =
C
C D DC        (4) 

下面我们首先证明式(4)得到的系数矩阵 *C 具

有块对角结构，这对后面的聚类在理论上具有至关

重要的作用。 
定理 1  假设数据点样本充分采样于k 个相互

独立的子空间 , 1,2, ,iS i k= " ，式(4)的解 *C 具有块

对角的结构： 
*
1

*
2

*

0 0 0

0 0 0
*

0 0 0

0 0 0 k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

C

C
C

C

%
 

为了证明定理 1，首先给出以下引理： 

引 理 1[20]  针 对 于 ,n p∈A M , ,p m∈B M , 

{ }min , ,q n p m= ,A ,B ,AB 的奇异值按顺序排列

分 别 为 ( ) ( ) { } ( )1 2 min , 0,n pσ σ σ≥ ≥ ≥ ≥A A A"  

( ) ( ) { } ( )1 2 min , 0n mσ σ σ≥ ≥ ≥ ≥AB AB AB" , ( )1σ B

( ) { } ( )2 min , 0n mσ σ≥ ≥ ≥ ≥B B" ，则有以下结论成

立： ( ) ( ) ( )
1 1

k k
i i ii i

σ σ σ
= =

≤∑ ∑AB A B 。 

引理 2[20]  对任意 ,m n∈C M , ,k m k∈V M , 

,k n k∈W M ， 满 足 { }min ,k m n≤ , H
k k =V V I , 

H
k kW W = I ，有以下结论成立： 

(1) ( ) ( )H
i k k iσ σ≤V CW C , (2) Hdet k k ≤V CW  

( ) ( ) ( )1 2 kσ σ σC C Ci i"i 。 

引理 3  令A和D是方形矩阵，对于任意兼容

维数的矩阵B与矩阵C ，有 

1 1TL TL

≥
A B A

C D D

0

0
 

证明  设矩阵
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

A B
R

C D
的奇异值按顺序排

列有 ( ) ( ) ( )1 2 0kσ σ σ≥ ≥ ≥ ≥R R R" ，矩阵 =r  

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

A

D

0

0
的奇异值按顺序排列为 1 2( ) ( )σ σ≥ ≥r r " 

( ) 0kσ≥ ≥r 。对任意 ,m n∈C M , ,k m k∈V M , k ∈W  

,n kM ，满足 { }min ,k m n≤ , H H, k k k k= =V V I W W  

I ，我们有 
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

1TL
1 1

1

H

H
1

1 1
= =

1
         

1
         

k k
i i i

i i ii i
m

i

ii

m
i k k

i i k k

a a

a a

a

a

a

a

σ σ σ
σ σ σ

σ
σ

σ

σ

= =

=

=

+ +
+ +

+
≥

+

+
≥

+

∑ ∑

∑

∑

M M C
M

M M C

MC
MC

V MW

V MW

 

其中， H
k k=C WV 且 H H H H

k k k k k k= =C C VW WV VV 。

第 2 个等式根据 H
k kVV 的第k 个最大奇异值是 1 可

得。第 1 个不等式根据引理 1 可得。第 2 个不等式

根据引理 2 可得。所以 

( )

1

1

TL

H H
11 2

2

H H
1 11 2

2

TL

1

  

  

i
k

i

i

a

a

σ

σ
=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ ⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎜⎟⎢ ⎥⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦≥
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜+ ⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟⎟⎜⎜⎟⎢ ⎥⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

=

∑

A B

C D

WA BV V

WC D

WA BV V

WC D

A

D

0

00 0

0

00 0

0

0

 

定理 1 的证明  令C 是式(4)的任意一个最小

解，从C 中，我们可以构建一个块对角矩阵 ∗C 具

有以下形式： 

*
,  

0,      

ij i j

ij

    

 

⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎩

C d d
C

与 属于同一子空间

其它
 

这里， id 与 jd 分别代表数据点矩阵的第 ,i j 列。 
令 *= −Q C C 是C 的非对角块的一部分。一

般地，假设 jx 存在于第 l 个子空间 lS ，那么有

[ ]:, lj S∈DC 。从 ∗C 与Q的定义可知，[ ]:, lj
S∗ ∈DC , 

[ ]:, mj
m l

S
≠

∈DQ ∪ , [ ] [ ] [ ] [ ]:, :, :,:,j j jj
∗= − =DQ DC DC D

[ ]:, lj
S∗− ∈DC 。又由于假设子空间是相互独立的，

因此 { }0l m
m l

S S
≠
⊕ =∩ ，即 [ ]:, 0j =DQ 。故 *C 也是

式(4)的可行解。根据引理 3 知
1 1TL TL

*≥C C ，所 

以 *C 是式(4)的最小解，即式(4)的最优解有块对角

的形式。                                 证毕 
在真实情况下，数据点往往含有噪音，LRR 方

法直接运用噪音数据D 本身作为字典而不是干净
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的数据点D，当噪音或异常值的比例相对较大时，

这显然是不合理的。为了更好地处理噪音，我们考

虑运用干净的数据作为字典，式(4)转变为 

1TL 2,1, ,
min ,

s.t. ,   

λ+

= = +
C E X

C E

X XC D X E         (5) 

其中， ( )22,1 1 1

n n
ijj i= =

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ ∑E E 叫做 2,1l 范数，参

数 0λ > 是平衡参数。可以将式(5)等价地写成式

(6)： 

( )
1TL 2,1,

min , s.t.   λ+ = − +
C E
C E D D E C E  (6) 

首先，相对于式(5)，式(6)的约束减少了未知量X，

有利于模型的求解。更重要的是，式(6)利用干净的

字典求解出的系数矩阵对之后的聚类有显著影响。 

4  基于 TL1范数的子空间聚类模型求解 

4.1 模型的求解 

对模型式(6)，采用增广拉格朗日-交替方向乘

子方法[21,22]进行求解，引入辅助变量J ,S ,F ，那

么式(6)可以等价为式(7)的优化模型： 
( )

1TL 2,1, ,
min ,  s.t. ,

        , ,

 λ+ = − +

= = =
C E J

J F D D E S E

S C F E J C (7) 

利用增广拉格朗日-交替方向乘子方法，有 

( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )

1

T T
TL, , ,

, , ,
, ,

22

22

2T
2,1

min +tr

      +
2 2

       + +tr
2

       +tr + +
2

F F

F F

F

μ μ

μ

μ
λ

− + −

+ − − − −

− − − −

− −

YW P
Q J F
Z E S

J Q E F P C J

J C D D E S E

S C D D E S E

W C S F E F (8) 

其中， tr( )∗ 代表给定矩阵的迹算子。 , , ,Y W P Q为

拉格朗日乘子矩阵，μ为增广项参数。

 

利用拉格朗日交替方向乘子方法求解式(8)如
算法 1。 

输入：原始矩阵D，参数λ。 
初 始 化 ： 0= =J C , 0=S , 0= =F E , 
0=Y , 0=W , 0=P , 0=Q , 0k = , 6

0 10μ −= ,
1.1ρ = , 10

max 10μ = , 810ε −= 。 

(1)固定其他，对J 求极小，通过 

1

2

1 TL

1
argmin

2
k

k k
k F

μ+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠J

P
J J J C   (9) 

(2)固定其他，对F 求极小，通过 
2

1 2,1

1
argmin

2
k

k k
k k F

λ
μ μ+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠F

Q
F F F E  (10) 

(3)固定其他，对S 求极小，通过 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1T
1

T

T

         

         

k k k

k k k

k k k

kμ

−

+
⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡
⎢⋅ + − −⎢
⎢⎣

⎤+ − ⎥+ ⎥
⎥⎦

S E D E D I

C D E D E

W D E Y
    (11) 

(4)固定其他，对C 求极小，通过 
2

1 1
1

1
2 2 2

k k k k
k

k F
μ

+ +
+

⎛ ⎞+ + ⎟⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

J S W P
C C   (12) 

(5)固定其他，对E求极小，通过 

( )( )

( )

( )( )

T
1 1 1 1

T
1

1T
1 1

         

         

k k k k

k k k

k

k k

μ

+ + + +

+

−

+ +

⎡
⎢

= − − +⎢
⎢
⎢⎣

⎤− + ⎥− ⎥
⎥⎦

⎡ ⎤⋅ − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

E D S I S I F

Y S I Q

S I S I I   (13) 

(6)更新乘子，通过 

( )

( )

( )

( )( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k k k

μ

μ

μ

μ

+ + +

+ + +

+ + +

+ + + +

⎫⎪= + − ⎪⎪⎪⎪= + − ⎪⎪⎪⎬⎪= + − ⎪⎪⎪⎪⎪= + − − − ⎪⎪⎭

Q Q E F

P P C J

W W C S

Y Y D D E S E

 (14) 

(7)更新参数，通过 

{ }1 maxmin ,k kμ ρμ μ+ =          (15) 

(8)终止条件： 

( )

, , ,ε ε ε

ε

∞ ∞ ∞

∞

− < − < − <

− − − <

Z J Z S E F

D D E S E  (16) 

其中，第(1)步对J 求极小由定理 2 确定。 
定理 2[18,19]  给定矩阵 M NR ×∈Y 有奇异值分

解： TDiag( )σ=Y U V , 1 2( , , , )mσ σ σ σ= " ，如果 

1

2
TL

1
min

2 F λ− +
X

X Y X 的最优解是 *X ，那么

*X 有以下形式： 

( ) T
,* Diag ( )agλ σ=X U V  

其中， 

,

3

0,   
( )

( ),

( )2 2
( ) sgn( ) ( )cos

3 3 3 3

27 ( 1)
( ) arccos 1

2( )

a

     t
g

h   t

a
h a

a a
a

λ
λ

λ

ω
ω

ω ω

φ ω ω
ω ω ω

λ
φ ω

ω

≤⎧⎪⎪⎪= ⎨⎪ >⎪⎪⎩
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜= + − +⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎪⎭⎪⎩

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠

 

第(2)步对F 求极小化由定理 3 确定： 
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定理 3[23]  令 [ ]1 2, , , ,i=Q q q q" " 是给定的矩

阵， F∗ 代表矩阵的 Forbenius 范数，如果

2
2,1

1
min

2 Fλ + −
W

W W Q 的最优解是 *W ，那么

*W 的第 i 列有如下形式： 

( )
,

* :,

0,   

i
i i

i

   
i

            

λ
λ

⎧ −⎪⎪ <⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪⎩

q
q q

qW
其他

 

综上所述，本文提出的基于 TL1范数约束的子空间

聚类算法如算法 2。 
输入：数据点矩阵 [ ]1 2, , , M N

N R ×= ∈D d d d" ，

子空间个数k 。 

步骤 1  通过求解式(6)获得最优的系数矩阵

C 。 
步骤 2  由系数矩阵C 构建相似度矩阵 =W  

( )T1
+

2
C C 。 

步骤 3  再利用谱聚类算法 [11]对相似度矩阵

W 进行划分，从而得到最终的聚类结果。 
4.2 收敛性分析 

当目标函数平滑时，文献[24]给出了拉格朗日

乘子法收敛性的证明。在有两个变量矩阵交替迭代

的情况下，拉格朗日乘子方法可以收敛到最优解也

已经得到证明[25]。但是，求解 LRR 算法时，通常

包含 3 个变量矩阵(J ,Z和E )交替迭代，其收敛性

很难在理论上证明[10]。本文运用 ADMM 算法求解

非凸 5 个变量矩阵(J ,F ,S ,C ,E )的优化问题，证

明其收敛性更加困难。但是，实验中，我们设定当

迭代的次数超过 10000 时即停止迭代或者当问题式

(16)中的 ε 足够小时即停止迭代。通常在实验中
410ε −= 。大量的实验证明，拉格朗日乘子法在最

优化问题中通常能够很好地收敛。 

5  数值实验 

5.1 数据聚类及分析 
为了验证本文算法的性能，首先，对本文所提

出的 TL1 算法与目前较好的子空间聚类算法 LRR, 
SSC 进行对比实验。在构造的合成数据集中，我们

采用分割的精确度作为衡量各个算法性能的标准，

而在 Extended Yale B 数据库中，本文将子空间聚

类错误率作为评价各个算法性能的标准。其中，错

误率越小，子空间聚类效果越好；反之，则越差。

其定义为 

=
错误分类的样本数

子空间聚类错误率
样本总数

 

算法采用编程软件 Matlab R2011b 进行仿真实验，

实验采用的条件为：Microsoft Windows7，处理器：

Inter(R) Corei7, CPU@2.50 GHz，内存：4 GB。

在参数设置方面，文中的比较算法 LRR, LSR 的正

则参数 λ 取值为 {0.0001, 0.001, 0.005, 0.01, 0.05,0.1,  

0.5,1,10} , SSC, LSA, LRSC 的λ取值为 {0.0001,  

0.001,0.005, 0.01, 0.05, 0.1}。本文参数的选择情况如

表 1 所示。其中 Tolerance 为终止参数，μ为拉格

朗日系数，λ为平衡参数，a 为 TL1范数中的参数。 

表 1 本文方法的参数选择情况 

参数 
Hopkins155

数据库 
USPS 数据库 

Extended 

Yale B 

Tolerance  410−  410−  410−  

λ  1 10−1  1 

μ  1 310  1.6 

a  1 0.3 0.3 

 

5.1.1 人工数据集  首先按照文献[10]的方法，构建

5 个相互独立的子空间{ }5

1i i
S = ，子空间的维数为 4

维，它的基{ }5

1i i=U 能够通过 1 , 1 4i i i+ = ≤ ≤U TU ， 

计算出来，这里T是一个随机的矩阵，取 1U 维度为

100 4× 的随机正交矩阵。首先，本文通过 i i i=D UQ , 

从子空间中取样 20 个 100 维的数据点向量， iQ 是

一个 4 20× 的随机矩阵。由此，我们得到了 5 个子

空间样本为 20 100× 的数据点矩阵。选择一部分数

据点随机加入服从均值为 0，标准差为 0.3 ∗ 的高

斯分布噪音( ∗ 表示选取向量的 2l 范数)，以用来检

验算法对噪音的鲁棒性。在得到系数矩阵之后，运

用谱算法[11]将数据点分成 5 类并观察每类方法分割

的准确率。其中，对于稀疏表示的子空间聚类方法， 

我们采用两种形式。第 1 种形式是： 2,1 1,
SR : min 

Z E
Z  

( )2 2,1 , s.t. , diag 0  λ+ = + =E D DZ E Z 。第 2 种

是标准形式： 1 11 1,
SR : min ,  s.t.  λ+ =

Z E
Z E D DZ  

( ), diag 0+ =E Z ；这里， 1 , 1

n
iji j=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑Z Z 。其中 

参数的选择均为文献所给的最优参数( 1 0.81λ = , 

2 4.24λ = )，实验结果如图 1。 
由图 1 可以看出，本文提出的 TL1方法在合成

数据集中处理噪音方面比 LRR, SR1, SR2,1 方法获

得了更好的聚类效果。具体地，SSC 方法分别采用

L2范数与 L2,1范数来约束相似度矩阵C ，虽然能获

得系数矩阵C 的块对角结构，但是 SSC 是单独地一

列一列对数据进行处理，受噪音影响较大。而 LRR
方法使用低秩来约束相似度矩阵C ，能够很好地在
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全局上除去噪音的影响。但是这两种算法仍然用含

有噪音的数据作为字典，这显然是不合理的。本文

提出的 TL1算法，首先，采用非凸约束，能够通过

调节参数a ，使系数矩阵C 各块对角元素之间连接

得更加紧密。其次，在处理噪音方面，本文提出约

束条件(5)可以视为先利用鲁棒性 PCA 对噪音进行

处理，最后再使用干净的数据点进行自表达。从图

中可知，随着噪音的增大，本文算法仍表现出较好

的性能。 
5.1.2 Extended Yale B 数据库  为了进一步验证本

文提出的 TL1算法的有效性，将本文的算法应用到

Extend Yale B 数据库[26]。该数据集包含 38 类灰度

大小为192 168× 的人脸，每类包含 64 张在不同光

照下的人脸图像。与文献[8]相同，我们把 38 个目

标分为 4 组。1 到 4 组分别有类别 1~10, 10~20, 
21~30 和 31~38，对于前 3 组中的每一组，我们的

实验采用所有可以选择的 2,3,5,8,10 个类别，对于

第 4 组，我们使用可选的 2,3,5,8 个类别进行重复实

验。为比较不同算法的聚类误差，我们列出了局部

子空间亲和(Local Subspace Affinity, LSA)[27]，低

秩子空间聚类算法 (LRSC)[28,29]，最小二乘回归

(LSR), LRR, SSC 方法的结果。为了减小算法的计

算时间，首先将图像灰度转化为 48 42× 并将图片转

化为 2016 维列向量。4 种方法运用的参数均为各文

献所述的最优参数。表 2 分别给出了不同算法的聚

类误差。从表中可以看出，在 2, 3, 5 类的情况下，

由于类别较少，即子空间的个数较少，SSC 能够得

到较高的准确率。本文提出的 TL1方法与 SSC 方法

的聚类错误率相差无几，均要优于其他各方法。但

是当在 8 类、10 类的情况下，本文提出的算法在聚

类错误率方面均要优于所列出的 4 种方法。图 2 给

出了不同算法在取不同类 Extend Yale B 数据库中

的平均计算时间，结果清楚地显示出本文 TL1算法

的有效性。综上所述，本文提出的算法在聚类错误

率和平均计算时间方面均要优于其它各类算法，也

佐证了本文之前的分析。 
5.1.3 Hopkins155数据集  本文在Hopkins155运动

分割数据集上进行对比实验。运动分割是指从视频

序列中截取一系列 2D 的点的运动轨迹，这些运动

轨迹是由不同的刚性运动所形成的。Hopkins155 数 

 

图 1  TL1 LRR SR1 SR2, 1 4 种方法的分割精确率              图 2 不同算法在取不同类 Extend Yale B 

数据库中的平均计算时间 

表 2 在 Extended Yale B 上的聚类错误率(%) 

算法  LSA SSC LSR LRR LRSC TL1 

均值 32.80 1.86 3.86 2.54 5.32 2.01 
2 类 

中位数 47.60 0 0.97 0.78 4.96 0.57 

均值 52.20 3.20 10.52 4.21 8.47 3.24 
3 类 

中位数 50.00 1.04 9.32 2.60 7.86 1.52 

均值 58.02 4.31 29.49 6.90 12.24 4.52 
5 类 

中位数 56.87 2.50 27.05 5.63 11.25 2.87 

均值 59.19 5.85 41.01 14.3 23.70 5.62 
8 类 

中位数 58.59 4.49 40.35 14.2 28.03 4.19 

均值 60.42 10.94 42.25 22.92 30.36 7.14 
10 类 

中位数 57.50 5.63 41.02 23.59 28.75 5.48 
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据集包含 156 个不同序列，每一个序列都是从运动

的物体中被提取出来的，每个序列是 2 个或 3 个类

别。图 3 展示了一些 Hopkins155 数据集中带特征

点的样本图片。 
根据文献[27]，本文将 156 个数据集中的子空

间聚类错误率的最大值，均值，中值，以及标准差

作为评价标准，分别对 LSR，LRR，SSC 方法以及

本文 TL1方法在该数据集上进行对比，实验结果如

表 3 所示。 
通过表 3 可以看出，相比于 LSR, LRR, SSC

方法，本文在 Hopkins155 数据集中的错误率均值

方面比上述 3 种方法分别提高了 2.7%, 3.6%, 1.5%。

由于该数据集大部分数据是比较干净的，只有小部

分数据点受到污染，这样 SSC 方法充分利用样本间

的相关性，取得了不错的结果。本文所提出的 TL1

方法与 SSC 方法的实验错误率较为接近。究其原因

是因为 Hopkins155 数据集中类别较少(2 或 3)，即 

表 3  LSR, LRR, SSC 以及本文 TL1方法在 

Hopkins155 数据集上的聚类错误率(%) 

错误率 LSR LRR SSC TL1 

最大值 0.397 0.476 0.414 0.402 

平均值 0.042 0.051 0.030 0.018 

中位数 0.005 0.005 0 0 

标准差 0.086 0.100 0.076 0.048 

子空间个数比较少，稀疏性在一定程度上会增加数 
据的局部性。本文在保证邻接矩阵块对角的基础上，

利用矩阵的 TL1范数对邻接矩阵进行约束，增强了

邻接矩阵的稀疏性，提升了数据的鉴别能力，从而

提升了聚类准确率。因此，可以认为本文所提出的

基于TL1范数的子空间聚类算法是一种高效的子空

间聚类方法。 
5.1.4 USPS 手写字体数据库  USPS 数据库是一个

有代表性的手写字体数据库，被广泛地应用于聚类

实验。其中包含 9298 张 0~9 的数字图像。在本节

实验中，本文考虑该数据库下不同类别的聚类误差，

对于 2, 3, 4, ,9k = " ，我们随机选取 k 类样本，每一

类随机选取 100 张图像重复进行实验，计算其误差

率，并取 10 次误差率的均值作为最终的结果。 
实验结果如表 4 所示。从表中可以看出，本文

算法的性能均优于其他算法，平均聚类错误比 LRR
方法低了 7.53%。由于数据库中手写字体部分被随

机遮挡(噪音)，在比较算法中各类算法稳定性不一。

LRSC 方法没有对求得的系数矩阵做进一步处理，

它的聚类错误较高。LSA 没有明确地处理受干扰的

数据，在复杂噪音的数据库上表现出了较差的性能。

可以看出 LRR 和 LSR 方法准确率下降明显，SSC
尝试探索数据的局部结构。但是在复杂噪声的数据

库中，性能一般。而本文方法获得了不错的效果，

说明基于 TL1方法对噪音的鲁棒性更强，聚类性能

较为稳定。 

 

图 3  Hopkins155 中的带特征点的运动物体的特征轨迹 

表 4  USPS 数据库中的错误率(%) 

类别数 LRR LSA LSR SSC LRSC TL1 

2 聚类 3.50 10.70 24.50 0.50 9.20 0.50 

3 聚类 4.59 24.10 18.34 7.44 10.71 3.20 

4 聚类 28.70 37.62 33.75 20.30 30.50 13.40 

5 聚类 21.40 13.72 27.60 18.42 30.20 16.70 

6 聚类 34.60 38.90 35.73 28.61 32.26 19.23 

7 聚类 12.40 27.83 40.83 30.48 37.60 21.60 

8 聚类 26.85 28.42 42.10 27.00 41.20 17.00 

9 聚类 25.73 31.45 44.82 32.54 42.70 20.93 

均值 19.72 26.59 33.46 20.67 28.17 14.07 
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6  结束语 

本文提出了基于TL1范数约束的子空间聚类模

型，尽管该优化模型是非凸的，但它的最优解为具

有块对角结构的表示系数矩阵，这使得样本间相似

的数据点达到紧连接的目的。针对含有噪音的情形，

所提出的约束条件可以看作是运用列稀疏约束的鲁

棒主成分分析来有效地去除噪音，这样，文中优化

模型的约束条件等价于以干净数据为字典的优化模

型，可以有效提高对噪音的鲁棒性。进一步运用增

广拉格朗日-交替方向乘子方法对模型进行求解，由

求解出的系数矩阵得到相似度矩阵，再采用经典的

谱聚类方法进行聚类。实验表明，本文提出的基于

TL1 范数约束的子空间聚类算法在聚类准确率、系

数矩阵的稀疏性、对噪音的鲁棒性等方面有较好的

性能。尽管如此，由于该优化模型是非凸的，因此

对所提出的基于TL1范数模型的算法的收敛性等理

论还需要做进一步的研究。 
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