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一种带匹配路径约束的最长公共子序列长度算法 
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摘  要：在带约束的最长公共子序列问题中提出一种特殊的新问题：假设有两序列 Q 和 C, Q 中指定的匹配位置

序列 I，计算两序列 Q 和 C 的最长公共子序列，且这个最长公共子序列的匹配路径必须经过位置序列 I。针对此

问题，该文提出一种带匹配路径约束的最长公共子序列算法。首先定义带匹配路径约束的最长公共子序列模型，其

次推出该序列的性质，最后求出带匹配路径约束的最长公共子序列长度的基础算法和快速算法。基础算法和快速算

法时间复杂度分别为 O(mnt)和 O(mn), m, n, t 分别为序列 Q, C, I 的长度。 
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A Matching Path Constrained Longest Common 
Subsequence Length Algorithm 

WANG Qiandong 
(No.10 Research Institute of China Electronics Technology Group Corporation, Chengdu 610036, China) 

Abstract: A special new problem is proposed in the constrained longest common subsequence problem. Given 

sequences Q , C and the specific positions sequence I in Q, the matching path constrained longest common 

subsequence problem for Q and C with respect to I is to find a Longest Common Subsequence (LCS) of Q and C 

such that the positions I in Q are in matching path of this LCS. A matching path constrained longest common 

subsequence algorithm is proposed for this problem. Firstly, a new model is defined for matching path constrained 

longest common subsequence. Secondly, the property of the subsequence is given. Lastly, a common method with 

O(mnt) time and a fast method with O(mn) time are respectively analyzed, where n, m and t are lengths of Q, C, 

and I respectively.  

Key words: Longest Common Subsequence (LCS); Matching Path Constrained (MPC); A Constrained Longest 

Common Subsequence (CLCS); Matching Path Constrained Longest Common Subsequence (MPCLCS)  

1  引言  

最 长 公 共 子 序 列 (Longest Common 
Subsequence, LCS)算法最早由Wagner等人[1]提出。

LCS算法具有很好的抗干扰属性，在相似文献检索、

基因序列比较、关键词查询、轨迹相似比较等中得

到了广泛的应用[2,3]。 
目前，基于LCS算法衍生了很多不同的算法，

如带约束的最长公共子序列(Constrained Longest 
Common Subsequence, CLCS)算法。 

CLCS算法：除长度为m , n 的两序列外，增加

一个长度为 t 的约束序列P，两序列的LCS必须是约

束序列P的超序列。CLCS算法最早由Tsai[4]于2003
年提出，是一个基于动态规划的算法，该算法的时
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间复杂度为 2 2( )O tm n ，算法耗时较多。Gotthilf等 
人[5]证明CLCS算法是NP难度的算法。后来Chin等
人[6]和Arslan等人[7]等对CLCS算法进行了改进，相

继于 2004年和 2005年独立提出时间复杂度为

( )O tmn 的CLCS算法。迄今为止，各种对CLCS改进

算法 [8 11]− 相继被提出，但精确的CLCS改进算法的时

间复杂度仍为 ( )O tmn 。 
针对CLCS中一种特殊情形，本文提出一种新的

CLCS子问题：假设有两序列Q 和C ，以及Q 中指

定的位置序列I ，计算两序列Q 和C 的LCS，且Q
中指定的位置I 必须在这个LCS的匹配路径中。 

如何解决这个问题，本文提出一种带匹配路径

约 束 的 最 长 公 共 子 序 列 (Matching Path 
Constrained Longest Common Subsequence, 
MPCLCS)的基础算法和一种MPCLCS快速算法。

快速算法时间复杂度为 ( )O mn , m 和n 分别为两序

列Q 和C 的长度。 
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本文第 2 节介绍目前已有的最长公共子序列算

法及带约束的最长公共子序列算法。这个是本文算

法基础。第 3 节给出了带匹配路径约束的最长公共

子序列算法定义及相关性质。第 4 节给出了带匹配

路径约束的最长公共子序列长度计算的基础算法和

快速算法。最后总结全文，并给出了未来需要研究

的方向。 

2  基础知识 [3 8,12]−  

2.1 最长公共子序列算法 
定义 1  最长公共子序列(LCS)：  设两序列

1 2( , , , )m mq q q=Q 与 1 2( , , , )n nc c c=C 的公共子序

列为 1 2( , , , )r rz z z=Z ，则 rZ 必须满足条件： 

1 2

1 2

, 1

1

1

s ss i j

r

r

z q c s r

i i i m

j j j n

⎫⎪= = ≤ ≤ ⎪⎪⎪⎪≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ⎬⎪⎪⎪≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ⎪⎪⎭

         (1) 

rZ 为两序列的最长公共子序列，当且仅当 rZ 为

满足式(1)条件中最长的序列。 
根据最长公共子序列定义，文献[1]给出了如下

的求最长公共子序列长度的算法。 
算法 1  LCS长度算法 

设 1 2( , , , )i iq q q=Q 为 mQ 的子序列， 1( ,j c=C  

2, , )jc c 为 nC 的子序列，令 ( , )i jL 表示序列 iQ 与序

列 jC 的最长公共子序列长度，则 ( , )i jL 有式(2)的递

推计算公式： 

max{ ( 1, ), ( , 1)},
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     (2) 

式(2)为一般的最长公共子序列长度算法，

( , )m nL 计算的时空复杂度为 ( )O mn 。 
2.2 带约束的最长公共子序列算法 

定义 2  带约束的最长公共子序列(CLCS)：设

有两序列 1 2( , , , )m mq q q=Q , 1( ,n c=C 2, , )nc c 及

约束序列 1 2( , , , )t tp p p=P ，则 mQ 与 nC 关于 tP 的

CLCS为 1 2( , , , )r rz z z=Z ，则 rZ 必须满足条件： 
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      (3) 

rZ 为 mQ 与 nC 关于 tP 的CLCS，当且仅当 rZ 为

满足式(3)的LCS。 

根据带约束的最长公共子序列定义，文献[13,14]

给出了如下的带约束的最长公共子序列长度算法。 

算法 2  CLCS长度算法 

设 iQ 为 mQ 的子序列， jC 为 nC 的子序列， kP 为

tP 的子序列，令 ( , , )i j kL 表示序列 iQ 与序列 jC 关于

kP 的最长公共子序列长度，则当 0i > , 0j > , 0k >

时， ( , , )i j kL 有式(4)的递推计算公式： 
( 1, 1, 1) 1,
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( , , )
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其中，递推计算的初始值为 

( , , ) , 0i j k k= −∞ >L                      (5) 

或

max{ ( , 1, 0),  ( 1, , 0)},
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上述公式为带约束最长公共子序列算法，

( , , )m n tL 计算的时间复杂度为 ( )O mnt ，空间复杂度

为 ( )O mn 。 

3  带匹配路径约束的最长公共子序列定义

及性质 

3.1 带匹配路径约束的最长公共子序列的定义 
定义3  带匹配路径约束的最长公共子序列

(MPCLCS)：  设有两序列 1 2( , , , )m mq q q=Q , nC  

1 2( , , , )nc c c= 及 mQ 中指定的约束位置序列 t =I  

1 2( , , , )ti i i ，其中 1 21 ti i i m≤ < < < ≤ , 1i , 2i , , 

ti 为 mQ 中元素的位置，则 mQ 与 nC 关于 tI 的

MPCLCS为 r =Z 1 2( , , , )rz z z ，则 rZ 必须满足条

件： 
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        (7) 

rZ 为 mQ 与 nC 关于 tI 的MPCLCS，当且仅当

rZ 为满足式(7)的LCS。 

例 1  有两序列 8 1 2 8( , , , ) ( , , ,q q q A B D= =Q  

9 1 2 9, , , , ), ( , , , ) ( , , , , , , ,C A B E H c c c A B F D E A B= =C

, )H G 及约束序列 3 1 2 3( , , ) ( , , )p p p A B E= =P , Q 的

约束位置序列 3 (5,6,7)=I ，则匹配结果如图1所示。

从图1可看出： 8Q 与 9C 的LCS为 6 ( , , , ,A B D A=Z  

, )B H 。 
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图 1 例1中的LCS与CLCS及MPCLCS 

由于要求公共序列中必须包含序列 3 =P  

( , , )A B E ，故 8Q 与 9C 关于 3P 的CLCS为 5 ( , ,A B=Z  

, , )D E H 。 
由于要求 8 ( , , , , , , , )A B D C A B E H=Q 中第5、6、

7个元素匹配成功，故 8Q 与 9C 关于 3I 的MPCLCS
为 4 ( , , , )A B E H=Z 。 

CLCS与MPCLCS都是带约束的序列，故CLCS
长度与MPCLC长度都不大于LCS长度。 

虽然MPCLCS的 3I 约束的序列与CLCS的 3P
相同，但是MPCLCS还要求约束序列的元素必须是

3I 指定位置的元素，故此例中MPCLCS序列是

CLCS序列的子序列。 
例 2  有两序列 8 1 2 8( , , , ) ( , , ,q q q E B D= =Q  

, , , , )C A B E H , 9 1 2 9( , , , ) ( , , , , , , ,c c c A B F D E A B= =C  
, )H G 及约束序列 3 1 2 3( , , ) ( , , )p p p A B E= =P , Q 的

约束位置序列 3 (5,6,7)=I ，则匹配结果如图2所示。

从图 2看出： 8Q 与 9C 关于 3P 的CLCS为 5 =Z  

( , , , )A B E H 。 8Q 与 9C 关于 3I 的MPCLCS为 4 =Z  

( , , , )A B E H 。 
CLCS与MPCLCS都是带约束的序列，约束序

列表示的子序列都是 ( , , )A B E ，且约束序列在两序

列中有且仅有一个子序列，故此例中MPCLCS序列

等于CLCS序列。 
3.2 带匹配路径约束的最长公共子序列性质 

设 1 2( , , , )r rz z z=Z 为两序列 1 2( , , ,m q q=Q  

)mq 与 1 2( , , , )n nc c c=C 关于 mQ 的约束位置序列

1 2( , , , )t ti i i=I 的MPCLCS，则MPCLCS有如下性

质： 

(1)若 tm i= , m nq c= ，则有 r m nz q c= = ，且

1r−Z 为 1m−Q 与 1n−C 关于 1t−I 的MPCLCS。 
(2)若 tm i= , m nq c≠ ，则有 r mz q= ，且 rZ 为

mQ 与 1n−C 关于 tI 的MPCLCS。 
(3)若 tm i> , m nq c= ，则 1r−Z 为 1m−Q 与 1n−C

关于 tI 的MPCLCS或 rZ 为 1m−Q 与 nC 关于 tI 的

MPCLCS。 

 

图 2  MPCLCS 与 CLCS 相同 

(4)若 tm i> , m nq c≠ ，则 rZ 为 1m−Q 与 nC 关于

tI 的 MPCLCS 或 rZ 为 mQ 与 1n−C 关 于 tI 的

MPCLCS。 
上述性质证明略。 

4  带匹配路径约束的最长公共子序列长度

计算算法 

4.1 带匹配路径约束的最长公共子序列长度的基础

算法 
根据带匹配路径约束的最长公共子序列定义3，

给出带匹配路径约束的最长公共子序列长度基础算

法3。 
算法 3  MPCLCS长度基础算法。 
设 有 两 序 列 1 2( , , , )m mq q q=Q , 1( ,n c=C  

2, , )nc c 及 mQ 中指定的约束位置序列 1( ,t i=I  

2, , )ti i ，其中 1 21 ti i i m≤ < < < ≤ , 1i , 2i , , ti 为

mQ 中 t 个约束元素的位置。令MPCLCS长度

( , )t m nQL = −∞表示 mQ 与 nC 关于约束位置序列 tI
的MPCLCS不存在，则当 0t > , 0m > , 0n > 时， mQ
与 nC 关于 tI 的MPCLCS长度基础算法的公式

( , )t m nQL 可由式(8)的递推公式计算求得 
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(8) 

其中，递推计算的初始值为 

( ,0) , 0k i k=−∞ >QL                         (9) 
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Q
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L L
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式(10)表示的 0 ( , )i jQL 为LCS算法的式(2)。 

当 0k > 时，下面分3种情形分别证明式(8)表示

的 ( , )k i jQL 的递推计算公式成立。 
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(1) ki i< ，由于 ki i< ，故 iQ 与序列 jC 关于 iQ 的

约束位置序列 kI 的MPCLCS不存在。由此知式(11)
成立： 

( , ) ,k
ki j i i=−∞ <QL          (11) 

(2) ki i= ，由MPCLCS的性质(1)得式(12)成立： 
1( , ) ( 1, 1) 1,k k

k k i ji j i j q c−= − − + =Q QL L    (12) 

由MPCLCS的性质(2)得式(13)成立： 

( ) ( ), , 1 ,k k
k k i ji j i j q c= − ≠Q QL L      (13) 

(3) ki i> ，由MPCLCS的性质(3)得式(14)成立： 

{ }( , ) max ( 1, 1) 1, ( 1, ) ,

                   ,   

k k k

i j k

i j i j i j

q c i i

= − − + −

= >
Q Q QL L L

(14) 

由MPCLCS的性质(4)得式(15)成立： 

{ }( , ) max ( , 1), ( 1, ) ,

                    ,  

k k k

i j k

i j i j i j

q c i i

= − −

≠ >
Q Q QL L L

   (15) 

由式(11)-式(15)可得式(8)在上述3种情形下都

成立。 
由递推公式(8)，有定理1成立。 

定 理  1  设 有 两 序 列 1 2( , , , )m mq q q=Q , 

1 2( , , , )n nc c c=C 及 mQ 中指定的约束位置序列

1( ,t i=I  2, , )ti i ，则 mQ 与 nC 关于 tI 的MPCLCS

长度基础算法 ( , )t m nQL 的时空复杂度为 ( )O mnt 。 

证明  类似于参考文献[13,14]中算法2中的证

明，利用式(8)， 1, 2, ,k t= , 1, 2, ,i m= , 1,j =  

2, , n ，经过三重循环算出 ( , )t m nQL ，于是

MPCLCS长度 ( , )t m nQL 的基础算法的时空复杂度为

( )O mnt 。                                证毕 
4.2 带匹配路径约束的最长公共子序列长度的快速

算法 
根据带匹配路径约束的最长公共子序列长度的

基础算法3，推出带匹配路径约束的最长公共子序列

长度快速算法4。 
算法 4  MPCLCS长度快速算法。 
设有两序列 1 2( , , , )m mq q q=Q , 1 2( , , ,n c c=C  

)nc 及 mQ 中指定的约束位置序列 1 2( , , , )t ti i i=I ，

其中 1 21 ti i i m≤ < < < ≤ , 1i , 2i , , ti 为 mQ 中 t

个约束元素的位置。定义如式(16)所示的递推公式

( , )i jM ： 

{ }
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( 1, 1) 1, ,  

( , 1),       ,  

max ( 1, 1) 1, ( 1, ) ,
( , )                          ,  

max ( , 1), ( 1, ) ,

                         ,  

i j t
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i j q c i
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q c i

⎧ − − + = ∈⎪⎪⎪⎪ − ≠ ∈⎪⎪⎪⎪ − − + −⎪⎪= ⎨ = ∉⎪⎪⎪⎪⎪ − −⎪⎪⎪ ≠ ∉⎪⎪⎩

M I
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M M
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 (16) 

其中，递推计算的初始值由式(17)求得： 

1

1

0,
( , )

,

i i
i j

i i

<⎧⎪⎪= ⎨−∞ ≥⎪⎪⎩
M         (17) 

其中，初始值式(17)中 1i 为 tI 中第1个约束位置，若

0t = ，即 0t =I I 为空集，则 1 1i m= + 。 
下面证明由递推公式(16)和初始值式(17)求出

的 ( , )m nM 与 MPCLCS 基 础 算 法 公 式 求 出 的

( , )t m nQL 相同，即有定理2成立。  
定理  2   设有两序列 1 2( , , , )m mq q q=Q , 

n =C 1 2( , , , )nc c c 及 mQ 中指定的约束位置序列

1 2( , , , )t ti i i=I ， 其 中 1 21 ti i i m≤ < < < ≤ , 

1i , 2i , , ti 为 mQ 中 t 个约束元素的位置。令 ( , )t m nQL
为MPCLCS长度基础算法求出的序列 mQ ，序列 nC
关于序列 tI 的MPCLCS长度， ( , )m nM 为递推公式

(16)和初始值式(17)所求出的值，则有 ( , )m n =M  
( , )t m nQL 。 
证明该定理之前先给出几个引理，其证明略。 
引理 1  当 1i i< 时， 0( , ) ( , )i j i j= QM L 成立。 
引理 2  假设任意 j n≤ ，都有 ( 1, )ki j− =M  

1( 1, )k
ki j− −QL 成立，则对任意的 j n≤ , ( , )ki j =M  

( , )k
ki jQL 成立。 
引理 3  假设存在 1k ki i i +< < ，对任意 j n≤ ，

都有 ( 1, ) ( 1, )ki j i j− = −QM L 成立，则对任意的

j n≤ , ( , ) ( , )ki j i j= QM L 成立。 
引理 4  假设存在 ti i> 任意 j n≤ ，都有 (iM  

1, ) ( 1, )tj i j− = −QL 成立，则对任意的 j n≤ , ( , )i jM  

( , )t i j= QL 成立。 
定理2的证明： 
由引理1可知式(18)结论成立： 

0
1( , ) ( , ),i j i j i i= <QM L         (18) 

利用式(18)知 1 1i i= − 时也成立，则由引理2递
推可得 1i i= 时也成立，即 

1
1( , ) ( , ),i j i j i i= =QM L         (19) 

利用式(19)知 1i i= 时成立，由引理3递推可得

式(20)成立： 
1

1 2( , ) ( , ),i j i j i i i= < <QM L      (20) 

同式(19)的证明，利用式(20)知 2 1i i= − 时成

立，则由引理2递推可得 2i i= 时也成立。 
同式(20)的证明，由 2i i= 时成立，则由引理3

递推可得 2 3i i i< < 时也成立。 

如此反复利用引理2和引理3，递推可得 ti i= 时

成立，即： ( , ) ( , )t
t ti j i j= QM L 。由 ( , ) ( , )t

t ti j i j= QM L ，

利用引理4递推可得 ti i> 时也成立，即 

( , ) ( , ),t
ti j i j i i= >QM L         (21) 

由式(21)可知： ( , ) ( , )tm n m n= QM L ，故定理2
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成立。                                   证毕 
由递推公式(16)，有定理3成立。 
定 理  3  设 有 两 序 列 1 2( , , , )m mq q q=Q , 

n =C 1 2( , , , )nc c c 及 mQ 中指定的约束位置序列

1 2( , , , )t ti i i=I ，则 mQ , nC 关于 tI 的递推公式

( , )m nM 的时空复杂度为 ( )O mn 。 
证明  利用公式(16)， 1, 2, ,i m= , 1,2, ,j =  

n ，经过两重循环算出 ( , )m nM ，于是 ( , )m nM 的时

空复杂度为 ( )O mn 。                       证毕 
由定理2， ( , ) ( , )tm n m n= QM L ，即 ( , )m nM 也

是计算MPCLCS长度的公式。由定理 3，计算

( , )m nM 的时空复杂度均为 ( )O mn ，比 ( , )t m nQL 的复

杂度低，故 ( , )m nM 为MPCLCS的快速算法公式。 

5  结束语 

本文提出了一种特殊的新的CLCS问题：假设有

两序列Q , C ，以及Q 中指定的约束位置序列I ，

计算两序列Q 和C 的最长公共子序列，且这个最长

公共子序列的匹配路径必须经过约束位置序列 I 。

针对此特定的CLCS问题，给出了一种计算最长公共

子序列长度的 ( )O mn 时间复杂度的快速MPCLCS算

法。快速MPCLCS算法比时间复杂度为 ( )O mnt 的

CLCS算法的时间复杂度低。m 和n 分别为两序列

Q 和C 的长度， t 为约束序列的长度。 

在实际应用中，本文的算法可应用于航迹的规

律分析及航迹的识别等应用中，后续会根据工程需

要，将该算法进行工程化改进，应用于相似航迹的

查询识别和目标活动规律分析中。 
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