
第 39 卷第 10 期                             电  子  与  信  息  学  报                             Vol.39No.10 

2017年 10月                        Journal of Electronics & Information Technology                       Oct. 2017 

基于谱分解的降阶求根 MUSIC 算法 
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摘  要：求根多重信号分类(Root-MUSIC)算法以多项式求根代替谱峰搜索，降低了波达方向(DOA)估计的计算量，

但当阵元数较大时，其计算量依然很大。为进一步降低计算量，该文提出一种降阶 Root-MUSIC(RD-Root-MUSIC)

算法。该算法基于谱分解将 Root-MUSIC 多项式的阶次降低一半，再根据矩阵特征多项式与求根多项式的关系构

造友阵，采用Arnoldi迭代计算得到友阵的L个大特征值(L为信号数)并估计DOA。仿真结果表明，RD-Root-MUSIC

估计精度与 Root-MUSIC 相近，但其在大阵元下具有比 Root-MUSIC 更低的计算量。 
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Abstract: The Root MUltiple SIgnal Classification (Root-MUSIC) algorithm uses polynomial rooting instead of 

spectral search to reduce the computational complexity of Direction-Of-Arrival (DOA) estimation. However, when 

large numbers of sensors are exploited, this algorithm is still time-consuming. To further reduce the complexity, a 

novel Reduced-Dimension Root-MUSIC (RD-Root-MUSIC) algorithm based on spectral factorization is proposed, 

in which the dimension of polynomial involved in the rooting step is efficiently reduced to half. A companion matrix 

whose eigenvalues correspond to the roots of the reduced-dimension polynomial is further constructed, and the 

Arnoldi iteration is finally used to calculate only the L largest eigenvalues containing DOA information, where L is 

the number of signals. Simulation results show that RD-Root-MUSIC has a similar performance with much lower 

complexity as compared to Root-MUSIC.  
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1  引言  

信号波达方向(Direction-Of-Arrival, DOA)估
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计是阵列信号处理中的一个重要组成部分，在通 
信[1]、雷达[2]、天文[3]、地震[4]、声呐[5]等领域有着广

泛应用。多重信号分类(MUSIC) [6 10]− 是 DOA 估计

最重要的算法之一，该算法对阵列接收数据协方差

矩阵进行特征分解(EVD)，得到相互正交的信号子

空间和噪声子空间，以针状空间谱搜索实现高精度

DOA 估计。随着信噪比(SNR)的提高，信号子空间

与噪声子空间接近无限正交，因此 MUSIC 理论上

具备对无限靠近目标的超分辨能力。然而，由于

MUSIC 算法包含繁杂的谱峰搜索过程，计算量异常

庞大[11]。 
为了减少计算量，学者们提出了一系列改进算

法，如求根 MUSIC(Root-MUSIC)、酉变换求根
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MUSIC(Un i ta ry  Ro o t -MUSIC ,  U -Ro o t - 
MUSIC)[12] 、 快 速 求 根 MUSIC(Fast Root- 
MUSIC)[13] 、 降 维 MUSIC(Reduced-Dimension 
MUSIC, RD-MUSIC)[14]等。其中，求根 MUSIC 以

多项式求根代替谱峰搜索，由根的相位确定 DOA，

这种求解角度的方法相比于 MUSIC 更直接、计算

量更小[15]，且具有更好的性能；U-Root-MUSIC 算

法虽然减少了计算量但其在低信噪比和小快拍数下

性能较差；Fast Root-MUSIC 算法和降维 MUSIC
算法虽具有快速特性却牺牲了一定的估计精度。 

通常，对于阵元数为 M 的均匀线性阵列

(Uniform Linear Array, ULA)，求根 MUSIC 需对

阶次高达2( 1)M − 的多项式求根。当 M 较大时，求

根 MUSIC 的计算量实际上依然很大。文献[11]提出

了一种线性搜索求根 MUSIC(Line-search Root- 
MUSIC)算法，这种算法在本质上接近 MUSIC 算

法，并未大幅度的降低计算量；文献[13]提出了一种

快速求根 MUSIC 算法，该算法对噪声子空间进行

分割，实现了多项式阶次的降低，然而这种算法虽

然减少了计算量，但其估计性能却较求根 MUSIC
算法下降较为严重。 

本文基于劳伦特多项式结构，提出了一种基于

谱分解的降阶求根 MUSIC(Reduced-Dimension 

Root-MUSIC, RD-Root-MUSIC)算法。该算法首先

运用谱分解将 Root-MUSIC 多项式的阶次降低一

半。考虑到当 M 较大时，多项式求根的计算量仍然

很大，且所求解的( 1)M − 个根中仅有 , < ( 1)L L M −

个根包含信号角度信息。为了进一步降低计算量，

构造了一个相应友阵，并对友阵进行 Arnoldi 迭代，

计算出所期望的 L 个含有 DOA 信息的大特征值并

估计信号 DOA。计算机仿真结果证明了算法的有效

性。 

2  数据模型及相关算法 

2.1 数据模型 

考虑 L 个波长为λ的远场窄带信号入射到阵元

数为 M 的半波长均匀线阵，各阵元之间相互独立。

设入射信号 DOA 为 Lθ θ θ1 2, , ," ，快拍数为 N，则阵

元接收信号可表示为 

( ) = ( ) ( )+ ( )t t tθx A s n           (1) 

其中， ( )tx 是M ×1维快拍数据矢量， ( )ts 是L×1维

信号矢量， ( )tn 是M ×1维高斯白噪声数据矢量，

( )θA 是M L× 维导向矢量矩阵，且 

1 2( ) = ( ) ( ) ( )Lθ θ θ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦A a a a"       (2) 

式中导向矢量 ( )iθa 定义为 

T

2
( ) = 1  exp j sin  

2
          exp j ( 1) sin

i i

i

d

M d

θ θ
λ

θ
λ

⎡ ⎛ π ⎞⎟⎜⎢ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢⎣
⎤⎛ π ⎞⎟⎜ ⎥− ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎥⎦

a "

      (3) 

阵列输出数据的协方差矩阵定义为 

{ } { }H H H 2
n

H 2
s n

= E ( ) ( ) = E ( ) ( ) +

= +

t t t t σ

σ

R x x A s s A I

ARA I   (4) 

其中， sR 为信号协方差矩阵， 2
nσ 为噪声功率。 

2.2 经典 MUSIC 算法 
对阵列协方差矩阵R进行如下所示 EVD[16]： 

H H

=1 = +1

= +
L M

i i i j j j
i j L

λ λ∑ ∑R e e e e        (5) 

其中， = 1 2i i Lλ , , , ," 为 L 个大特征值， = +1j j Lλ , , 

+ 2L M, ," 为 ( )M L− 个小特征值， ie 和 je 分别为

iλ 和 jλ 所对应的特征矢量。定义 = 1 2i i Lλ , , , ," 对应

特征矢量张成的子空间为信号子空间S , =j jλ ,  

+1 + 2,L L M, ," 对应特征矢量张成的子空间为噪

声子空间G，即 

[ ]1 2 1 2  ,     L L L M+ +⎡ ⎤⎣ ⎦S e e e G e e e� " � "    (6) 

则有 span( ) span( )⊥S G 。由于导向矢量矩阵和信号

子空间满足 span( ) span( )=A S ，因此，有 
H( ) = 0θa G                (7) 

经典 MUSIC 算法正是基于式(7)提出的。在实

际应用中，可用 N 快拍阵列观测数据对式(4)所示的

理想协方差矩阵作如式(8)的估计： 

l H

1

1
= ( ) ( )

N

i i
i

t t
N =
∑R x x           (8) 

因此，阵列协方差矩阵 EVD 实际表示为 
l l l l l l lHH

= +S GΛ ΛR S S G G           (9) 

依据式(7)，构造式(10)所示的 MUSIC 空间谱

函数： 

MUSIC 2H

1
( ) =

( )
f θ

θa G
        (10) 

通过在 [ /2 /2]−π ,π 内遍历搜索，使式(10)达到极大

值的 θ 即为信号 DOA。 
2.3 求根 MUSIC 算法 

MUSIC 算法包含空间遍历谱峰搜索，其计算量

异常庞大。在 ULA 结构下，求根 MUSIC 算法以多

项式求根代替谱峰搜索，有效降低了计算量。定义

如式(11)所示的多项式： 
H H( ) = ( ) ( )f z z zp GG p          (11) 

其中，
T1( ) = 1   , = exp( ), =2 sinMz z z z jw w d θ−⎡ ⎤ π⎢ ⎥⎣ ⎦p "  

λ/ 。对 ( )f z 求根即可求得信号 DOA。 

考虑到 ( )f z 包含 *z 项，对式(11)做如式(12)等价
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修改： 

( )T 1 H
1( ) = ( )f z z z−p GG p        (12) 

由式(12)可知， 1( )f z 为 2( 1)M − 阶多项式，其存在

( 1)M − 对关于单位圆互为共轭的根，这 ( 1)M − 对

根中有 L 对根分布在单位圆上。在实际应用中，由

于各种误差的影响，得到 L 对接近单位圆的根后，

可按式(13)计算得到 DOA。 
l

= arcsin arg{ }  = 1 2
2 di iz i Lθ
⎛ ⎞⎟⎜ , , , ,⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠π

"    (13) 

3  基于谱分解的降阶求根 MUSIC 算法 

3.1 谱分解 
由式(12)可知： 1( )f z 为 2( 1)M − 阶多项式，其

存在( 1)M − 对关于单位圆互为共轭关系的根，只要

求得这 ( 1)M − 对根中的某 ( 1)M − 个独立根，即可

由共轭关系获得其余( 1)M − 个独立根。因此，Root- 
MUSIC 算法存在一定的计算冗余，这为 Root- 
MUSIC 多项式的降阶提供了可能。 

设 1( )f z 中 iz 和 iz− 的系数分别为 ib 和 ib− ，即 
1

1
( 1)

( ) =
M

i
i

M

f z b z
−

− −
∑            (14) 

由矩阵 HGG 的埃尔米特性质易知：ib 和 ib− 满足共轭

关系，即 
*

i ib b−=                (15) 

可知， 1( )f z 是一个劳伦特结构多项式。由 1( ) =f z  
2H( )z ≥ 0p G 知 1( )f z 非负定。根据文献[17]中引理

1, 1( )f z 可分解为 

( )* *
1 p p p( ) ( ) 1f z r f z f z=          (16) 

1( )f z 拥有成对关于单位圆互为共轭关系的复

根，如果 0z 是 1( )f z 的一个非零根，则 0z−∗也是多项

式的一个非零根，两个根关于单位圆呈共轭对称。

即 1( )f z 拥有 ( 1)M − 个位于单位圆内或单位圆上的

根 { }iz ，有 ( 1)M − 个相对应的根 { }iz
−∗ 位于单位圆

外或单位圆上。这也就意味着只需计算单位圆内或

单位圆上的根 { }iz 就可以得到感兴趣的全部数据，

即只需计算 p( )f z 的根。基于此，本文提出了一种基

于谱分解的降阶求根 MUSIC 算法。其中，谱分解

算法步骤如下： 

步骤 1  构造一个 ( )M ×2 维矩阵 0B , 0B 中元

素为式(14)中 1( )f z 的系数，形式如下： 

    
T

0 1 ( 2) ( 1)

0
1 2 ( 1)

=
0

M M

M

b b b b

b b b

− − − − −

− − − −

⎛ ⎞… ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟…⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
B    (17) 

式中， 0b 为多项式 1( )f z 的常数项， ib 为 iz 系数。 

步骤 2  重复下面步骤直至 1, 1, 1k k−−b b� � 收敛，

其中 1,kb� , 1, 1k−b� 分别为矩阵 kB , 1k−B 的第 1 列。 

(1) 1=k k k−B B U ，式中 kU 为(2 )×2 矩阵。 

*2

11
=

11
k

γ

γγ

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎟⎜− ⎝ ⎠
U         (18) 

其中， 1 1,2 1 1,1= [ ] /[ ]k kγ − −B B ，即 γ 为矩阵 1k−B 第 1
行两个元素之比。 

(2)令步骤(1)中计算所得矩阵 kB 的第 1 列保持

不动，第 2 列上移一个元素。 

(3)设置门限，检测 1, 1, 1k k−−b b� � 是否收敛。若

1, 1, 1 thk k−− <b b� � ，则进行后续步骤，否则返回步骤

(1)直至 1, 1, 1k k−−b b� � 收敛。 

至此迭代求得 ( 1)M − 阶多项式 p 0( ) =f z p  

1 ( 2) ( 1)
1 ( 2) ( 1)

M M
M Mp z p z p z− − − − −

− − − − −+ + + +" ，它的

系数对应于矩阵 kB 第 1 列元素 1,kb� 。 

步骤 3  对多项式 p( )f z 进行求根运算，即可求

得( 1)M − 个位于单位圆内或单位圆上的根。 
在谱分解算法中，门限越高精度越低，计算量

越小；反之，门限越低精度越高，计算量则越大。 
对接近单位圆的 L 个根，运用式(13)即可求得

信号的 DOA。由于含有 DOA 信息的只有 L 个接近

单位圆的根，因而没必要求解出多项式所有的根。

下面介绍如何进一步减少计算量。 
3.2 友阵构造 

文献[18]中给出友阵定义，形式如式(19)： 

0

1

2

1

0 0 0  

1 0 0  

0 1 0  =

  

0 0 1 n

c

c

c

c −

… −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥… −⎢ ⎥
⎢ ⎥… −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥… −⎢ ⎥⎣ ⎦

C

# # % # #
        (19) 

友阵 C的特征多项式为 
 1

0 1 1det( ) = n n
nz c c z c z z−
−− + + + +I C "   (20) 

由矩阵C的特征多项式可以看出其形式接近于

谱 分 解 后 的 多 项 式 1
p 0 1( )f z p p z−

−= + +" 
( 1)

( 1)
M

Mp z− −
− −+ 。因此，我们对 p( )f z 做式(21)所述的

变换： 

(
)

1 1 1 ( 2)
p 0 1 ( 2)

( 1)
( 1)

1 2
0 1 ( 2) ( 1)

( 1) ( 2)
0

0 0

2 11

0

( ) + + +

               

            = +

           

                     

M M M
M

M
M

M M
M M

M M

M M

z f z z p p z p z

p z

p z p z p z p

p p
p z

p p

p
z z

p

− − − − −
− − −

− −
− −

− −
− − − − −

− − − −

− −−

=

+

+ + +

⎛⎜= + +⎜⎜⎜⎝
⎞⎟⎟+ + ⎟⎟⎠

"

"

"

                (21)  
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并根据式(21)构造相应友阵： 
( 1)

0

( 2)

0

1

0 ( 1) ( 1)

0 0 0

1 0 0
=

  

0 0 1   

M

M

M M

p

p
p

p

p
p

− −

− −

−

− × −

⎡ ⎤
… −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

… −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥… −⎢ ⎥
⎣ ⎦

C
# # % #     #

   (22) 

有 
( 1) ( 2)

0 0

2 11

0

det( ) =

                   

M M

M M

p p
z z

p p
p

z z
p

− − − −

− −−

− + +

+ +

I C "

    (23) 

通过友阵构造，即可把多项式 p( )f z 的求根问题

转化为求友阵 C的特征值问题。由于 p( )f z 所有根中

携带 DOA 信息的为 L 个接近单位圆的根，对应于

友阵 C的 L 个大特征值，而后者可应用 Arnoldi 迭
代来求解得到。 
3.3 友阵部分特征值求解 

当矩阵规模较大时，计算其所有的特征值需要

较大的计算量。实际应用中，通常只对其中某些特

征值感兴趣。因此通过迭代算法计算部分特征值，

可以减少不必要的计算量。 
引理(Rayleigh-Ritz 算法[19])：设 mK 是 n n×R 的

一个 m 维子空间， 1 2, , , mv v v" 为它的一组标准正交

基，令 1 2[    ]m m=V v v v" ，记 T
m m m=T V AV 。若( , )λ y�

是 mT 的一个特征对，即 =m λT y y� 且 2 = 1y ，那么

称λ�是矩阵 A 的一个 Ritz 值， = mx V y� 是矩阵 A
的一个 Ritz 向量。 

上述引理表明：矩阵A的特征值可通过矩阵 mT
的特征值(又称 A 的 Ritz 值)近似求解。当 A 为对

称矩阵时，可用 Lanczos 迭代计算得到 mK 的基和
T

m m m=T V AV ；当A为非对称矩阵时，可用 Arnoldi
迭代或非对称 Lanczos 迭代计算得到 mK 的基和

T
m m m=T V AV [18]。因根据谱分解后的求根多项式所

构造的友阵 C是非对称复矩阵，本文对友阵 C进行

Arnoldi 迭代来计算其特征值，其基本思想是逐列地

产生酉矩阵Q，推导过程如下： 
设酉矩阵 1 2 1= [    ]M−Q q q q" ，通过计算 HQ CQ  

=H ，矩阵C 约化为上 Hessenberg 矩阵H 。由
H =Q CQ H , H =Q Q I ，且Q为方阵存在逆矩阵，

有 =CQ QH ，对比等式两边的列有 
1

1

= ,  1 1
k

k ik i
i

h k M
+

=

≤ < −∑Cq q       (24) 

对式(24)进行变换可得 

1, 1
1

=
k

k k k k ik i k
i

h h+ +
=

− ≡∑q Cq q r      (25) 

其中， H=  = 1,2, ,ik i ih i k,q Cq " 。若 0k ≠r ，那么， 

1 1,/k k k kh+ +=q r             (26) 

其中， +1, 2
=k k kh r 。 

由上述公式，可得 Arnoldi 的迭代步骤：
               

0 1

10

1,

1 1,

H

1, 2

=

= 1

= 0

while( 0)

= /

1

=

for 1 :

=

=

end

=

end

k k

k k k k

k k

ik i i

k k ik i

k k k

h

k

h

h

k k

i k

h

h

h

+

+ +

+

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪≠ ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= + ⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

r q

q r

r Cq

q Cq

r r q

r

       (27) 

假设给定的初始向量 1q 为 2 范数单位向量，

1 2, , , kq q q" 称为 Arnoldi 向量。迭代 k, < 1k M − 步

以后，算法的运行情况可用第 k 步 Arnoldi 分解来

概括： 
T= +k k k k kCQ Q H r e          (28) 

其中， 1 2= [    ]k kQ q q q" , (:, )k k k=e I 。文献[18]表

明，在
2k k k−CQ Q H 近似为零的情况下， kH 的大 

特征值可近似代替 C 的大特征值。Arnoldi 迭代长

度 k 的选取依赖于友阵维度、正交性丢失等因素的

影响，原则上 k 要大于等于信源个数小于友阵维度，

即 1L k M≤ < − ，此时，仅需对k k× 维矩阵 kH 进

行特征分解。当 k 远小于友阵维度时，算法具有大

量减少计算量的实际意义。通过迭代，可求出一组

标准列正交向量 1 2, , , kq q q" 和矩阵 kH 。通过计算矩

阵 kH 的大特征值，即可得到友阵 C 的大特征值。

对求得的特征值运用式 (13)便能计算得到信号

DOA。 
Arnoldi 算法中，初始向量 1q 的选取对于特征值

的迭代收敛速度影响较大。为得到较为精确的结果，

在使用 Arnoldi 进行迭代时，需要仔细选取初始向

量并反复执行上述 Arnoldi 迭代步骤。一个简单的

选取每次重新开始迭代的初始向量的方法是，从上

一次 Arnoldi 迭代出的 1 2, , , kq q q" 中选取一个向量

'q ，以 'q 为初始向量进行下一次的 Arnoldi 迭代。

关于其他初始向量的选取方法，可参考文献[18]中
9.4.2 节。 
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由上述分析可见：运用 Arnoldi 迭代计算 L 个

大特征值可依据下述步骤实施： 
步骤 1  依据式(27)反复迭代计算得到标准列

正交矩阵 1 2= [    ]k kQ q q q" ； 
步骤 2  计算矩阵 H=k k kH Q CQ 的特征值，即

友阵 C的 Ritz 值； 
步骤 3  从计算出的特征值 1 2, , , kλ λ λ� � �" 中挑选

出 L 个大特征值，这里L k≤ ； 
至此，通过 Arnoldi 迭代计算得到友阵 C的 L

个含有 DOA 信息的大特征值，根据式(13)可进而求

得对应信号 DOA。 
3.4 算法步骤总结 

综上所述，本文所提出的 RD-Root-MUSIC 算

法步骤可总结如下： 
步骤 1  依据式(8)估计阵列协方差矩阵 R 并

依据式(9)对其进行特征分解获得噪声和信号子空

间； 
步骤 2  依据式(14)构造求根多项式 1( )f z 并由

谱分解算法求解降阶求根多项式 p( )f z ； 
步骤 3  根据 p( )f z 构造相应的友阵 C 并运用

Arnoldi 迭代求解友阵 C的 L 个大特征值； 
步骤 4  根据友阵C的L个大特征值求解出信

号 DOA。 

4  仿真实验 

为了验证本文所提出算法的有效性，用

MATLAB 进行计算及仿真实验。实验采用 8 阵元

ULA 阵列结构(即 = 8M )，阵元间距为半波长。信

号个数为 3(即 = 3L )，信号 DOA 为 o o o30 , 20 , 45− 。

蒙特卡洛试验次数为 300 次， =300, SNR=15 dBN ，

各算法对于信号DOA估计的均方误差(RMSE)定义

为 

( )
300 2

=1

1
RMSE =

300
i

i

−∑
�
θ θ        (29) 

其中， i
�
θ 为θ的第 i 次估计值。 

图 1 和图 2 分别给出了 Root-MUSIC 及 RD- 

Root-MUSIC 所构造多项式根的分布情况。由图 1 
和图 2 可见：Root-MUSIC 算法中的多项式 1( )f z 包

含了 1 = 7M − 对根，且每对根关于单位圆镜像对称

分布，本文所提出的 RD-Root-MUSIC 算法所构造

的多项式 ( )pf z 仅包含 1 = 7M − 个位于单位圆内或

单位圆上的根。因此，RD-Root-MUSIC 算法根的

个数相比于 Root-MUSIC 算法降低了一半。 
图 3、图 4 给出了谱分解门限、Arnoldi 迭代长

度和Arnoldi迭代次数 3个参数对RD-Root-MUSIC
算法性能的影响。由图可见谱分解门限越低算法精

度越高；当 Arnoldi 迭代长度较短时需要较多的重

复迭代次数使得算法具有较好的性能，当 Arnoldi
迭代长度较长时，少量迭代即使得算法拥有较优的

性能。但谱分解门限越低、Arnoldi 迭代长度越长、

Arnoldi 迭代次数越多计算量越大。由图 3 可见，谱

分解门限取 0.01 时算法均方误差较小。若门限取值

过大，会因谱分解过程误差较大对之后的 Arnoldi
迭代造成影响。由图 4 可见，当 Arnoldi 迭代长度

3k = , Arnoldi 迭代次数为 20 时，算法性能迅速变

好，再次增加迭代长度和迭代次数性能变化不大。

因此在后续的仿真实验中取谱分解门限为 0.01, 
Arnoldi 迭代长度为 3, Arnoldi 迭代次数为 20 次。 

图 5 给出了 Root-MUSIC 与仅经过谱分解的

RD-Root-MUSIC 的估计精度对比图。其中，谱分

解步骤中门限为 0.01。由图可见，两者具有相似的

性能。但经过谱分解的 RD-Root-MUSIC 仅需对

( 1)M − 阶多项式 p( )f z 进行求解，相比于 Root- 
MUSIC 求根多项式阶次降低一半。 

由图 6 可见，Root-MUSIC 算法与本文所提出

的 RD-Root-MUSIC 算法估计性能相近。其中，谱

分解算法门限为 0.01；Arnoldi 迭代长度为 3，
Arnoldi 迭代次数为 20 次。由于 Root-MUSIC 算法

需对阶次高达2( 1)M − 的多项式求根，而 RD-Root- 
MUSIC 所求多项式阶次仅为 k，因此，本文算法在

保持估计精度不下降的同时，有效降低了算法的计

算量。 

 

图 1  Root-MUSIC 算法根的分布       图 2  RD-Root-MUSIC 算法根的分布         图 3 谱分解门限对算法性能的影响 
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图 4  Arnoldi 迭代长度和迭代            图 5 不同信噪比下的算法性能分析 1       图 6 不同信噪比下的算法性能分析 2 

次数对算法性能的影响 

表 1 给出 Root-MUSIC，仅经过谱分解的 RD- 
Root-MUSIC, RD-Root-MUSIC 不同阵元数目下

300 次蒙特卡洛试验总时间的对比。其中，谱分解

算法门限为 0.01; Arnoldi 迭代长度为 3, Arnoldi 迭
代次数为 20 次。由表 1 可知，阵元数较大时，仅经

过谱分解把 2( 1)M − 阶多项式降低为 ( 1)M − 阶便

能很好地降低计算量，当阵元数很大时，RD-Root- 
MUSIC 充分展现出其优势。 

表 1 时间对比表(s) 

阵元数 Root-MUSIC 
谱分解的 RD- 

Root-MUSIC 
RD-Root-MUSIC

8  0.0613 0.5492 0.7568 

16  0.2191 0.7005 0.9066 

24  0.7377 0.8790 1.1770 

32  1.2570 0.9740 1.2345 

40  3.2270 1.2489 1.3299 

48  4.3221 1.4700 1.5171 

56  5.7380 1.7293 1.6961 

64  7.5172 2.1505 1.9503 

128 56.8214 9.1914 5.2872 

 

5  结论 

本文基于谱分解的思想，提出一种降阶求根

MUSIC 算法，即 RD-Root-MUSIC 算法。该算法把

2( 1)M − 阶求根多项式减少到( 1)M − 阶，有效降低

了多项式求根的复杂度。为进一步降低高阶多项式

求解的计算量，构造友阵并应用 Arnoldi 迭代计算

, < ( 1)L L M − 个感兴趣的根。仿真实验表明，RD- 

Root-MUSIC 算法具有与 Root-MUSIC 算法相似的

估计性能，且该算法在大阵元下相比于 Root- 

MUSIC 大幅降低了计算量，更能适应实时计算要

求。 
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