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Kempe 变换理论研究进展 
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摘  要：给定一个图G 及它的一个正常顶点着色 ,f G 中所有着两种颜色之一的顶点构成的顶点子集导出的子图称

为G 的一个 2-色导出子图，该 2-色导出子图的分支称为G 的一个 2-色分支。Kempe 变换是指将图G 的某个 2-色

分支实施颜色互换。自 1879 年 Kempe 引入 Kempe 变换用于证明四色猜想至今，众多学者从不同的角度对 Kempe

变换展开了研究。该文总结了 Kempe 变换的一些基本性质；对已有的一些重要成果进行了较为详细的综述；针对

Meyniel 定理，即每个平面图的所有 5-着色构成一个 Kempe 等价类，给出了一个新而简短的证明方法；提出了一

个与着色类型相关的问题，意在探索不同 Kempe 等价类之间的关系，以加深 Kempe 变换的研究。 
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Research Progress on the Theory of Kempe Changes 
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Abstract: Given a graph G  and a proper vertex coloring of G , a 2-coloring induced subgraph of G  is a 

subgraph induced by all the vertices with one of two colors, a component of a 2-coloring induced subgraph is called 

a 2-coloring component. To make a Kempe change is to obtain one coloring from another by exchanging the colors 

of vertices in a 2-coloring component. Since Kempe introduced Kempe changes in his false proof of the Four Color 

Theorem in 1879, many scholars devote to the research on Kempe changes from different points of view. The main 

contributions in this paper are as follows: (1) Some basic properties of Kempe changes are summarized; (2) A series 

of important results with regard to Kempe changes are to be reviewed and analyzed in detail; (3) Another novel and 

more brief proof method of Meyniel Theorem, that all 5-colorings of a planar graph are Kempe equivalent, is given 

out; (4) A problem related with types of colorings is proposed here, which intends to explore the relationships 

between different Kempe equivalent classes, and thus contributes to the further study. 
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1  引言  

本文所言之图皆指有限简单无向图。对于给定

图G ，分别用 ( )V G , ( )E G , ( )Gd v , ( )GN v 和 ( )GN v

来表示图G 的顶点集，边集，顶点v 的度数，顶点v
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的邻域 (即与顶点v 相邻的所有顶点构成的集合)和
顶点v 的闭邻域(即与顶点v 相邻的所有顶点和v 构

成的集合)，可分别简记为V ,E , ( )d v , ( )N v , ( )N v 。

图G 的阶是 ( )V G 中元素的个数 ( )V G 。若V' V⊆ , 
E' E⊆ ，且E' 中每条边的两个端点均在V ′中，则

称图 ( ),H V' E'= 是图G 的一个子图。在子图H 中，

如果对于 ( ),u v V H∀ ∈ , ,u v 在G 中相邻当且仅当

它们在图H 中相邻，则称H 为G 的一个由V' 导出的

子图，记为 [ ]GV' 。对于点不交的两个图G , H ，若

将图G 中的每个顶点与图H 中的每个顶点相连，则

得到的新图称为图G 与图H 的联图，记为G H∨ 。

用 nK 表示n -阶完全图。平凡图 1K 与n 阶圈 nC 的联
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图 1nC K∨ 称作轮图 nW (图 1 分别列出了轮图 3,W  

4 5,W W )，其中 nC 称为 nW 的轮圈； 1K 的顶点称为该

轮的轮心。若 1( ) { }V K x= ，则有时也把 nW 的圈 nC

用 xC 来表示。若图G 的所有顶点的度数都为k ，则

称图G 是k -正则图。3-正则图也称为立方图。  

 

图 1  3 个最小的轮图 

图G 的一个正常k -边着色，简称为k -边着色，

是指从图G 的边集E 到颜色集 ( ) { }1,2, ,C k k= " 的

一个映射 f ，满足对任意的相邻的两条边 ,e e' ，有

( ) ( )f e f e'≠ 。图G 的边色数，记作 ( )' Gχ ，是指满

足图G 有一个k -边着色的最小数值k 。若两种边着

色可通过颜色互换达到对方，则这两种边着色是相

同的。G 的所有k -着色构成之集记作 ( )kC G 。 
设G 是一个k -可着色的图， f 是它的一个k -着

色， { }1,2, ,k" 为颜色集。用 f
itG 表示在 f 下，G 中

所有着颜色 i 与颜色 t 的顶点构成的顶点子集导出

的子图，并称之为 2-色导出子图，其中， , 1,i t =  
2, ,k" , i t≠ 。在不致混淆的情况下，用 itG 来代替

f
itG ; f

itG 中的分支也称为 it -分支或 2-色分支。 
设G 是一个k -边着色的图， f 是它的一个k -边

着色，{ }1,2, ,k" 为颜色集。用 'f
itG 表示在 f 下，G 中

所有着颜色 i 与颜色 t 的边构成的子图，并称之为 2-
边色导出子图，其中， ,i t = 1,2, ,k" , i t≠ 。在不

致混淆的情况下，用 itG ′ 来代替 'f
itG ; '

itG 中的分支也称

为 it -边分支或 2-边色分支。 
Kempe [1]变换，简称为 K-变换，是指将图G 中

某个 2-色分支实施颜色互换，并保持其余顶点着色

不变。设 ( ), kf f' C G∈ ，若从 f 出发，通过若干次

Kempe 变换可获得 f' ，则称 f 与 f' 是 Kempe 等价

的，简称为 K-等价的。图G 的基于 f 的 Kempe [2]

等价类是指所有与 f 互为Kempe等价的着色构成之

集，记作 ( )fF G 。文中用 ( ),G kκ 表示图G 的所有k -
着色构成的 Kempe 等价类数目。 

图G 的线图，记作 ( )L G ，是顶点集合为 ( )E G 的

图，其中两个顶点相连的充要条件是它们在G 中为

相连的边。显然， ( )L G 的顶点着色等同于图G 的边

着色，因此，对 ( )L G 实施一次 K-变换相当于在G 中

对某个 2-色边分支实施颜色互换。 

如果一个图能画在平面上使得它的所有边仅在

端点相交，则称这个图为可平面图。可平面图G 的

这样一种画法称为G 的一个平面嵌入。显然，G 的

任意平面嵌入与G 同构。通常，我们把可平面图的

平面嵌入称为平面图。极大平面图是指在任意一对

不相邻的顶点之间添加一条边便可破坏其平面性的

平面图。因此，极大平面图的每个面的边界为三角

形，也称为三角剖分图。对于未提及的概念与记号，

可参阅文献[2]。 
K-变换始于 1879 年律师兼数学家 Kempe 的工

作，他在著名的四色猜想的证明中首次引入了 K-变
换的方法。尽管该工作在时隔 11 年后被 Heawood[3]

否定，并给出了图论中第 1 个最著名的例图
   

 
Heawood 反例图(如图 2 所示)，K-变换至今都被认

为是图着色理论中的一个最基本的且极其有用的研

究工具。Heawood[3]就是利用 K-变换的思想，非常

简短地证明了五色定理。在应用方面，K-变换也是

时间表[4]，理论物理[5,6]，以及 Markov 链[7]等领域中

的一个强有力的工具。故长期以来，有众多学者从

不同的角度对 K-变换展开了研究，如基于顶点着色

的 K-变换，基于边着色的 K-变换，基于着色的重

构图等。 

 

图 2 图论中第 1 个最著名的反例图 

本文首先介绍了 K-变换的一些基本性质；然后

分别从基于顶点着色的 K-变换，基于边着色的 K-
变换，基于着色的重构图等角度对已有的 K-变换的

一些重要成果进行了较为详细的综述，并相应地进

行了一定的评述；针对 Meyniel 定理，即每个平面

图的所有 5-着色构成一个 Kempe 等价类，给出了一

个新而简短的证明；最后提出了一些与着色类型相

关的问题，这些问题意在探索不同 Kempe 等价类之

间的关系，希望有助于对 K-变换的深入研究。 

2  K-变换的基本性质 

根据 K-变换定义可知，K-变换本质上是一种导

色运算。设G 是一个k -色图，f 是它的一个k -着色。

在 f 下，对G 的某个 2-色分支实施 K-变换，很可能
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得到一个与 f 不同的k -着色。 
例如，从如图 3(a)所示图G 的着色 1f 出发，对

粗线边所示的23-分支实施K-变换，可得到如图3(b)
所示的着色 2f ；对图 3(a)中粗线顶点所在 24-分支实

施K-变换，可得到如图 3(c)所示的着色 3f ；对图 3(b)
中粗线边所示24-分支实施K-变换，可得到如图3(d)
所示的着色 4f ；对图 3(d)中粗线顶点所在 23-分支

实施 K-变换，可得到如图 3(e)所示的着色 5f ；对图

3(e)中粗线顶点所在 34-分支实施 K-变换，可得到如

图 3(c)所示的着色 3f ，由此，便导出了G 的所有 4-
着色。 

当然，从某个着色出发，通过 K-变换并不一定

总能获得一个与之不同的新着色。若G 是一个 4-可
着色图， f 是G 的一个 4-着色，且基于 f 的G 中仅

含 6 个 2-色分支，则无论对哪个 2-色分支实施 K-
变换，其结果均等同于对 f 中的两种颜色实施置换。

设G 是一个k -可着色图， f 是G 的一个k -着色，若

从 f 出发，存在一种 K-变换，得到另一个与之不同

的着色，则称基于 f 的G 是可 K-变换的。 

定理 1  设G 是一个k -可着色图， f 是G 的一

个k -着色。基于 f 的G 不是可 K-变换的当且仅当在

f 下，G 共有 ( )1 /2k k − 个 2-色分支。 

证明  充分性。由于 f 是G 的一个k -着色，故G

共有 ( )1 /2k k − 个 2-色导出子图。又因为在 f 下，G

共有 ( )1 /2k k − 个 2-色分支，故G 的每个 2-色导出

子图是连通的，故在 f 下对G 实施一次 K-变换仅仅

是对 f 中的两种颜色实施置换，即基于 f 的G 不是

可 K-变换的，结论成立。 

必要性。因为基于 f 的G 不是可 K-变换的，则

G 的每个 2-色导出子图是连通的，故在 f 下，G 共

有 ( )1 /2k k − 个 2-色分支。                 证毕 
即使基于某个着色 f 的图G 是可 K-变换的，但 

也往往不一定能够从 f 出发通过一系列的 K-变换导 
出G 的所有着色。设G 是一个k -色图，若G 的所有

k -着色是 K-等价的，则称G 为 Kempe 图。 
设H 是图G 的一个子图， f 是G 的一个着色。

我们用 ( )f H 表示 H 在 f 着色下的颜色集，用

{ }1,2, ,k" 表示G 的颜色集。若 { }, 1,2, ,i t k∃ ∈ " ，使

得 f
itG 中含圈，则称 f 为圈着色，并称G 为可圈着色

的；反之，若 { }, 1,2, 3, 4i t∀ ∈ , f
itG 中均无圈，则称 f

为图G 的树着色，并称G 为可树着色的；若G 是可

树着色，但非可圈着色，则称G 为纯树着色的；若G

是可圈着色，但非可树着色，则称G 为纯圈着色的；

若G 既是可圈着色，又是可树着色，则称G 为混合

型着色的。设C 是G 的一个偶圈，若 ( )ff' F G∀ ∈ ，

均有 ( )| |=2f' C ，则称C 为 f 的一个 2-色不变圈，并

称 f 是G 的一个 2-色不变圈着色。 
     设G 是一个 4-可着色的非 Kempe 平面图，

( )4f C G∈ 。若 f 是G 的一个树着色，则将等价类

( )fF G 称为树型 Kempe 等价类；若 f 是G 的一个

2-色不变圈着色，则将等价类 ( )fF G 称为圈型

Kempe 等价类；若 f 是G 的一个圈着色，且不为 2-
色不变圈着色，则将等价类 ( )fF G 称为循环圈型

Kempe 等价类。 
对于 4-色非 Kempe 极大平面图，Kempe 等价

类要么为树型，要么为圈型，要么为循环圈型，且

这 3 种类型可同时存在于一个极大平面图的 4-着色

集中[8]。如图 4 所示的极大平面图，从 1f 出发，通过

K-变换能够导出 2 3 5 6, , ,f f f f ，但不能导出 4 7,f f ，其根

本原因是 4 7,f f 均是 2-色不变圈着色，且它们在同一

个圈型 Kempe 等价类中，而 2 3 5 6, , ,f f f f 在同一个循

环圈型 Kempe 等价类中。 
如图 5(a)所示的图是正二十面体，其共有 10 个

4-着色，且均为树着色(如图 5(a)-图 5(j)所示)，故 

 

图 3 阶数最小的度数 4≥ 的 4-色极大平面图所有着色 
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图 4  一个 10-阶极大平面图及它的所有 4-着色 

 

图 5 正二十面体和它的所有 4-着色 

该图的 4-着色集构成 10 个 Kempe 等价类。若通过

某种运算，能够从一个 Kempe 等价类的某个着色出

发，导出另外一个 Kempe 等价类的某个着色，则自

然能够解决四色猜想和唯一 4-色平面图猜想。 
值得一提的是，对于有些k -可着色图G ，它有

( , ) 1G kκ = ，但 ( , +1)G kκ 不一定为 1[9]。 
定理 2[9]  对于任意的两个整数 ,l k ，其中 3l ≥ , 

k l> ，存在一个色数为 l 的图G ，使得 ( ), 1G lκ = , 
( ), 1G kκ > 。 

如图 6 所示的 6-正则图G ，它仅含一个 3-着色，

记为 f ，且 ( )ijf v i= ，其中 { }1,2, 3i = , { }= 1,2, 3, 4j ，

因此 ( ), 3 1Gκ = 。另外，G 有一个 4-着色 f' ，使得 

 

图 6  一个 12-阶的 6-正则图 
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( )ijf' v j= 。则在 f' 下，G 的所有 2-色导出子图是连

通的，即基于 f' 的G 不是可 K-变换的，因此

( ), 4 1Gκ > 。 

3  基于顶点着色的 K-变换 

K-变换是攻克 4-色猜想的一个非常有力的工

具，尽管还没有成功，但是在研究过程中得到了许

多可以借鉴的思想和结论。另外，K-变换不仅局限

于平面图，在一般图上也有深入的研究，并得到了

一些很好的结果。在基于顶点着色的 K-变换方面，

其相应的研究成果主要表现在如下 4 个方面：一是

平面图的 Kempe 等价性研究；二是非平面图的

Kempe 等价性研究；三是完美图的 Kempe 等价性

研究；四是正则图的 Kempe 等价性研究。 
自 Kempe 引入 K-变换之后[2]，Fisk 是首先对

K-变换进行研究的学者。他在 1977 年文献[10]中证

明了如下结论： 
定理 3[10]  设G 是 3-可着色的极大平面图，则

( ), 4 1Gκ = 。 
由 Fisk[10]给出的上述结论可知，对于任意一个

3-可着色的极大平面图G ，从G 的任意一个 3-着色

或 4-着色出发，均可通过 K-变换的方法导出G 的所

有 4-着色(包括 3-着色)。而对于 4-色平面图，往往

不能通过 K-变换的方法，由一个 4-着色导出另一个

4-着色。文献[8]对 4-色非 Kempe 平面图的 Kempe
等价性进行了深入剖析，并对上述问题予以了解释。 

设G 是一个 4-色平面图， ( )4f C G∈ ,C 是G 的

一个圈，满足C 上的任意两个顶点在C 的内部和外

部均无连边， ( ) { }1,2f C = 。设 ,x y 是C 上的一对同

色顶点，把从顶点 x 到顶点 y 之间的一条顶点数

3≥ ，且非颜色 1 与颜色 2 构成的 2-色路 ( ),P x y 称

为圈C 的一个 2-色耳。基于此，文献[8]指出，导致

一个平面图的两个4-着色是K-等价的关键子图为2-

色耳。 ( )4f C G∀ ∈ ，若 f 是一个树着色，则 f 不含

2-色圈，故也不存在 2-色耳，因而 f 与 ( )4 /C G f 中

的任意着色均不是 K-等价的。此外，当 ( )4f C G∈ 是

一个圈着色时， f 也不一定能够通过 K-变换导出任

意一个给定的圈着色。原因是G 可能同时含有圈型

和循环圈型 Kempe 等价类，或者含有多个圈型或循

环圈型 Kempe 等价类。对于 4-色非 Kempe 极大平

面图，文献[8]指出，Kempe 等价类可分为树型，圈

型和循环圈型，且这 3 种类型可同时存在于一个极

大平面图的 4-着色集中。 

尽管对于 4-色平面图，其所有 4-着色可能构成

多个 Kempe 等价类，但 Meyniel[11]对基于 5-着色的

平面图的 Kempe 等价类进行了研究。 

定理 4 (Meyniel 定理[11])  设G 是一个平面图，

则 ( ), 5 1Gκ = 。 
由 Meyniel 定理可知，对于任意的 4-可着色平

面图G ，从G 的一个 5-着色出发，一定可通过 K-
变换的方法得到G 的一个 4-着色。该结论似乎也为

四色猜想的证明提供了一个思路。对于任意的一个

平面图G ，从G 的一个 5-着色出发，若我们能够给

出一个确切的 K-变换过程，由此导出G 的一个 4-
着色，则自然证明了四色猜想。 

Mohar[9]和 Vergnas[12]等人后来分别对 Meyniel
定理给予了一定的扩展，获得了如下结论： 

定理 5[9]  设G 是一个平面图，k 是一个整数。

若 ( )G kχ < ，则 ( ), 1G kκ = 。 
定理 6[12]  设G 是一个不可收缩至 5K 的简单

图，则 ( ), 5 1Gκ = 。 
由五色定理知，任意一个平面图是 5-可着色的，

故结合定理 4 和定理 5，可直接推出下述： 
定理 7  设G 是一个平面图，k 是一个整数。若

5k ≥ ，则 ( ), 1G kκ = 。 
基于定理 6，对非平面图的Kempe等价性研究，

仅需再考虑不可收缩至 3,3K 的这一类简单图的情

形。 

设S 是 ( )V G 的一个子集，若由S 导出的子图是

一个完全图，则S 称为G 的一个团。如果G 中不包

含适合 | |S' S> 的团S' ，则称S 为G 的一个最大团。

G 的最大团的规模记作 ( )Gω 。若图G 的每个导出子

图H 均满足 ( ) ( )H Hχ ω= ，这称G 为优美图。设

( ),u v V G∈ , u v≠ 。若 ,u v 间的任意一条路满足路

长为偶数，则称 ,u v 构成一个偶对。对 ,u v 实施缩点

运算是指：在图G 中，用一个新的顶点来替代u 和

v ，使得G 中原来与 ,u v 相邻的顶点变成与该新的顶

点相邻。在图G 中对 ,u v 实施缩点运算后，将所得

之图记作 uvG 。若存在一个图序列 0 1, , , sG G G" ，其

中，每个 iG ( 1,2, ,i s= " )是通过在 1iG − 中对一个偶

对实施缩点运算得到， 0G G= , sG 是一个完全图，

则称图G 是偶可收缩的。若图G 的每个导出子图是

偶可收缩的，则称G 是完全可收缩的。Bertschi[13]

研究了优美图的 Kempe 等价性问题，并发现了优美

图中存在一类k -可着色图满足其所有k -着色是 K-

等价的，即： 

定理 8[13]  设G 是一个完全可收缩图。则G 是

优美图，且若整数 ( )k Gχ≥ ，则有 ( ), 1G kκ = 。 
正则图的 Kempe 等价性问题也是 K-变换领域

中的研究热点。Mohar 猜想所有的非完全k -正则图

的所有 k -着色构成一个 Kempe 等价类，其中
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3k ≥ (以下称为 Mohar[9]猜想)。但 Mohar 未能给出

证明。 
2015 年，Feghali 等人 [14]证明了 Mohar 猜想在

3k = 时，除 4K 或三角柱外，3-正则图的所有 3-着
色是 K-等价的。K-变换的最新成果是，Bonamy 等

人[15]证明了 Mohar 猜想在 4k ≥ 时是成立的。 
以上是基于顶点着色的 K-变换的研究进展，可

以看出，所得结果基本上都是针对某一个特定的图

类，要想给出一个图是 Kempe 图或非 Kempe 图的

充要条件，目前看来是极其困难的。这些问题对于

图论着色研究者来说，是一件非常有趣而意义重大

的工作。 

4  基于边着色的 K-变换 

设G 是一个k -边着色的图， f 是它的一个k -边

着色， { }1,2, ,k" 为颜色集。基于边着色的 Kempe

变换，简称为 K-变换，是指将图G 中某个 2-色边分

支实施颜色互换，并保持其余边的着色不变。设

( ), kf f' C G∈ ，若从 f 出发，通过若干次 K-边变换

可获得 f' ，则称 f 与 f' 是 Kempe 等价的，简称为

K-等价的。图G 的基于边着色 f 的 Kempe 等价类是

指所有与 f 互为 K-等价的着色构成之集，记作

( )f
EF G 。文中用 ( ),E G kκ 表示图G 的所有 k -边着色

构成的 Kempe 等价类数目。用 ( )L G 表示G 的线图，

则有 ( , ) ( ( ), )E G k L G kκ κ= 。 

在基于边着色的 K-变换中，也有一些很好的工

作。Mohar 对任意给定图G 的边着色的 Kempe 等

价性进行了研究，得到了一个图在何种情况下有

( ), 1E G kκ = 的一般性结论。 

定理 9[9]  设G 是一个图，其边色数为 ( )' Gχ 。

若整数 ( ) 2k ' Gχ≥ + ，则 ( ), 1E G kκ = 。 

同时，Mohar 还研究了一个图的最大度Δ与它

的基于边着色的 Kempe 等价性的关系，并得到如下

结论： 

定理 10[9]  若G 是一个最大度 3Δ ≤ 的图，则

( ), 4E Gκ =1；若G 是一个最大度为Δ的 2-部图，整

数 +1k Δ≥ ，则 ( ),E G kκ =1。 

针对立方 2-部图，Mohar 提出了一个开放性问

题：哪些立方 2-部图(Cubic Bipartite Graphs)满足

其所有 3-边着色构成一个 Kempe 等价类[9]？随后，

Mcdonald 等人[16]和 Belcastro 等人[17]分别对此问题

继续展开了研究。其中，Mcdonald 等人首先对定理

10 进行了扩展，即： 

定理 11[16]  若G 是一个最大度 3Δ ≤ 的图，则

( , 1) 1E Gκ Δ+ = ；若G 是一个最大度 4Δ ≤ 的图，

则 ( , 2) 1E Gκ Δ+ = 。 
此外，Mcdonald 等人还研究了什么样的图满足

( , 1) 1E Gκ Δ+ = ，有下述结论： 
定理 12[16]  若G 是一个最大度为Δ的图，且

( , 1) 1E Gκ Δ+ = ，则 3Δ ≤ 。 
Belcastro等人找到了一类满足其所有 3-边着色

构成一个 Kempe 等价类的立方 2-部图，即 
定理 13[17]  每个边色数为 3 的平面立方 2-部图

G ，有 ( ), 3 1E Gκ = 。 
另外，文献[16]还指出，存在使得 ( ), 3 1E Gκ > 的

3-边可着色的非平面立方 2-部图G 。 
以上是基于边着色的 K-变换的研究进展。由于

四色猜想等价于判断每个 2-边连通立方平面图是否

为 3-边可着色，故基于边着色的 K-变换的主要研究

对象是最大度 3Δ ≤ 的图。但从目前已有的结果来

看，已有的基于边着色的 K-变换的结论还是非常稀

少，也没有给出一般的 2-边连通立方平面图的

Kempe 等价性情况，要解决此问题是非常困难的。

正如前面所述，K-变换是图着色理论中的一件最基

本而又强大的工具，其与四色猜想息息相关。有关

K-变换的每一项新结论的出现，都可能进一步缩小

四色猜想的研究范围。 

5  基于着色重构图的 K-变换 

图G 的k -色重构图，记作 ( )kP G ，其顶点集为G

的所有k -着色构成的集合，两个k -着色相连边当且

仅当它们在G 中仅有一个顶点着不同颜色。若

( )kP G 是连通的，则称图G 是k -混合的。研究k -色
重构图的主要目的是，判断给定一个图G 是否为k -
混合的[18]，这是着色的重新配置问题，属于组合问

题。在 k -色重构图 ( )kP G 方面，Cereceda[19,20]做了

比较多的工作。下面先介绍一个基本的事实。 
定理 14[19]  若图G 的色数 { }2, 3k ∈ ，则 ( )kP G

不连通；若图G 的色数 4k ≥ ，则存在使得 ( )kP G 连

通的G ，也存在使得 ( )kP G 不连通的G 。 
判定一个 3-可着色图是否为 3-混合的是 P-问 

题[20]；判定一个 ( )4k ≥ -可着色图是否为k -混合的是

PSPACE-完全问题[21]。一个图G 的混合数 ( )m G ，

是满足下述条件的最小值：对于任意的 k ≥ ( )m G , 
G 是 k -混合的。对于任意图的混合数，Jerrum[22]

给出了一个上界，即： 
定理 15[22]  设图G 的最大度为Δ，则G 的混合

数 ( ) 2m G Δ≤ + 。 
若图G 的任意子图均有度数 d≤ 的顶点，则称

G 为d -退化图。一个k -混合图G 的k -重着色直径是
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指 k -色重构图 ( )kP G 的直径，将G 的树宽记为

( )tw G 。Cereceda[23]证明了存在 ( )m G 比使图G 为k -
混合的最小k 值任意大的情况，且对于一个k -退化

的图G ，若 ( )tw G k= ，则G 是 ( 2)k + 混合的。

Bonamy和Bousquet两人[24]在该结论基础上做了进

一步的研究，证明了对于任意的图G ，若 k ≥  

( ) 2tw G + ，则它的k -重着色直径 2(2 )n n≤ ⋅ + 。 
给定一个正整数k ，一个k -可着色的n -阶图G

称为k -色稠的，如果下列条件之一成立： 
(1)G 是不相交的团的并，每个团至多含k 个顶

点； 
(2)G 有一个割集 S ,G S− 有两个连通分支D

和 , , D' u D v D'∈ ∈ ，满足： 
(a)| | 1D = 或 | |D S k≤∪ ； 
(b) ( )S N v⊆ ； 
(c)对G 中的 ,u v 实施缩点运算后所得之图G'

是k -色稠的。 
Bonamy 和 Johnson 等人[25]引入了k -色稠的概

念，并对k -色稠图的着色重构图予以了研究，得到

了如下结论： 
定理 16[25]  设G 是一个 k -色稠图，整数

1l k≥ + 。则G 的 l -色重构图 ( )lP G 是连通的，且

( )lP G 的直径为 2(| | )O V 。 
另外，Bonamy和Johnson等人[25]发现了两类k -

色稠图，即所有的 ( )1k ≥ -可着色弦图属于 k -色稠

图，所有的弦 2-部图属于 2-色稠图；对于任意的

2k ≥ ，均存在一个k -可着色弦图G ，使得其对应的

( )1k + -色重构图 ( )1kP G+ 的直径为 2(| | )VΘ 。 
Feghali 和 Johnson 等人[26]研究了k 值与 ( )kP G

连通性之间的关系，得到了下述结论： 
定理 17[26]  设G 是一个最大度为Δ的图，k 为

整数。则： 
(1)当k Δ≤ 时， ( )kP G 可能不连通，且 ( )kP G 的

某个连通分支具有超多项式直径； 
(2)当 1k Δ= + 时， ( )kP G 含孤立顶点，且最多

有一个直径为 2( )O n 的分支； 
(3)当 2k Δ≥ + 时， ( )kP G 是连通的，且直径为

2( )O n ； 
(4)当 k Δ> 时，若G 不是完全图、奇圈或

1k Δ= + 的Δ -正则图，则从G 的一个k -着色出发，

最多通过 2( )O n 的 K-变换(每次 K-变换只改变G 中

一个顶点的颜色，且仅使用初始的k 个颜色)，可得

到一个Δ -着色。 
此外，文献[26]还关注了判断两个顶点在 ( )kP G

中是否连通的困难程度问题。对于一个最大度为Δ
的图G ，判定它的两个k -着色是否在 ( )kP G 的同一

个分支上，当 3k = 时，其时间复杂度为 2( )O n ，当

4 ( )k GΔ≤ ≤ 时，其为 PSPACE-完全问题，当

( ) 1k GΔ= + 时，其时间复杂度为 ( )O n ，当 k ≥  

( ) 2GΔ + 时，猜想其时间复杂度为 (1)O [26] 。

Bousquet 等人[27]也研究了此类问题，证明了对于平

均最大度远小于d 的图G ，它的任意两个( 1)d + -着
色可通过着色数的多项式倍数次的 K-变换(每次 K-
变换只改变G 的一个顶点颜色)达到对方。 

文献[8]定义了σ -运算与 σ -特征图。 σ -运算的

对象图是平面图，一次σ -运算等同于若干次的 K-
变换。设C 是平面图G 的一个无弦圈， ( )4f C G∈ ，

若 ( ) {1,2}f C = ，则 f 关于C 的σ -运算，记作 ( , )f Cσ ，

是指：将C 内所有颜色 3 与颜色 4 的顶点颜色互换，

同时保持其它顶点着色不变。针对σ -运算给出的σ -
特征图，可使得在给定一个平面图情况下，更加直

观地确定各个着色之间的关系。设G 是一个 4-色平

面图。G 的σ -特征图，记作 4Gσ ，其顶点集为G 的

所有 4-着色， 4( )V Gσ 中两个顶点相邻当且仅当它们

在G 中可通过一次σ -运算到达对方。由此定义，G

的σ -特征图即为G 的 4-色重构图的母图。 4Gσ具有

如下性质： 

定理 18[8]  设G 是一个 4-色平面图， 4Gσ是它的

σ -特征图。则： 

(1) 4Gσ中任一顶点
4

, ( )Gf d f kσ = 的充分必要条件

是 f 中含k 个 2-色圈； 

(2) 4Gσ不含三角形； 

(3) 4Gσ 中任意一对相邻顶点的度数不可能是 1

和 2。 

研究一个图的 k -色重构图或 σ -特征图是很有

现实意义的。例如，给定一个图G 及它的一个着色，

能够从该着色出发导出G 的任意的其它着色是使用

Glauber 动力模型实现着色采样的先决条件。此外，

无线通信网络中的无线电频率分配问题也通常被模

型化为图着色问题，即无线通信网络中的频率重新

分配问题可视为图的重新着色问题。 

6  Meyniel 定理的另一种证明方法 

1978 年，Meyniel 证明了任一平面图的所有 5-

着色构成一个 Kempe 等价类，即所谓的 Meyniel

定理，并发表于 Journal of Combinatorial Theory, 

Series B [11]，这也是目前为止 Kempe 变换中最漂亮

的结论之一。本节中，我们给出了 Meyniel 定理的

一个新的更简短的证明方法。 

定理 19  每个极大平面图的所有 5-着色构成一
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个 Kempe 等价类。 
证明  设G 是一个极大平面图，由 Heawood 给

出的五色定理 [3]知，G 有一个 5-着色。设 n =  

( )| |V G ，对n 实施数学归纳。 
阶数最小的极大平面图G 为一个三角形，如图

7(a)所示，即n =3，此时 ( ), 5 1Gκ = 。当n =4 时，

G 为 4K ，如图 7(b)所示，结论显然成立。假设当

4n ≥ 时，结论均成立，考察 ( ) 1V G n= + 的情况。

由于 ( )3 5Gδ≤ ≤ ，故下面分 3 种情况讨论。 

 

图 7 定理 19 证明示意图 

情况 1  ( ) 3Gδ = ； 
设 ( )x V G∈ , ( ) 3Gd x = ，如图 7(b)所示。由于

G x− 是 极 大 平 面 图 ， 故 由 归 纳 假 设 知 ，

( ), 5 1G xκ − = 。又由于 ( ) 3Gd x = ，故有 ( ), 5 1Gκ = 。 
情况 2  ( ) 4Gδ = ； 
设顶点 ( )x V G∈ , ( ) 4Gd x = , 1 2( ) { , ,N x v v=  

3 4, }v v ，如图 8(a)所示。删除顶点x ，并将 2 4,v v 收

缩为一个新顶点(记为 2
4v )，且使原来与 2 4,v v 相邻的

顶点变成与 2
4v 相邻，所得之图记作G ′，如图 8(b)

所示。则由归纳假设知 ( ,5) 1Gκ ′ = ，故对于G ，所

有使得 2 4,v v 着相同颜色的 5-着色构成一个 Kempe
等价类。同理，在G 中，所有使得 1 3,v v 着相同颜色

的 5-着色构成一个 Kempe 等价类。 
在G 中，删除顶点x ，并使 2 4,v v 连边，所得之

图记作G'' ，如图 8(c)所示。则由归纳假设知

( ,5) 1G''κ = ，故对于G ，所有使得 2 4,v v 着不相同颜

色的 5-着色构成一个 Kempe 等价类。同理，在G 中，

所有使得 1 3,v v 着不相同颜色的 5-着色构成一个

Kempe 等价类。 
若 ( ) ( )5 5f C G f C G′∃ ∈ ∧ ∈ ， 使 得 ( )1f v ≠  

( )3f v , ( ) ( )1 3f v f v′ ′= ，且 f 与 f ′是 K-等价的，则

自然有 ( ), 5 1Gκ = 。同理，若 ( )5g C G g ′∃ ∈ ∧ ∈  

( )5C G ，使得 ( ) ( )2 4g v g v≠ , ( ) ( )2 4g v g v′ ′= ，且 g 与 
g ′是 K-等价的，则有 ( ), 5 1Gκ = 。 

下面假设对于任意使得 1 3,v v 着不相同颜色的

( )5f C G∈ ，以及对于任意使得 1 3,v v 着相同颜色的

( )5f C G′ ∈ , f 与 f ′不是 K-等价的；且对于任意使

得 2 4,v v 着不相同颜色的 ( )5g C G∈ ，以及对于任意

使得 2 4,v v 着相同颜色的 ( )5g C G′ ∈ , g 与 g ′不是 K-
等价的。 

不妨设 ( )1 1f v = , ( )3f v =2，则在 f 下， 1 3,v v 之

间必然存在一条 12-路，如图 8(d)所示。若 ( )2f v  

( )4f v≠ ，则 ( )5f C G′∃ ∈ ，使得 ( )2f v′ =  ( )4f v′ ，

且 f 与 f ′ 是 K-等价的，与上述假设矛盾；若

( ) ( )2 4f v f v= ， 则 ( )5f C G′∃ ∈ ， 使 得 ( )2f v′ ≠  

( )4f v′ ，且 f 与 f ′是 K-等价的，与上述假设矛盾。 
情况 3  ( ) 5Gδ = ； 
设 ( )x V G∈ , ( ) 5Gd x = , { 1 2 3 4( ) , , , ,N x v v v v=  

}5v ，如图 9(a)所示。删除顶点x ，并将 2 5,v v 收缩为

一个新顶点(记为 2
5v )，且使原来与 2 5,v v 相邻的顶点

变成与 2
5v 相邻，所得之图记作G ′，如图 9(b)所示。

则由归纳假设知 ( ,5) 1Gκ ′ = ，故对于G ，所有使得

2 5,v v 着相同颜色的 5-着色构成一个Kempe等价类。

同理，在G 中，所有使得{ }1 4,v v , { }1 3,v v , { }2 4,v v 或

{ }3 5,v v 中的顶点对着相同颜色的 5-着色构成一个

Kempe 等价类。 

下面假设 ( ) ( )5 5f C G f C G′∀ ∈ ∧ ∈ ，若 ( )1f v  

( )4f v= , ( ) ( )1 4f v f v′ ′≠ ( 或 ( ) ( )1 3f v f v= , ( )1f v′  

( )3f v′≠ ； 或 ( ) ( )2 4f v f v= , ( ) ( )2 4f v f v′ ′≠ ； 或

( ) ( )2 5f v f v= , ( ) ( )2 5f v f v′ ′≠ ；或 ( ) ( )3 5f v f v= , 

( ) ( )3 5f v f v′ ′≠ )，则有 f 与 f ′不是 K-等价的。 

不妨设 ( )5f C G∈ , ( )1 1f v = , ( )3f v =2。由假设

知，在 f 下， 1 3,v v 之间存在一条 12-路。分如下 3 

种情况讨论。 

情况 3.1  ( )4 1f v ≠ , ( )5 2f v ≠ ；如图 9(c)所示。 

若 ( ) ( )2 5f v f v≠ ，则 ( )5f C G′∃ ∈ ，使得 ( )2f v  

= ( )5f v ，且 f 与 f ′是 K-等价的，与上述假设矛盾；

若 ( ) ( )2 5f v f v= ，则 ( )5f C G′∃ ∈ ，使得 ( )2f v ≠  

( )5f v ，且 f 与 f ′是 K-等价的，与上述假设矛盾。 

 

图 8 定理 19 证明示意图 
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图 9 定理 19 证明示意图 

情况 3.2  ( )4 1f v = , ( )5 2f v ≠ ；或 ( )4 1f v ≠ , 

( )5 2f v = ；  
假设 ( )4 1f v = , ( )5 2f v ≠ ( ( )4 1f v ≠ , ( )5 2f v =

的证明过程与之类似)，如图 9(d)所示。若 ( )2f v ≠  

( )5f v ，则 ( )5f C G′∃ ∈ ，使得 ( ) ( )2 5f v f v= ，且 f 与

f ′ 是 K-等价的，与上述假设矛盾；若 ( )2f v =  

( )5f v ，则 ( )5f C G′∃ ∈ ，使得 ( ) ( )2 5f v f v≠ ，且 f 与

f ′是 K-等价的，与上述假设矛盾。 
情况 3.3  ( )4 1f v = , ( )5 2f v = ； 

对此情况，不妨设 ( ) 3f x = , ( )2 4f v = ，如图

9(e)所示。由假设可推出， 2v 与 5v 之间存在一条 24-

路，对G 中所有 14-分支实施颜色互换，所得着色仍

记作 f ，如图 9(f)所示。于是在 f 下， 2v 与 5v 之间

存在一条 12-路， ( ) ( )1 4 4f v f v= = 。此时， 1 4,v v 在

45G 中不连通，对 1v 所在 45-分支实施 K-变换，所得

着色记 f ′。由于 ( ) ( )1 4f v f v′ ′≠ ，且 ,f f ′是 K-等价

的，这与上述假设矛盾。 

综上所述，本定理成立。 

定理 20[9]  设 G 是图 iG 的子图， 1 2, c c� � 是 iG 的两

个 r-着色， ic 是 ic� 在 G 上的限制， 1,2i = 。若 1 2, c c� �

是 K-等价的，则 1 2, c c 是 K-等价的。 

定理 19 证明了每个极大平面图的所有 5-着色

构成一个 Kempe 等价类。由定理 20 可知，若一个

图G 的所有k -着色是互为 K-等价的，则G 的任意子

图的所有k -着色是互为 K-等价的，故可直接推出：

每个平面图的所有 5-着色构成一个 Kempe 等价类，

即 Meyniel 定理成立。 

7  结束语 

研究 K-变换的主要目的之一是确定一个图的

着色的 Kempe 等价类数，或者，确定整数k 值要多

大时，其所有k -着色构成一个 Kempe 等价类。到

目前为此，给出色数为k 的图满足其所有k -着色互

为 K-等价的充分必要条件仍是十分困难的，甚至，

针对某一特定类型的图，确定它们的 Kempe 等价类

数目也十分困难。研究 K-变换的另一个主要目的是

通过 K-变换导出一个图的其它着色。这与四色猜想

息息相关。例如，已经知道，每个平面图的所有 5-
着色是 K-等价的，故若一个平面图G 是 4-可着色

的，则从G 的一个 5-着色出发，一定可通过 K-变换

得到G 的一个 4-着色。 
由于 4-色平面图的着色类型分为树型和圈型，

其中，圈着色又可分为 2-色不变圈着色和非 2-色不

变圈着色。相应地，4-色非 Kempe 平面图的 Kempe
等价类有树型，圈型和循环圈型。故仅采用 K-变换，

往往不能从 4-色平面图的一个 4-着色出发，导出该

图的其它所有着色，这是 K-变换的局限所在。在后

续的 K-变换的研究工作中，可以着眼于打破着色的

Kempe 等价类之间的壁垒：是否存在一种运算，使

得从一个 Kempe 等价类的某个着色出发，导出另一

个 Kempe 等价类的某个着色？ 
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