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基于正则化约束总体最小二乘的单站 DOA-TDOA 无源定位算法 

赵拥军
*    赵勇胜    赵  闯 

(解放军信息工程大学导航与空天目标工程学院  郑州  450001) 

摘  要：针对利用单站外辐射源的目标无源定位问题，该文提出一种联合到达角度和时差信息的正则化约束总体最

小二乘(RCTLS)定位算法。首先，将非线性的到达角度和时差的观测方程进行线性化处理，分析了方程系数矩阵

可能出现的病态问题，将定位问题建立为 RCTLS 模型，并采用牛顿迭代方法对模型求解，从而得到目标位置估计。

最后，推导了算法的理论误差，并按照均方误差最小的原则推导了正则化参数的最优值。仿真结果表明，算法的定

位精度和鲁棒性均优于约束总体最小二乘(CTLS)算法。此外，对系统几何精度因子图的分析表明，目标及外辐射

源的位置对定位精度也有影响。 
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Single-observer Passive DOA-TDOA Location Based on  
Regularized Constrained Total Least Squares 
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Abstract: To solve the single-observer passive location estimation using illuminators of opportunity, a jointing 

Direction Of Arrival (DOA) and Time Difference Of Arrival (TDOA) location method based on Regularized 

Constrained Total Least Squares (RCTLS) algorithm is proposed. Firstly, the DOA and TDOA measurement 

equations are linearized. Considering the errors in the location equations, the localization problem is established as 

a RCTLS model. Then the Newton’s method is applied to solving the RCTLS model to obtain the target position. 

The theoretical error of the proposed algorithm is derived and an optimal regularization parameter is chosen by the 

least mean square error rule. Simulation results show that the proposed RCTLS algorithm has lower mean squares 

error than the Constrained Total Least Squares (CTLS) algorithm. Moreover, from the Geometric Dilution Of 

Precision (GDOP) figure, it can be concluded that positions of the target and illuminators are also important 

factors affecting the localization accuracy. 

Key words: Passive location; DOA and TDOA; Single-observer; Illuminator of opportunity; Regularized 

Constrained Total Least Squares (RCTLS) 

1  引言  

基于外辐射源的无源定位方法，又称为无源相

干定位(Passive Coherent Location, PCL)。作为一

种特殊的双基地雷达，PCL系统本身不辐射电磁波，

而是利用第三方的非合作辐射源来探测目标，具有

结构简单，成本低，隐蔽性高，不占用频谱资源，

抗电子干扰，可探测隐形目标等优点[1]。多年来，一
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直是国际雷达领域的研究热点。 
无源相干定位系统利用第三方的外辐射源来照

射目标，通过接收外辐射源的直达信号和目标回波

信号，实现对目标定位。目前，可利用的外辐射源

包括模拟电视信号[2]，调频广播信号[3]，数字音频广

播信号[3]，数字视频广播信号[3]，手机基站信号[4]，

WIFI 信号[5]等。而相比于多站系统，单站系统机动

性强，不存在时间和数据同步的问题。因此，研究

高精度的单站外辐射源定位算法具有重要意义。 
目前，对于固定目标的无源定位方法主要包括

基于信号到达强度[6]、信号到达方向(Direction Of 
Arrival, DOA)[7]、信号到达时差(Time Difference Of 
Arrival, TDOA)[8]，以及联合其中两种或者 3 种观

测信息的定位体制[9]。其中，联合 DOA 和 TDOA
定位体制因其定位精度高，在单站条件下仅需一个

外辐射源即可定位等优点，在工程上被广泛采用。  
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文献[10]提出了一种基于牛顿迭代的单站多外

辐射源定位方法，联合 DOA 和 TDOA 信息，得到

了目标位置的近似最大似然估计，并证明了联合

DOA和TDOA信息的定位精度优于仅TDOA定位

方法。文献[11]同时考虑 DOA 和 TDOA 方程中各

项系数的误差，将其建立为约束总体最小二乘

(Constrained Total Least Squares, CTLS)模型。

CTLS 算法克服了总体最小二乘算法(Total Least 
Squares, TLS)在噪声分量统计相关时不能达到最优

解的问题，在测量噪声适中时可以达到 CRLB。但

由于目标及外辐射源位置分布的影响，系数矩阵可

能出现病态(ill-conditioned)问题，导致因微小的观

测误差而造成方程求解结果的巨大波动，使得

CTLS 算法性能下降。克服方程求解病态问题的有

效方法是使用正则化方法[12]。正则化约束总体最小

二乘(Regularized Constrained Total Least Squares, 
RCTLS)算法作为约束总体最小二乘算法的扩展，

其基本思想是通过引入正则化参数，将最小化的目

标函数替换为两个互补函数之和。文献[13]提出了正

则化约束总体最小二乘算法，解决了图像恢复问题

中的病态问题。文献[14]从理论上证明，RCTLS 算

法具有比 CTLS 算法更低的均方误差和更高的鲁棒

性。文献[15]分析了大地测量中病态问题产生的原因

及诊断方法，并将正则化思想应用到线性方程组求

解中，得到了较好的效果。文献[16]将正则化约束总

体最小二乘算法应用到基于到达时差的无源定位问

题中，证明了算法对于求解无源定位中时差方程具

有较高的定位精度和稳健性。 
本文研究利用外辐射源的单站无源相干定位问

题，采用到达角度和时差信息，对目标位置进行估

计。分析了在目标高度较低时，定位方程中系数矩

阵出现的病态问题。为了解决病态问题，将正则化

思想应用到定位模型中，将定位方程建立为带约束

的 RCTLS 问题，并利用牛顿迭代方法求解。 

2  定位场景 

本文考虑的 3 维单站无源相干定位场景如图 1
所示：假设场景中有N 个外辐射源，1 个目标，1
个观测站。观测站上布设两副天线，分别用于接收

来自外辐射源的直达信号和目标回波信号。 
以观测站为原点，建立空间直角坐标系。目标 

 

图 1 单站无源相干定位模型 

位置 T[ , , ]x y z=X 为待估参量，外辐射源位置已知为 
T[ , , ] ( 1,2, , )k k k kx y z k N= =X " 。目标到观测站的距 

离为 2 2 2R x y z= + + ，外辐射源 k 到观测站的距

离为 2 2 2
k k k kd x y z= + + ，目标到外辐射源k 的距离

为 2 2 2( ) ( ) ( )k k k kr x x y y z z= − + − + − 。假设信号 

传播速度为c ，则外辐射源k 的直达信号与其经过目

标反射后的回波信号到达观测站的时差为 

( )1
k k kR r d

c
τ = + −             (1) 

假设目标到观测站的方位角为 θ ，俯仰角为ϕ，则

根据目标和观测站的几何关系，得到角度的观测方

程为 
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不难证明到达角度和时差的观测方程可以转化

为如式(3)的线性形式： 
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将该线性方程组表示成矩阵形式为 
=HX b                 (4) 

式中， 
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3  定位算法 

3.1 矩阵病态问题分析 
在不考虑观测误差的情况下，对于式(4)中的线

性方程组，其最小二乘解为 
T 1 T

LS ( )−=X H H H b           (6) 

然而，以目标高度较低时的情形为例：当目标

的 z 坐标很小，近似为 0 时， tanϕ的值近似为 0，
从而导致矩阵 H 中的第 3 列元素 /( )k k kz c dτ +  

21 tan / tanϕ ϕ− + → ∞ ，此时矩阵H 出现近似 

于式(7)中右侧矩阵的病态性。 
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θ⎡ ⎤−
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此时目标位置的求解即为一个病态的求逆问

题。而对于病态求逆问题，系数矩阵H 或数据矩阵

b的微小误差，会引起方程组 =HX b解的巨大偏

差。为克服方程求解的病态问题，本文采用正则化

约束总体最小二乘算法估计目标位置。 
3.2 基于 RCTLS 的 DOA-TDOA 定位算法 

假设观测向量的真实值 T
1 2=[ , , , , , ]Nθ ϕ τ τ τY " ，

其测量值为 m m m m m m T
1 2[ , , , , , ]Nθ ϕ τ τ τ=Y " ，测量误差

T
1 2[ , , , , , ]Nn n n n nθ ϕ τ τ τ=n " ，则有 m= −Y Y n。那

么同时考虑测量误差对H 和b的影响，式(4)可以表

示为测量值 mY 的函数。 
m m( ) ( )− = −H Y n X bY n          (8) 

将 m( )−H Y n 和 m( )−bY n 在 mY 处进行泰勒级数

展开，并忽略二阶及以上误差项，得 
m m,= −Δ = −ΔH H H b b b        (9) 

式中， 
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其中， 
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当n 中各项误差具有相关性或具有不同的方差

时，还需对其进行白化处理。令 T[ ]E=Q nn ，对
T[ ]E=Q nn 作 Cholesky 分解 T=Q PP ，得到白化

的噪声向量 1−=u P n，将其代入式(10)，得 

1 2 3 1 2 3

4 4

( , , ) ( , , ),Δ = =

Δ = =

H FPu F Pu F Pu G u G u G u

b F Pu G u  (12) 

将式(9)代入式(8)，并移项整理，得 
m m− = Δ −ΔH X b HX b          (13) 

求解目标位置的正则化约束总体最小二乘解，

即在满足式(13)约束下，确定一个合适的解向量X，

使得目标函数 22
2 2λ+u X 最小。令 1 2= +x yXW G G  

3 4+z −G G ，那么 RCTLS 问题的数学表示为 

( )22
2 2

m m

min

s.t. 0

λ ⎫⎪+ ⎪⎪⎬⎪− + = ⎪⎪⎭X

u X

H X b W u
       (14) 

式中λ为正则化参数。当 0λ = 时，式(14)退化为约

束总体最小二乘模型。式(14)是一个在约束方程约

束下的二次型函数的极小化问题，可以变换成一个

对极小化变量X 的非约束极小化问题。从式(14)的
约束条件得 

( )m m+= −Xu W H X b           (15) 

式中 + T 1 T( )−=X X X XW W W W 表示矩阵 XW 的 Moore- 
Penrose 逆。将式(15)代入式(14)的目标函数中，则

式(14)中目标位置的 RCTLS 解即为满足下列目标

函数极小化的变量X： 
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1Tm m T m m
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+
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由于 ( )F X 的非线性，利用解析方法得到 ( )F X
的极小化非常困难。这里采用牛顿迭代方法对其进
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行求解。假设已经获得了目标位置的初始解 0X ，将

式(14)中 ( )F X 在 0X 处进行泰勒级数展开，并忽略

三阶及以上误差项，得 
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其中， T 1 m m T
1 1( ) ( ), [−= − =X X XU W W H X b T W G U  

T T T T
2 3 2 1 2 3  ], [   =X X X XW G U W G U T GW U GW U G

T ],⋅ XW U T T T
3 1 2 3[   ]=T G U G U G U , 3 3×I 表示 3 3× 的

单位矩阵。 
根据式(17)，令 ( ) 0F∂ ∂ =X X ，得 

0( ) 0+ − =A B X X            (20) 

对式(20)求解，得到牛顿迭代公式为 
1

0
−= −X X B A             (21) 

4  性能分析 

4.1 理论误差 
本节通过一阶小噪声扰动分析方法来推导

RCTLS 算法的理论误差。设正则化约束总体最小二

乘解 RCTLSX 与目标位置真实值X 之间的误差为

ΔX ，即 

RCTLS = +ΔX X X            (22) 

式 (16)中 ( )F X 取得极小值的必要条件为

( ) 0F∂ ∂ =X X ，即 
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将 m m,= +Δ = +ΔH H H b b b 及式 (22)代入式

(23)，得 
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忽略式(25)中的二阶及以上误差项，得 
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令 T T 1( )−= X XS H W W ，那么从式(26)可以解得 
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令 3 3λ ×= +Q SH I ，将式(27)乘以其转置，并求期

望，得 
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+

X XX X Q SW W S Q

Q X Q X    (28) 

从式(28)可以看出，RCTLS 算法的理论误差是

关于正则化参数λ的函数。当 0λ = 时，式(28)即为

CTLS 算法的理论误差。设约束总体最小二乘解的

误差为 CTLSΔX ，则将 0λ = 代入式(28)，可以得到

CTLS 算法的理论误差为 

( ) 1T T T 1
CTLS CTLSE ( )

−−⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ Δ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ X XX X H W W H   (29) 

这与文献[11]中的推导结果一致。 
4.2 正则化参数分析 

式(28)表明，正则化参数λ的选取对 RCTLS 算

法的估计性能有很大影响。为此，本节按照均方误

差最小的原则，选取最优的正则化参数。根据式

(27)，令 =XSW u M ，可得 

( ) ( )

( )

T1T T T
3 3

1
3 3                ( )

λ λ

λ λ

−
×

−
×

⎡ ⎤Δ Δ = + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅ + +

X X M X SH I

SH I M X   (30) 

通常矩阵SH 为满秩矩阵，即存在一个标准正交矩

阵，使得矩阵SH 对角化。 

{ }T
1 2 3diag , ,μ μ μ=SH V V         (31) 

则对 1 T 1
3 3 3 3[( ) ] ( )λ λ− −
× ×+ +SH I SH I 进行特征值分

解，得 

( ) ( )
T1 1 T

3 3 3 3λ λ− −
× ×

⎡ ⎤+ + =⎢ ⎥⎣ ⎦SH I SH I V DV   (32) 

式中，V 是 3 3× 的标准正交矩阵， 1diag{(μ=D  
2 2 2

2 3) ,( ) ,( ) }λ μ λ μ λ− − −+ + + , iμ 为矩阵SH 的第 i

个特征值，满足 0 ( 1,2, 3)i iμ > = 。 
由于 E [ ] 0=M ，则对式 (30)取期望，得到

RCTLS 解的均方误差 MSE 为 

( )T T T

2 T T

E E

                  λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ Δ = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
+

X X M V DVM

X V DVX        (33) 

令 1 =C VM , 2 =C VX，则 1 2,C C 为两个列向

量。设 T T
1 11 12 13 2 21 22 23[ , , ] , [ , , ]c c c c c c= =C C ，那么 

( )

( ) ( )

T T 2 T
1 1 2 2

2 23 3
1 2 2

2 2
1 1

E E

E[ ]
                

i i

i ii i

c c

λ

λ
μ λ μ λ= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ Δ = +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= +
+ +

∑ ∑

X X C DC C DC

 (34) 

正则化约束总体最小二乘解的均方误差 MSE
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是关于λ的函数。为了确定能使 MSE 取得极小值的

λ，对式(34)关于λ求偏导，得 

( )

( )

T 2 2 23
2 1

3
1

E E
2

i i i

i i

c cλ μ

λ μ λ=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ Δ Δ − ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦=
∂ +

∑
X X

     (35) 

对式(35)分析可知，

2
1

2
2

E[ ]
0 min

i

i
i i

c

c
λ

μ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪< < ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
时，

( )TE
0

λ

⎡ ⎤∂ Δ Δ⎢ ⎥⎣ ⎦ <
∂

X X
,  M S E 随 λ 单调递 减；

2
1

2
2

E[ ]
max

i

i
i i

c

c
λ

μ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪> ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
时，

( )TE
0

λ

⎡ ⎤∂ Δ Δ⎢ ⎥⎣ ⎦ >
∂

X X
, MSE随λ

单调递增。因此，MSE 在
2 2
1 1

2 2
2 2

E[ ] E[ ]
min ,maxi i

i ii i i i

c c

c cμ μ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
 

范围内有唯一极小值。该极小值对应的λ估计为[16] 
2 2
1 1

2 2
   2 2

E[ ] E[ ]1
min max

2

i i

i ii i i i

c c

c c
λ

μ μ

⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎟⎜ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎟⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

�       (36) 

5  仿真实验 

本节通过仿真实验评估本文算法的定位性能，

并分析影响算法性能的因素。仿真场景设置如下：

场景中有 1 个固定目标，8 个待选的外辐射源，其

位置如表 1 所示。到达角度和时差的测量误差设置

为服从零均值的高斯分布。根据文献[17]和文献[18]，
将到达角度测量误差标准差 θσ 设置为 0.1 10D D∼ ，

到达时差测量误差标准差 τσ 设置为 10~105 ns。 
算法的定位误差为 5000 次蒙特卡洛仿真的均

方根误差。其定义为 

表 1 外辐射源位置 

辐射源 1 2 3 4 5 6 7 8 

x 坐标(m) 20000 -20000 -20000 20000 50000 –50000 0 0 

y 坐标(m) 20000 20000 -20000 -20000 0 0 50000 -50000 

z 坐标(m) 100 200 300 400 500 600 700 800 

 

l
5000 ( )

21

1
RMSE( )

5000

n

n=

= −∑X X X      (37) 

式中 l
( )n
X 为目标位置在第n 次蒙特卡洛仿真中的估

计值。 

仿真 1  不同测量条件下算法的定位误差 

为了评估本文算法的估计性能，在不同的测量

条件下，利用本文算法进行仿真定位实验，统计算

法定位的均方根误差，并将其与 LS, TLS, CTLS 算

法及 CRLB 对比。外辐射源选取表 1 中的第 1~4

个外辐射源。目标位置设置为会出现矩阵病态的低

空情况和不会出现矩阵病态的一般情况：低空目标

设置为 z 坐标相对 x, y 坐标非常小，位置为

[10000,10000, 1000] m ；非低空目标位置设置为

[1000,1000,1000] m 。仿真结果如图 2 所示。 

图 2(a)和图 2(b)给出了算法在一般情况下目标

定位的均方根误差情况。可以看出，LS 和 TLS 算

法达不到 CRLB。CTLS 算法和本文算法的定位精

度均可逼近 CRLB，且本文算法的定位精度高于

CTLS 算法，在部分测量误差条件下本文算法的定

位误差甚至低于 CRLB。CRLB 是无偏估计算法估

计误差的理论下界，对于无偏估计算法而言，只能

无限趋近，不能超越。但是 RCTLS 算法作为一种

有偏估计算法，其通过牺牲算法的无偏性来换取算

法均方根误差指标的显著改善，从而使得算法在一

些测量误差条件下的 RMSE 可以低于 CRLB。文献

[19]表明，有偏估计算法通过牺牲算法的无偏性，其

RMSE 指标可以突破 CRLB 的限制。 

图 2(c)和图 2(d)给出了算法对低空目标定位的

均方根误差情况。在目标高度很低时，LS, TLS, 

CTLS 算法的定位误差均较大，偏离 CRLB 的程度

也较大。本文算法的定位精度相比以上 3 种算法，

定位精度优势更加明显。此外，上述 3 种算法在测

量误差很小时，偏离 CRLB 的较为严重，原因在于

当测量误差较小时，矩阵H 的病态较为严重，而当

测量误差增大时，受测量误差的影响，矩阵的病态

性得到改善，偏离 CRLB 的程度也随之减小。相比

之下，本文算法则在各种测量误差条件下均表现出

了更加准确而鲁棒的定位精度。 

图 2(e)给出了算法定位误差随外辐射源数量变

化的情况。可以看出，随着外辐射源数量的增加，

几种算法的定位性能均有改善。这是由于增加外辐

射源数量可以增加观测方程的数量，从而提高目标

位置解的估计精度。LS 算法和 TLS 算法定位误差

较大，无法达到 CRLB。CTLS 算法和本文 RCTLS

算法的定位误差随着外辐射源数量增加不断逼近

CRLB，且本文 RCTLS 算法的定位精度更高。 
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图 2 不同测量条件下算法的定位误差 

仿真 2  几何精度因子(GDOP)图   

系统几何精度因子 (Geometric Dilution Of 

Precision, GDOP)也是衡量系统定位性能的重要指

标，其定义为 2 2 2GDOP= + +x y zσ σ σ ，其中 , ,x y zσ σ σ 分

别为目标位置估计在 , ,x y z 方向上的误差。根据式

(28)中估计误差ΔX 的均方误差，有 

( )

( )( )

T1 T T 1

T2 1 1

( )=

          +λ

− −

− −

X XP X Q SW W S Q

Q X Q X        (38) 

( )P X 主对角线上的 3 个元素分别对应 2 2 2, ,x y zσ σ σ 。因

此，系统的 GDOP 为 

( )GDOP( ) tr ( )=X P X          (39) 

为分析目标位置对系统估计精度的影响，需要 

画出不同目标位置上的 GDOP 等高线图。但目标位 

置有 3 个坐标变量，而 GDOP 等高线图是 2 维的。

为此，分别展示目标高度为 100 m 和 10000 m 时，

系统的 GDOP 等高线图。外辐射源选取表 1 中的

第1~4个外辐射源。角度测量误差标准差设置为1D，

4 个外辐射源对应的到达时差测量误差标准差分别

设置为 0.1 ns, 1 ns, 10 ns, 100 ns。 

图 3 给出了目标高度分别为 100 m 和 10000 m

的 GDOP 图。可以看出，在 x, y 坐标相同时，目标

高度越高，定位误差越小。当目标位于外辐射源和

观测站所在的中央区域上方时，定位精度最高，随

着目标远离该中心区域，定位误差增大，且在观测

站和外辐射源连线方向，定位误差增加相对较快。 

 

图 3 定位系统的 GDOP 图 
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而不同外辐射源对应的测量误差之间的差异性，对

于系统定位精度的相对分布的影响并不显著。 

6  结论 

本文研究了利用外辐射源的单站无源相干定位

问题，提出了一种联合角度和时差的正则化约束总

体最小二乘定位方法。本文的主要工作包括：(1)以
目标高度极低时为例，分析了定位方程中可能出现

的病态问题。(2)考虑定位方程中各项系数的误差，

采用正则化约束总体最小二乘算法得到目标位置的

高精度估计。(3)通过仿真实验，表明 RCTLS 算法

具有比 CTLS 算法更高的定位精度和鲁棒性。(4)
对系统 GDOP 图的分析表明，目标相对于外辐射源

和观测站的位置对定位精度有显著影响。目标位于

外辐射源和观测站所在的中央区域上方，且高度较

高时，定位效果最好。 
此外，本文算法针对的是量测-目标之间匹配关

系明确的单目标定位场景。当问题扩展到多目标场

景时，量测-目标之间的匹配关系未知，此时可通过

一些数据关联算法[20]，得到量测-目标之间匹配关系

后，即可利用本文算法对目标定位。 
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