
第 38 卷第 6 期                            电  子  与  信  息  学  报                                Vol.38No.6 

2016 年 6 月                       Journal of Electronics & Information Technology                       . Jun. 2016 

基于贝叶斯压缩感知的复数稀疏信号恢复方法 

王  伟    唐伟民
*    王 犇    雷舒杰 

(哈尔滨工程大学自动化学院  哈尔滨  150001) 

摘  要：该文利用复数稀疏信号的时域相互关系提出一种新的稀疏贝叶斯算法(CTSBL)。该算法利用复数信号的

实部与虚部分量具有相同的稀疏结构的特点，提升估计信号的稀疏程度。同时将多个测量信号间的内部结构信息引

入到了信号恢复中，使原始的多测量稀疏信号恢复问题转变为单测量块稀疏信号恢复问题，使恢复性能得到了提升。

理论分析和仿真结果证明，提出的 CTSBL 算法相较于目前的针对复数信号的多测量矢量贝叶斯压缩感知

(CMTBCS)算法和块正交匹配追踪算法(BOMP)在估计精度上具有更好的性能。 
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Sparse Signal Recovery Based on Complex Bayesian Compressive Sensing 

WANG Wei    TANG Weimin    WANG Ben    LEI Shujie  
(Institute of Automation, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: An effective Sparse Bayesian Learning algorithm exploiting Complex sparse Temporal correlation 

(CTSBL) is proposed in this paper, which is used to recover sparse complex signal. By exploiting the fact that the 

real and imaginary components of a complex value share the same sparsity pattern, it can improve the sparsity of 

the estimated signal. A multitask sparse signal recovery issue is transformed to a block sparse signal recovery issue 

of a single measurement by taking full advantage of the internal structure information among the multiple 

measurement vector signals. The experiments show that the proposed algorithm CTSBL achieves better recovery 

performance compared with the existing Complex MultiTask Bayesian Compressive Sensing (CMTBCS) algorithm 

and BOMP algorithm.  
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1  引言  

基于压缩感知理论的方法由于其计算高效，准

确性高，近年来得到了广泛的关注[1,2]。在恢复信号

为稀疏信号的条件下，压缩感知技术能够利用远小

于奈奎斯特采样率的采样样本以很大的概率精确恢

复出原始信号。目前，它广泛的应用于雷达信号成

像，角度估计，无线通信，机器学习等领域[3,4]。 
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现有的压缩感知方法包括了匹配追踪算法

(Marching Pursuit, MP)，正交匹配追踪(Orthogonal 
Marching Pursuit, OMP)，基追踪(Basis Pursuit, 
BP), LASSO(Least absolute shrinkage and selection 
operator)和基于贝叶斯压缩感知算法 [5 7]− ，上述算

法主要针对的是解决单一测量矢量模型的稀疏信号

恢复问题。拓展到多个测量矢量模型时，上述大多

数算法可以直接被推广运用，包括已提出的块正交

匹配追踪算法(Block Orthogonal Marching Pursuit , 
BOMP)，块 BP，块 LASSO 等算法 [8 11]− 。其中基

于贝叶斯原理的算法由于能够获得更好的恢复性

能，近来得到了人们的广泛关注，如文献[12-14]提
出的利用多拍信号的时域相关性来提升性能的

BSBL (Block Sparse Bayesian Learning), T-SBL 等

算法。 
但在基于贝叶斯压缩感知的稀疏信号恢复问题

中所提出的算法一般假设其中涉及数据为实数，这

样在实验仿真中能更方便地进行数据处理和分析。

而在实际应用中，如雷达信号处理方面，很多实验
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信号为复数形式，因此之前的实数算法不能直接被

应用。为此，文献[15]提出了一个简单的方法，将复

数信号分解为实部和虚部两部分，从而将复数表达

式转换为实数的形式。但是该方法仅仅将信号的实

部与虚部视为两个独立的分量，没有充分利用同一

信号的实部与虚部之间的联系，所以性能还有待提

升。文献[16]在文献[15]的基础上改善了算法，利用

同一信号实部与虚部间具有的相同稀疏形式提出了

多测量矢量贝叶斯压缩感知算法(Complex Multi 
Task Bayesian Compressive Sensing, CMTBCS)算
法，算法估计的精确度得到了一定的改善。 

本文进一步考虑了多个复数测量矢量信号之间

的时域相互关系，提出了针对复数信号的稀疏贝叶

斯算法 CTSBL。首先将复数信号分解为实部与虚部

两部分，然后将多拍信号间的时域相干性转化为单

拍的块稀疏信号的块内相互关系，通过利用块内相

互关系提高算法的估计精度。文章首先介绍了复数

多测量矢量信号模型，然后利用贝叶斯原理推导出

估计信号的后验概率分布，之后通过 Evidence 最大

化方法估计出超参数，将估计的超常数代入后验概

率分布中，从而得到未知信号的估计结果。理论分

析和仿真结果表明了相较于 CMTBCS 算法和

BOMP，本文提出的方法具有更好的估计性能。 

2  信号模型 

对于单一测量矢量模型，其典型的复数域模型

表示为 
= +y x vΦ              (1) 

这里， N M×∈ ^Φ 为已知字典矩阵，字典Φ中的各列

均线性独立，且N M� 。 1N×∈y ^ 是实验可获得的

测量数据矢量，v 是未知的噪声矢量。主要任务是

估计加权矢量 x。为了确保得到唯一的全局解，x
中非零元个数必须小于一个上限值，即 x 应该是一

个稀疏矢量。 
在实际应用中，例如角度估计方面，可以得到

一系列的测量数据。因此单一测量矢量 (Single 
Measurement Vector, SMV)模型被拓展到多测量矢

量(Multiple Measurement Vector, MMV)模型。与

单一测量矢量模型类似，在多测量矢量模型中的未

知信号源矩阵的非零行个数需要小于一个上限值，

从而确保能够恢复出一个唯一的解，信号源因此被

称为行稀疏信号。多测量矢量模型的复数域表达式

一般为 
= +Y X VΦ              (2) 

这里， 1 2[ , , , ] N L
L

×
⋅ ⋅ ⋅ ∈Y Y Y Y� " ^ ，是由 L 拍测量矢

量构成的一个已知测量矩阵。 1 2[ , , , ]L⋅ ⋅ ⋅X X X X� "  
M L×∈ ^ 是一个未知的恢复矩阵，V 是未知的噪声矩

阵。通过下面提出的算法可以准确地恢复出未知矩

阵 X。 

3  基于贝叶斯原理的复数多测量矢量信号

估计框架 

假设信号源 iX 之间是独立的，并且各个信号源

均服从复高斯分布。即 
( ) CN(0, )i xxp ⋅X C∼ ,  1,2, ,i N= "      (3) 

这里， xxC 为复信号的相关矩阵。假设同一信号源

的多拍采样数据中，复数信号的实部与虚部具有相

同的方差。由于复数信号的实部与虚部是同一个复

信号的两个正交分量，它们通常表现为同时为 0 或

同时不为 0。因此可以将信号的实部与虚部分开，

这样可以明显地增加被估计信号的稀疏度，改善稀

疏信号恢复性能。 
将复数模型 = +Y X VΦ 通过如下变换变为实

数模型 = +Y DX V 。其中， 

2

2 1

Re( ) Re( ) Im( )
,  ,

Im( ) Im( ) Re( )

[Re( ); Im( )] ,  [Re( ); Im( )]

N L

M

×

×

⎡ ⎤ ⎛ ⎞− ⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎜= ∈ = ⎟⎜⎢ ⎥ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
= ∈ =

Y
Y D

Y

X X X V V V

\

\

Φ Φ

Φ Φ  

这里， i⋅X 服从实数多维高斯分布， (0,i N⋅X ∼  

)i iγ B , 1,2, ,2i M= " 。其中 iγ 为非负的超参，控制

着 x 的行稀疏。当 iγ 为 0 时，相应地 i⋅X 也为 0。 iB
为一正定的矩阵，表示 i⋅X 的相关结构。由前文可知，

复数信号的实部与虚部具有相同的稀疏性，并且具

有相同的方差，所以两者的控制参数 iγ 也相同，这

里表示为 i i Mγ γ += 。 

通过矢量化，即 ( )T 2 1vec NL×= ∈z Y \ , =ψ  

( ) ( )T T2 1 2 1, =vec , =vecML NL
L

× ×⊗ ∈ ∈D I s X n V\ \ ，

将 MMV 模型转换为分块的 SMV 模型。 

1 2 2

T
T T T
1 2 2     

L L M L

M

⎡ ⎤= + = ⊗ ⊗ ⊗⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦

z s n D I D I D I

s  s s n

"

"

ψ

 (4) 

这里， iD 表示ψ的第 i 列， 1L
i

×∈s \ 为 s 的第 i 块，
T
ii ⋅=s X 。所以 X 中 K 个非零行经过实部与虚部分

离在X 中变为 2K 个非零行，之后经过矢量化在 s
中变为 2K 个非零块。因此 s 是块稀疏的。 
 假设噪声矢量 n 中的各元素是相互独立的，且

均满足实高斯分布，即 2( ) N(0, )ip n σ∼ 。此处 in 为 n
的第 i 个元素， 2σ 为其方差。对于该模型，其高斯

似然函数为 

( ) ( )2 2
|| ; N ,z sp σ σz s s I∼ ψ        (5) 

其中，s 的先验信息为 

( ) ( )0; , , N ,i i sp iγ ∀s B ∼ Σ0         (6) 
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这里， 0Σ 为 

1 1

2 2

0

2 2M M

γ

γ

γ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

B

B

B

%
Σ       (7) 

由前文可知 i i Mγ γ += , 1,2, ,i M= " 。 
根据贝叶斯原理可知 s 的后验概率密度分布也

是高斯分布： 

( ) ( )2| ; , , , N ,i i s s sp iσ γ ∀ =s z B μ Σ      (8) 

其中，均值为 
T

2

1
s sσ
= D zμ Σ             (9) 

它的协方差为 
1

1 T
0 2

1
s σ

−
−⎛ ⎞⎟⎜= + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

D DΣ Σ         (10) 

所以当超参数 2, , ,i i iσ γ ∀B 给定时，s 的最大后验估

计为 

( ) 1T 2 T
0 0s σ

−∗ = +s D I D D z� μ Σ Σ     (11) 

从式(11)可以看出 ∗s 的块稀疏性由 0Σ 中的 iγ
所控制，在贝叶斯学习过程中，当 0iγ = 时， ∗s 中

相应的第 i 块也变为零，所以在字典矩阵中对应的

i L⊗D I 就可以被剔除出去。但在上述贝叶斯学习过

程中，超参数事先没有给定，因此需要通过第 4 节

的方法来对超参数进行估计。 

4  贝叶斯学习过程中超参数的估计 

为了确定超参数，一般采用 Evidence 最大化或

者是Type -Ⅱ最大似然方法。通过求观测数据 z 的

边缘概率密度函数，再进行最大似然估计，可估计

所需参数。由于各个信号源 i⋅X 具有不同的时域相关

性，所以各自对应不同的 iB 。但在有限的数据中具

有过多的参数会导致过拟合，所以在本文假设所有

信号源具有相同的相互关系 B [17]。这样我们可以通

过期望最大化(Expectation Maximization, EM)算
法来最大化边缘似然函数 2( ; , , )ip σ γz B ，这等效于

对其对数似然函数取最大值[18,19]。本文基于复数统

计信号处理的估计理论，将 EM 算法拓展到了复数

领域用来解决复数信号[20]。有效的对数似然函数为 

( ) ( )2 2 T 1, , = lg | , , + lgi i z zL Pσ γ σ γ −∝B z B z zΣ Σ (12) 

此处， 2 T
0z σ= +IΣ ψΣ ψ 。在 EM 算法中 s 被视为

隐藏变量，对似然函数求最大化为 

( ) ( )
( )

( )

2 2
|

2
|

|

, , E lg , ; , ,

E lg , ;

                  E lg ; ,

i z s i

s z

s z i

Q p

p

p

σ γ σ γ

σ

γ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦

B z s B

z s

s B     (13) 

 为了估计 iγ ,B，从式(13)可看到其右端第 1 项

与估计参数无关，可以忽略。所以似然函数可以简

化为 |( , ) E [lg ( ; , )]i s z iQ pγ γ=B s B 。式中， 

( ) ( )

( )

2

T 1 1

1
lg ; , lg

2
1

                   
2

L M
ip γ

− −

∝ −

− ⊗

s B B

s B s

Π

Π    (14) 

其中， 1 2 2diag( , , , )Mγ γ γ� "Π 。因此可知： 

( ) ( ) ( )

( )( )1 1 T

, lg lg
2
1

              Tr
2

i

s s s

L
Q Mγ

− −

∝ − −

⎡ ⎤− ⊗ +⎢ ⎥⎣ ⎦

B B

B

Π

Π Σ μ μ  (15) 

对于式(15)分别取关于 ( 1,2, ,2 )i i Mγ = " 和 B
的微分，可得 

( )((
( ) ))

T1
2

T

1
Tr

2

         

i i i
s s s

i i i

i M i M i M
s s s

Q L
γ γ γ

−

+ + +

∂
= − + +

∂

+ +

B Σ μ μ

Σ μ μ   (16) 

其中， 

( )

(( 1) 1 : )

( 1) 1 : ,( 1) 1 :

i
s s

i
s s

i L iL

i L iL i L iL

⎫⎪− + ⎪⎪⎬⎪− + − + ⎪⎪⎭

�

�

μ μ

Σ Σ
    (17) 

( )( )T1 1
2

1

1

1
2

i i i
M s s s

ii

Q
M

γ

− −

−

=

+∂
= − +

∂ ∑
B B

B
B

Σ μ μ
 (18) 

由上述可知， 

( )(
( ) )

T(ne) 1

T

Tr

         (2 )

i i i i M
i s s s s

i M i M
s s L

γ − +

+ +

⎡= + +⎢
⎣

⎤+ ⎥
⎦

B Σ μ μ Σ

μ μ    (19) 

( )T2
(ne)

1

1
2

i i iM
s s s

iiM γ=

+
= ∑B

Σ μ μ
         (20) 

 同理，对于超参数 2σ 的估计，可以对简化后的

似然函数 2( )Q σ 关于 2σ 求微分。可以得到 

( )( )

2 2 1
ne 022

2 Tr

2

s sML

NL

σ
σ

−⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦=
z �ψμ Σ Σ

 (21) 

其中， 2σ� 表示在上一次迭代过程中估计的 2σ 值。下

面对算法的各步骤进行总结： 

(1)将测量矢量的复数模型经过实部，虚部分离

及矢量化变换为单一测量矢量的实数模型 =z sψ  

+n ； 

(2)新的实数模型满足高斯似然分布 2( | ; )p σz s  
2

|N ( , )z s σs I∼ ψ ； 

(3)设置贝叶斯学习过程中遇到的超参数的初

始值 2, ,i iσ γ B ，及迭代停止条件； 

(4)根据贝叶斯原理求得未知信号 s的后验概率

分布及其均值 sμ 与协方差表达式 sΣ ； 

(5)利用 EM 算法求得新的超参数： 
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( )(
( ) )

( )

( )( )

T(ne) 1

T

T
2

(ne)

1

2 2 1
ne 022

Tr

         (2 )

1
2

2 Tr

2

i i i i M
i s s s s

i M i M
s s

i i iM
s s s

ii

s s

L

M

ML

NL

γ

γ

σ
σ

− +

+ +

=

−

⎡= + +⎢
⎣

⎤+ ⎥
⎦

+
=

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦=

∑

B

B

z �

Σ μ μ Σ

μ μ

Σ μ μ

ψμ Σ Σ

 

判断结果是否满足迭代停止条件，若不满足重复迭

代更新步骤(4)和步骤(5)； 
(6)获得未知信号 s 最终的估计结果 s=s μ 。 

5  仿真实验与分析 

在仿真中，所有实验由 500 个独立实验组成。

字典矩阵Φ的大小为 30×150，并且满足独立同分布

复高斯分布，假设信号长度 M 为 150，信号源数 K
为 7，测量快拍数 L 为 4。各个信号源均满足一阶自

回归过程(AR1)，时序相关性为 0.9。噪声信号 V 满

足复数零均值高斯白噪声。信噪比的定义为

SNR(dB) 2 220 lg( / )X V� Φ 。仿真中信噪比设为

10 dB，从图 1 中可以看出本文算法能精确地恢复出

原始信号，而 CMTBCS 算法表现出较差的估计性

能，这是因为它没有充分利用多拍信号的时域相关

性。 
从图 1 可看出本文算法 CTSBL 相较于

CMTBCS 算法具有更好的恢复性能。但和 BOMP
算法比较，两者具有相近的恢复性能。为了进一步

探究该算法在强噪声条件下的性能，下面考虑让信

噪比从 0 到 25 dB 变化，比较各个算法的性能。实

验中定义标准均方根误差 (Mean Square Error, 
MSE)为 2 2

22
/−s s s� 来衡量估计性能。这里s�为真实

信号 s 的估计值。 

在图 2 中可以看出本文算法相较于 CMTBCS 

算法在低信噪比下具有更好的性能，在高信噪比时 
两者具有相似的估计性能。相较于 BOMP，本文算

法具有更好的估计性能。 
接下来，将实验中的信噪比固定为 15 dB，数

据长度 N 从 10 到 60 变化，比较各个算法的性能。

在图 3 中可以看到本文算法与 CMTBCS 算法均可

在数据长度为 20 时准确的估计出信号，相较于

BOMP 算法有更好的估计性能。 
为了对算法的复杂度进行比较，先分析各个算

法的运算量大小。在 BOMP 算法中，最耗时的操作

是对字典中的原子进行搜索。对于文中提到的信号

模型，算法的每次迭代将需要 O(MN)的运算复杂

度，则该算法总的运算量为 O(KsMN)，其中 Ks 为

BOMP 的迭代次数。对于 CMTBCS 算法和本文提

出的 CTSBL 算法，其运算量主要集中于 EM 算法

的迭代过程中，也就是集中于式(17)，式(19)，式(20)
和式(21)中。其中式(17)中计算 i

sΣ 的对角线元素的

运算复杂度为 O(KM2N)，其余式子的计算复杂度分

别为 O(NL), O(MN), O(KMNL)。因而当L M≤ 时，

总的运算复杂度为 O(KM2N)，则这两种算法总的运

算量为 O(KM2NKit)，其中，Kit为 EM 算法的迭代

次数。下面通过具体的实验来比较各算法在时间复

杂度上的差别。实验中将信噪比设为 10 dB，数据

长度为 30，其它条件与之前实验条件相同，对于各

个算法的平均运行时间进行了对比。实验结果显示，

BOMP 算法平均运行时间为 0.06 s, CMTBCS 算法

平均运行时间为 0.901 s，本文提出的 CTSBL 算法

的平均运行时间为 1.213 s。经过数据分析，可以看

出 BOMP 在运行时间上有明显的优势，本文算法与

CMTBCS 算法性能相近，其实时性有待改善。 

6  总结 

基于贝叶斯压缩感知的信号恢复问题，已知的 

 

图 1 原始信号序列与各算法恢复信号序列的比较 
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图 2 不同信噪比条件下各算法的恢复性能                图 3 不同数据长度条件下各个算法的恢复性能 

大部分算法无法处理实际应用中的复数信号，为此

本文提出了一种能处理复数数据的贝叶斯压缩感知

算法，它将稀疏的多拍信号转化为单拍情况下的块

稀疏信号，并利用块内信号源的相互关系，来提升

算法的估计精度，从而有效地恢复出多测量矢量模

型的稀疏权值。理论分析和仿真结果表明了本文算

法相较于 BOMP, CMTBCS 等算法，由于充分利用

了多拍信号的相互关系，因此在估计性能上有明显

的优势。 
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