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基于稀疏迭代协方差估计的缺失数据谱分析及时域重建方法 
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摘  要：应用于缺失数据恢复的迭代自适应方法(IAA)被证实可利用 20%的有效数据估计信号参数，并能高精度恢

复缺失数据，优于经典 GAPES 方法，但当缺失数据超过 80%时其数据恢复性能迅速下降。该文基于稀疏迭代协

方差估计提出一种新的缺失数据谱分析方法(M-SPICE)及针对该方法的缺失数据修正时域重建方法。该方法将加

权缺失数据协方差拟合代价函数转换为凸优化问题，构造循环最小化器保证缺失数据参数估计的全局收敛特性，通

过对缺失数据估计算子的更新实现了时域重建方法的修正，使其在有效数据功率谱欠估计的情况下获得更高的数据

重建精度。仿真实验表明无论是数据块缺失还是任意缺失，该方法均能够利用更少的有效数据进行谱分析，并重建

大比例缺失数据。 
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Abstract: Many researches confirmed the excellent performance of Iterative Adaptive Approach (IAA), when it is 

applied to spectrum analysis of missing data. Simulation results show that the IAA can use 20 percent of the data 

to recover the missing samples, which is superior to Gapped Amplitude and Phase EStimation (GAPES). But the 

reconstruction performance of IAA degrades rapidly when the missing data exceed 80%. This paper introduces a 

novel method of missing data spectrum analysis, and a relevant modified method of time-domain reconstruction is 

proposed, called Missing SParse Iterative Covariance-based Estimation(M-SPICE). This method converts the 

weighted missing data covariance fitting cost function to a convex optimization problem. The global convergence 

property is obtained by adopting cyclic minimizers. The time-domain reconstruction method is modified by 

renewing estimation operator, which increases the accuracy of the data reconstruction in the case of 

underestimation. The simulation indicates that the novel method can be used to estimate the missing data 

spectrum, and reconstruct missing data accurately, with even fewer valid samples, regardless of gapped or arbitrary 

missing patterns. 
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1  引言  

缺失数据谱估计问题存在于天文观测、遥感遥

测以及雷达、声呐信号处理等领域[1,2]，特别是在雷
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达成像领域应用更为广泛，视角遮挡、信号污染、

子带融合及多角观测等问题，在适当回波预处理前

提下，都可等效为 1 维或 2 维缺失数据谱估计问 
题 [3 6]− 。缺失数据分为块缺失(gapped-data)和任意

缺失(missing-data)两种情况，块缺失是指有效数据

在整个数据序列中连续成块出现，而任意缺失指的

是缺失数据样本可能出现在数据序列的任意位置。

缺失数据谱分析即利用有限的不连续数据估计信号

参数，因数据相位连续性被破坏，一般基于 FFT 的
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直接方法均有严重的谱泄露，随着数据缺失比例增

大则更为复杂。 
时域缺失数据恢复基于这样一种假设：缺失数

据和有效数据具有相同的谱成分 [1] 。MUSIC, 
ESPRIT 等高分辨技术能够提供非常精确的谱估

计，但较多依赖于模型阶数，对于较小的数据缺失

比(小于 50%)具有较好的数据恢复精度[4]。最早应用

于线谱模型块缺失数据恢复的非参数化方法是文献

[1]提出的缺失数据自适应幅相估计方法(Gapped 
Amplitude and Phase EStimation, GAPES)。该方

法继承了匹配滤波器组方法优秀的统计性能，随后

被扩展到 2 维，应用于恢复角度分集 SAR 缺失的相

位历史数据，实现了非参数化方法的数据插补和频

谱外推，块缺失数据占比提高到 65%，成像效果优

于 CLEAN 方法[3]。文献[6]在 GAPES 方法基础上将

tuning 因子引入缺失数据谱估计问题，补偿样本协

方差与真实值之间的微小偏差，证实其在小样本缺

失情况下比 GAPES 具有更高的估计精度。 
近年来，一种基于非参数化的迭代自适应方法

(Iterative Adaptive Approach, IAA)被用于空域谱

估计，能够在快拍数较少甚至于单快拍情况下显著

提高频谱分辨能力和减少泄露问题[7]，该方法的多种

变型从不同角度减少了运算量 [8 10]− 。文献[11]将其扩

展到缺失数据的谱分析问题中，并分别在频域和时

域对缺失数据进行了恢复，将缺失数据占比进一步

提高到 80%，其恢复数据均方估计误差可达 210− 。

缺失数据迭代自适应方法 (Iterative Adaptive 
Approach, M-IAA)及其改进应用于雷达成像[12,13]，

解决了条带 SAR 和多角观测融合的问题。文献[14]
提出了一种新的稀疏迭代协方差估计方法(SParse 
Iterative Covariance-based Estimation, SPICE)用
于线谱和波达方向估计[15]，随后被扩展用于时延估

计[16]，证实了该方法对均匀、非均匀，相关和非相

关都具有良好的适应能力。 
本文将稀疏迭代协方差估计扩展到缺失数据谱

分析问题，应用于任意缺失数据称之为 M-SPICE 
(Missing SParse Iterative Covariance-based 
Estimation)，应用于块缺失数据称之为 G-SPICE 
(Gapped SParse Iterative Covariance-based 
Estimation)，针对有效数据功率谱欠估计的问题提

出了一种缺失数据修正时域恢复方法。该方法将加

权缺失数据协方差拟合代价函数转换为凸优化问

题，构造循环最小化器保证缺失数据参数估计的全

局收敛特性，通过对缺失数据估计算子的更新实现

了时域重建方法的修正，使其在有效数据功率谱欠

估计的情况下获得更高的数据重建精度。仿真实验

表明该方法能够从更少的有效数据中估计信号参

数，显著抑制数据缺失带来的谱泄露问题，应用于

任意样本缺失同样有效。 

2  基于迭代自适应方法的缺失数据重建 

2.1 缺失数据表示及谱分析 
线谱数据模型可表示成矩阵形式： 
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其中，K 表示频域分辨点数，K N� , ( ) 1N
kω

×∈a ^

为频率导向矢量， H N K×∈A ^ 为导向矩阵， ( )ks ω  
∈ ^为 kω 的复幅度， 1N×∈e ^ 为高斯复噪声。 

对于缺失数据模型，用 gN 表示有效数据点数，

mN 表示缺失数据点数， g mN N N= + 为数据矢量

( )ny 点数。构造 gN N× 有效数据选择矩阵 gS ，从

( )ny 中选择出有效数据组合成一个 1gN × 列矢量，

表示为 gy ，构造 mN N× 缺失数据选择矩阵 mS ，将

待重建的缺失数据组成一个 1mN × 列矢量 my ，相应

的频率导向矢量和导向矩阵可表示为 
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假设信号与噪声不相关，有效数据的噪声和干

扰协方差矩阵可定义为 
( ) ( ) ( )H

g k g k g k g kpω ω ω= −Q R a a       (3) 
H H H

g g g g g= =R A ss A A PA            (4) 

gR 为有效数据的协方差矩阵， ( )diag=P p 为

由
T

1 2[    ]Kp p p=p " 形成的对角阵，
2| ( )|k kp s ω= ，

在加权最小二乘意义下，有效数据谱估计由代价函

数的最优解给出[11]： 
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式(6)利用了矩阵求逆引理，可以避免在每个频
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率上计算 1−W 。计算过程用迭代的方式，首先对有

效数据进行一次周期图估计，作为初始值，再分别

用式(6)计算 l ( )g kα ω ，用式(4)计算 gR ，直到其收敛。

由于 IAA 方法具有更好的数据适应性，且适用于单

快拍数据，因此具有比周期图等方法更好的统计性

能，比滤波器组方法更好的分辨性能，但已有证明，

IAA 方法在加权最小二乘准则下最小化代价函数是

局部收敛的，在特定情况下不具有稳定的全局收敛

特性[14]。  
2.2 缺失数据时域重建方法 

利用有效数据的谱估计重建缺失数据可以分别

从时域和频域实现[11]，时域方法利用了在 gR 给定的

情况下，缺失数据 my� 与有效数据 gy 满足线性关系这

一条件，即 m g=y Ty� ，通过最小化均方误差： 

{ }
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H
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            Tr

m g m g m
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y Ty y Ty y
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{}E ⋅ 表示期望运算， Tr{}⋅ 表示矩阵的迹，

{ } { } { }H H H, , g g g m m m mg m gE E E= = =R y y R y y R y y
H
mg= R ，可由式(7)解出 l 1

mg g
−=T R R ，即可给出缺

失数据矢量 my 的估计 my� ： 

H 1

1

( ) ( )
K

m k g k g g m k
k

p ω ω−

=

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∑y a R y a�        (8) 

3  基于稀疏迭代协方差估计的缺失数据重

建 

3.1 Missing-SPICE(M-SPICE)算法谱分析 
用 2.1 节中的有效数据选择矩阵描述有效数据

协方差矩阵有式(9)形式： 
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其中， H, , ,g g sy S A P 的定义与 2.1 节 IAA 方法中的

定义一致， i i i iH
, , ,g g gR A P A 是如式(9)所表示的定义方

式，与 IAA 方法中的定义不同。 
用有效数据估计信号参数 { , }k ks ω 可在加权协

方差拟合准则下最小化代价函数 f ： 

i i( )
21 2 H

gg g gf
−

= −R y y R          (10) 

用 2i 表示矢量 Euclid 范数和矩阵 Frobenius 
范数，权矩阵 i 1/2

g
−
R 为 i 1

g
−
R 的平方根矩阵， igR 厄尔

米特正定，但不是托普利兹的。对式(10)进行简 
化[14]，得到 
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最小化函数 g 与全数据 SPICE方法具有一样的

形式，区别在于 igR 的阶数，因此有效数据协方差拟

合问题的凸性得以保留，仍可转换为等式约束凸优

化问题： 

{ }
i 1H

0
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min ,   s.t.  1
g
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K N

gg g k k
p

k

w p
+

−

≥
=
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该约束最优化问题是加权 1A 范数约束问题，同

样也是一凸优化问题，其解与原问题的解相差一个

系数，但并不影响频率估计。 
为求解式(12)，用如式(13)的方法构造一等价等

式约束最优化问题： 
i( ) i1H Hmin tr ,   s.t. 

g g
g

gg g g N N
−

×=
Q

Q P Q Q A I    (13) 

对式(13)利用拉格朗日乘子法求解，构造代价

函数： 

( ) i( ) i( )( )1H H H, tr tr gg g g gJ
−

= + −Q L Q P Q L I Q A (14) 

其中，L为拉格朗日乘数矩阵，对式(14)求梯度可
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得联立方程： 
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联合式(15)，式(16)可得 
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g g g
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将式(17)代入式(16)，可得 
ii i 1

g gg
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将式(18)代入式(13)，可得 
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式(18)为等价最优化问题式(13)的解，式(19)进

一步验证了式(13)与原问题式(12)等价，同时也表明

了对 gQ , iP的循环最小化可使目标函数式(13)快速

收敛。下面参考全数据SPICE方法[16]给出M-SPICE

方法的求解过程。 

为最小化式(19)，首先构造一中间变量B，令 
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经简化，等价目标函数形如式(21)所示，依据

该式的简化形式及式(12)给出的约束条件，可为式

(21)构造柯西-施瓦茨不等式，通过求解不等式下界

得到函数h 的最小值，其过程如式(22)： 
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∑ ∑ ∑
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式(22)不等号右侧第 2 项为式(12)给出的约束

条件，因此可得到函数h 的下界，同时得到满足下

界即等号成立的条件，综合上述关系，得到 1i
kp + 的

闭式解： 

1

1 2 1 2

1

i
ki

k K N
i

m mk
m

b
p

w w b

+
+

=

=

∑
         (23) 

其中，i 表示迭代次数， kw 由式(11)给出，根据式(9) 
iH

( )g ωA 的定义求解 kw 得到 

( )

[ ]

2 2

2

2

=

,  1,2, ,
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a y

y

y

"

"
  (24) 

将式(24)代回式(23)可得 1i
kp + 的解：
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设 T
1 2[ , , , ]s Kp p p=P " , 1 2[ , , ,e K Kp p+ +=P "  

T]
gK Np + ，可将式(25)表示为向量形式： 
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  (29) 

3.2 缺失数据修正时域恢复方法 
应用 2.2 节中的缺失数据时域重建方法，只需

用式(27)分子 ( )i 1i
gs g gk
−

P A R y 的最后一次迭代值，用

式(30)重建缺失数据： 

( )i

( )i

1

1

i
gu m s g g m s

i
gs s g g

k

k

−

−

⎫⎪= = ⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

y A P A R y A Z

Z P A R y

�
     (30) 

其中， mA 是由缺失导向矢量 ( )m kωa 构成的矩阵，

( )m kωa 由文中式(2)给出。考虑到 SPICE 方法估计
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出的信号峰值与真实信号峰值有确定的比例关 
系[14]，式(30)所示的缺失数据重建过程中， sZ 并不

与真实信号峰值对应的 sZ 一致，因此用于数据恢复

的 sZ 应通过对 1i
s
+P , i 1

g
−
R 及 sZ 依次更新而得到，该

更新过程可表示为 

( )i

i i i

12

1H1 2

diag( )

diag( )

u m sn

gnsn s g g

gn g gs

k
−

−−

⎫⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪= ⎬⎪⎪⎪⎡ ⎤ ⎪= ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪⎭

y A Z

Z Z A R y

R A Z A

�

       (31) 

实际应用中，需将 uy� 插补回原序列，可利用有

效数据选择矩阵 gS 与缺失数据选择矩阵 mS 之间的

关系 T T
g g m m N N×+ =S S S S I ，根据式(32)重建全数据

1N×y ： 

( )T T
1 1

T T T T
1 1

N g g m m N

g g N m m N g u m m

× ×

× ×

= +

= + = +

y S S S S y

S S y S S y S y S y�  (32) 

3.3 缺失数据恢复步骤 
算法初始化： 
(1)构造数据选择矩阵 gS ，有效数据导向矩阵 

H
gA 及 iH H( )  

g g
g g N Nω ×

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦A S A I ； 

(2) 根 据 ( ) ( )
2 4H ( =1,2, ,k g g gp k k k K= a y a "  

)gN+ 计算迭代初始值； 

迭代计算： 
(3)根据式(9)构造 iP，并计算 i i iiH

g g g=R A PA ； 
(4)计算 ( )i 1

= , =1,2, ,i
gs s g g gk k K N
−

+Z P A R y " ； 

(5)根据式(29)计算 iρ ； 
(6)根据式(27)更新

1i
s
+

P , 1i
e
+P ，不满足迭代条

件返回(3)； 
数据恢复： 
(7)根据式(31)用最后一次 sZ 更新计算 iP , i 1

gn
−
R , 

snZ ； 
(8)计算恢复的缺失数据 u m sn=y A Z� ； 

(9)根据式(32)对原有效数据进行插补，形成全

数据。 

4  仿真实验 

4.1 线谱模型随机缺失数据恢复精度 
由 4 个复正弦信号叠加形成数据样本，加入零

均值、方差为 0.01 的复高斯白噪声，4 个复正弦信

号的信噪比和频率分别为(20 dB, 0.15 Hz), (15 dB, 
0.16 Hz), (20 dB, 0.27 Hz), (15 dB, 0.28 Hz)，采样

形成 100 点数据样本。构造数据随机缺失模型如图

1 所示，在 86%数据大缺失比情况下验证两种方法

仅用有效数据估计线谱的能力，并利用本文提出的

基于 M-SPICE 的缺失数据修正时域恢复方法恢复

数据的实部，仿真结果如图 2、图 3 所示。在此数

据缺失比情况下，进行 10 次蒙特卡洛实验，每一次

均采用不同的随机缺失模型，数据恢复的精度用平 

均均方误差衡量： { }2AMES 10m mE= −y y� ，比 

较 10 次数据恢复精度，结果如图 4 所示。 

 

图 1 原始数据随机缺失模型            图 2 有效数据谱估计(缺失 86%)          图 3 两种方法数据重建效果(缺失 86%) 
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仿真实验表明，在随机缺失数据比例较大情况

下，仅利用有效数据两种方法都能够正确分辨 4 个

谱峰，并给出精确的位置估计，但信号幅度是欠估

计的，相较而言，M-SPICE 方法能够更好地抑制任

意数据缺失带来的谱泄露问题。图 3 表明对原始数

据实部的恢复结果，M-SPICE 方法恢复的数据能够

更好地贴合原始数据，而 M-IAA 方法有相对大的估

计误差。图 4 表明 M-SPICE 方法总体占优，具有

较强的鲁棒性，在缺失比 86%的情况下，M-SPICE
方法重建数据均方差 10次平均的结果为-10.07 dB，

远小于 M-IAA 方法的-5.15 dB。 
4.2 线谱模型块缺失数据恢复精度 

有效数据分布在数据样本的两端，缺失数据比

例以 10%间隔从 10%到 90%，在每一个缺失比例分

别完成 50 次蒙特卡洛实验，数据恢复的精度用平均

均 方 误 差 衡 量 ： AMES(Gap_rate) =  

{ }2 50m mE −y y� ，验证 G-IAA 方法和 G-SPICE 

方法数据恢复的精度，仿真结果如图 5 所示。 

实验表明，块缺失情况下，G-SPICE 方法同样

具有较高的缺失数据重建精度，当数据缺失比例较

小时，两种方法缺失数据重建精度相当，当缺失比 

例较大时，G-SPICE 方法具有更好的恢复能力(以 
-20 dB 为临界点)。 
4.3 迭代次数与收敛速度 

验证本文提出的由式(31)修正后的数据恢复方

法(表示为 MG-SPICE)与不经过修正的 G-SPICE
方法在 80%数据缺失情况下的迭代收敛情况，

G-IAA 方法作为对比，仿真结果如图 6 所示。本文

提出的数据恢复方法具有更快的收敛速度，并且总

体均方误差水平最低。 

5  结论 

本文在稀疏迭代协方差估计的基础上提出了一

种新的缺失数据谱估计方法和一种改进的缺失数据

时域恢复方法，对于线谱模型数据，在缺失比例较

大的情况下，利用该方法恢复缺失数据表现出良好

的性能。仿真实验表明，无论是数据块缺失还是任

意缺失，相对于 M-IAA，该方法对数据缺失带来的

谱泄露问题都具有更好的抑制能力。与 M-IAA 方法

一样，M-SPICE 方法同样需要对协方差矩阵求逆，

单次迭代运算量与 M-IAA 方法相当，但由于 M- 
SPICE的循环最小化优势使其具有更快的迭代收敛

速度。 

 

图 4 86%缺失比，10 次独立实验数据恢复 AMES  图 5 10%~90%数据缺失比的恢复精度          图 6 迭代次数与收敛速度 
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