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两个带有已知或未知参数的复杂网络的改进函数投影同步 
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摘  要：近年来复杂网络在科学与工程各个领域受到了广泛关注，其中复杂网络同步问题是复杂网络研究的热点之

一。该文研究两个复杂网络实现改进函数投影同步的方法。分别基于复杂网络模型参数已知和未知两种情况，利用

李雅普诺夫稳定性理论和自适应控制技术，设计自适应同步控制器，使两个复杂网络达到改进函数投影同步。最后

分别基于这两种情况利用数值仿真验证所提方法的有效性。 
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Modified Function Projective Synchronization Between Two Complex 
Networks with Known or Unknown Parameters 
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(School of Automation, Harbin University of Science and Technology, Harbin 150080, China) 

Abstract: Recently, the complex networks have been more and more popular in various areas of science and 

engineering. Synchronization is one of the hot topics in the investigation of complex networks. This paper focuses 

on modified function projective synchronization of two complex networks with known or unknown parameters. 

Based on Lyapunov stability theory and the adaptive control technique, an adaptive synchronization controller is 

developed to realize modified function projective synchronization in two complex networks. Numerical examples 

are provided to show the effectiveness of the proposed method. 
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1  引言  

复杂网络是一个多学科交叉的热点研究领域，

其可描述自然界和人类社会中的很多复杂系统，如

万维网、生态网、神经网络，电力网络、城市交通

网、社会关系网络等等，因此其研究引起学者们的

广泛关注[1,2]。网络同步机制能解释很多自然现象，

如在Internet和WWW上信息的同步交换，通信网络

中的数字或模拟信号的同步交换等，所以复杂网络

的同步问题是复杂网络研究的热点之一 [3 16]− 。文献

[3]研究了一类具有时变时滞的复杂网络同步问题。

文献[4]研究了复杂网络同步态与孤立节点解的关

系。文献[5]利用牵制控制法研究了非时延和时变耦

合时延的复杂网络自适应同步问题。文献[6]进一步

利用间歇控制法研究非时延和耦合时延的复杂网络
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的同步问题。文献[7]研究了带有时延的有向复杂网

络的自适应簇同步问题。文献[8]研究带有未知参数

和未知拓扑结构的复杂网络的结构辨识问题。文献

[9]研究了不同分数阶节点的复杂网络的投影同步问

题。文献[10]研究了有向复杂网络的最优牵制控制问

题。文献[11]研究了带未知参数的分数阶驱动-响应

复杂网络的自适应同步问题。  
    目前已有的关于复杂网络同步的理论成果，主

要集中在复杂网络各结点的动力学行为恒同的完全

同步上，部分少数文献研究了具有常数尺度因子的

投影同步问题[9]。本文研究复杂网络中的一种新的同

步方式，即改进函数投影同步。由于改进函数投影

同步在同步的混沌系统中引入了尺度函数矩阵，其

使同步后的混沌系统的复杂程度及混沌程度增加，

根据密码学原理，复杂度越大，系统越难破译，因

此利用改进函数投影同步进行保密通信可进一步增

加信息的安全性。考虑到网络信息安全是现代信息

化社会的一个难题，而利用改进函数投影同步进行

保密通信可进一步增加信息的安全性，因此在复杂
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网络中研究改进函数投影同步理论具有重要的理论

意义和实际应用价值。文献[17]首次基于部分线性化

的驱动-响应网络实现了函数投影同步。文献[18]研
究具有不同混沌节点的复杂网络函数投影同步问

题，文献[19]进一步研究了带有时滞的复杂网络实现

函数投影同步的方法。文献[20]利用鲁棒控制法研究

驱动-响应网络中的改进函数投影同步问题。文献[21]
利用自适应开环加闭环控制法，研究驱动-响应网络

中的改进函数投影同步问题。文献[22]研究带时变耦

合时延的复杂网络的有限时间函数投影同步问题。

文献[23]研究带转换拓扑结构和随机影响的复杂网

络的函数投影同步问题。 
虽然目前已有一些关于复杂网络函数投影同步

的研究成果 [17 23]− ，但是这些成果基本都是基于单个

网络的内同步进行研究的，而对于两个复杂网络间

的外同步问题鲜有研究。而目前关于复杂网络外同

步的研究正逐渐引起学者们的广泛关注 [24 27]− 。如文

献[24]研究了具有相同拓扑结构的两个网络的外同

步行为，文献[25]研究了两个不同拓扑结构的复杂网

络外同步问题。文献[26]研究了带自适应耦合矩阵的

两个不确定复杂网络的外同步问题。文献[27]研究了

具有不同动态节点和拓扑结构的两个复杂网络的外

同步问题。这些关于两个复杂网络外同步的研究都

是基于完全同步进行的，而如何在两个复杂网络间

实现改进函数投影同步仍旧是一个有待解决的问

题。并且目前已有的一些关于复杂网络函数投影同

步的研究成果基本都是在复杂网络模型参数已知的

条件下获得的 [17 23]− ，而如何在复杂网络模型存在未

知参数的条件下实现函数投影同步还是一个有待解

决的问题。鉴于上述讨论，本文研究两个复杂网络

的改进函数投影同步问题，分别基于网络模型参数

已知和未知两种情况，通过李雅普诺夫稳定性理论

和自适应控制技术，设计自适应同步控制器使两个

复杂网络实现改进函数投影同步。 
本文的内容安排如下：第 2 节给出模型描述和

改进函数投影同步的定义；第 3 节分别在系统模型

参数已知和未知两种条件下，给出两个复杂网络实

现改进函数投影同步的控制器设计方法；第 4 节给

出两组仿真实例验证所提控制方法的有效性；第 5
节给出结论。 

2  改进函数投影同步定义 

考虑两个复杂网络模型描述如下： 

1

( ) , 1,2, ,
N

i i ij j
j

g i Nx f x C x
=

= + =∑
 
   (1) 

其中， T
1 2[ ] n

i i i inx x x Rx = ∈ 是驱动网络中第 i 个

节点的状态向量， : n nR Rf → 是确定节点动态行为

的连续可微向量函数。 n nRC ×∈ 是内部耦合矩阵，

设其为对角矩阵。 ( ) N N
ijg RG ×= ∈ 是表示网络拓扑

结构的耦合矩阵，其中 ijg 被定义如下：如果节点 i 和

节点 j 之间有连接( )i j≠ ，则 0ijg > ，否则 ij jig g=  
0=  ，并且矩阵G 的对角线上的元素满足耗散条 

件，即
1,

( 1,2, , )
N

ii ijj j i
g g i N

= ≠
= − =∑ 。                    

取式(1)为驱动网络，带有非线性控制器的响应

网络按式(2)选取。 

1

( ) , 1,2, ,
N

i i ij j i
j

g i Ny f y C y u
=

= + + =∑   (2) 

其中， T
1 2[ ] n

i i i iny y y Ry = ∈ 是响应网络中第 i 个

节点的状态向量， n
i Ru ∈ 是控制输入。 

定义 1  对于驱动网络式(1)和响应网络式(2)，
如果存在一个尺度函数矩阵 1( ) diag( ( ),t tα=Λ  

2( ), , ( ))nt tα α ，其中， ( )i tα 是连续可微的函数，使

式(3)成立： 
lim lim ( ) 0, 1,2, ,i i i
t t

t i N
→∞ →∞

= − = =e y xΛ  (3) 

其中 ⋅ 代表欧几里得范数，则称驱动网络式(1)和响

应网络式(2)实现改进函数投影同步。 
本文研究的是在复杂网络模型中系统参数已知

和未知两种条件下，如何设计控制器 iu 使驱动网络

和响应网络达到改进函数投影同步。 

3  控制器设计 

3.1 两个确定复杂网络模型的改进函数投影同步法 
本节研究在复杂网络模型参数已知的条件下，

驱动网络式(1)和响应网络式(2)实现改进函数投影

同步的控制器设计方法。 
定理 1  对于任意给定的尺度函数矩阵和初始

条件，驱动网络式(1)和响应网络式(2)在式(4)所示

控制器作用下可实现改进函数投影同步。 
( ) ( ) ( ) ( ) ,

          1,2, ,

i i i i i it t k

i N

= − + + −

=

u f y f x x eΛ Λ

    (4) 
T

i i i ik re e=                             (5) 

其中， ir 是任意正常数。 
证明  定义每一个节点的误差向量为  

( ) , 1,2, ,i i it i Ne y x= − =Λ        (6) 

其中， T
1 2[ ] ,n

i i i in Re e e e= ∈ ( )tΛ 是尺度函数矩

阵。对式(6)两边求导有 

( ) ( )i i i it te y x x= − −Λ Λ           (7) 

将式(1)和式(2)代入式(7)有 

1

( ) ( ) ( ) ( )
N

i i i ij j i i
j

t g te f y f x C e x u
=

= − + − +∑Λ Λ  (8) 
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将式(4)代入式(8)有 

1

N

i ij j i i
j

g ke C e e
=

= −∑           (9) 

构造李雅普诺夫函数 

   T 2

1 1

1 1 1
2 2

N N

i i i
ii i

V k
r= =

= +∑ ∑e e         (10) 

其中， *=i i ik k k− , *
ik 是正常数。对式(10)两边求导有 

T *

1 1

1
( )

N N

i i i i i
ii i

V k k k
r

e e
= =

= + −∑ ∑       (11) 

将式(5)和式(9)代入式(11)有 

T * T

1 1 1

T * T

1 1 1

T * T

1 1 1

( )
N N N

i ij j i i i i i i
i j i

N N N

i ij j i i i
i j i

N N N

i ij j i i
i j i

V g k k k

g k

g k

e C e e e e

e C e e e

e C e e e

= = =

= = =

= = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= −

≤ −

∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

∑∑ ∑  (12) 

其中， * * * *
1 2=min( , , , )Nk k k k 。令 T T T T

1 2=[    ]NE e e e  
nNR∈ , Q C G= ⊗ ，且 nN nNRQ ×∈ ，其中⊗是克罗

内克积。则由式(12)有 
T * T

T
* T

max  
2

V k

k

E QE E E

Q Q E Eλ

≤ −

⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≤ −⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
      (13) 

其中，
T

max 2
Q Qλ
⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

是矩阵
T

2
Q Q⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

的最大特征

值。取
T

*
max 1

2
k

Q Qλ
⎛ ⎞+ ⎟⎜= +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

，我们得到 

TV E E≤−               (14) 

所以根据李雅普诺夫稳定性定理， ie 和 ik 是有界的，

即 i Le ∞∈ 和 ik L∞∈ 。由于混沌系统是有界的，有 ie
有界，即 i Le ∞∈ 。根据式(14)有 

T

0 0
(0) ( )V V V

∞ ∞
≤− = − ∞ < ∞∫ ∫E E  

因此， 2i Le ∈ 。根据 Barbalat 定理，随着 t → ∞，

有 ie → 0，即驱动网络式(1)和响应网络式(2)在所设

计的控制器式(4)的作用下发生改进函数投影同步。 
                 证毕 

注1  本文所设计的同步控制器是在两个复杂

网络的所有状态变量全部已知的条件下获得的，若

状态变量不可直接获取时，无法直接利用本文所提

的控制器设计方法，此时可先构造状态观测器重构

系统的状态信息，之后再利用本文所提的控制器的

设计思想设计所需的控制器。 

3.2 两个带有未知参数的复杂网络模型的改进函数

投影同步法 

本节研究复杂网络模型存在未知参数的条件

下，驱动网络和响应网络实现改进函数投影同步的

控制器设计方法。带有未知参数的复杂网络模型描

述为 

1

( ) ( ) , 1,2, ,
N

i i i ij j
j

g i N
=

= + + =∑x f x F x C xθ (15) 

其中， T
1 2[ ] n

i i i inx x x Rx = ∈ 表示驱动网络中第 i

个节点的状态向量。 : n nR Rf → 是连续可微的向量

函数。驱动网络的参数向量 1 2[   θ θ=θ T] m
m Rθ ∈ 。

n nRC ×∈ 是内部耦合矩阵，设其为对角矩阵。

( ) N N
ijg RG ×= ∈ 是表示网络拓扑结构的耦合矩阵，

其中 ijg 定义如下：如果节点 i 和节点 j 之间有连接

( )i j≠ ，则 0ijg > ，否则 0ij jig g= = ，并且矩阵G
的对角线上的元素满足耗散条件。 

取式(15)作为驱动网络，带有非线性控制器及

未知参数估计器的响应网络按式(16)选取。 

1

( ) ( ) ,

          1,2, ,

N

ii i i ij j i
j

g

i N
=

= + + +

=

∑y f y F y C y uθ

   (16) 

其中， T
1 2[ ] n

i i i iny y y Ry = ∈ 表示响应网络中第 i

个节点的状态向量。 n
i Ru ∈ 是控制输入。 1[i iθ=θ  

T
2  ] m

i im Rθ θ ∈ 是第 i 个响应节点对驱动网络中

的未知参数θ的估计量。 
定理 2  对于任意给定的尺度函数矩阵和初始

条件，带未知参数的驱动网络式(15)和响应网络式

(16)在式(17)所示控制器和式(18)所示参数估计器

的作用下可实现改进函数投影同步。 

( ( ) ( ) ( )) ( )

     ( ) ( ) ( )

ii i i i

i i i i

t

t t k

u F x F y f y

f x x e

= − −

+ + −

Λ θ

Λ Λ      (17) 

 Tˆ [ ( ) ( )]i iti F x e= −θ Λ                 (18) 
T

i i i ik re e=                         (19) 

其中， ir 是任意正常数。 
证明  把式(15)和式(16)代入式(7)有 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

      ( )

ii i i i i

N

ij j i i
j

t t

g t

e F y F x f y f x

C e x u
=

= − + −

+ − +∑

θ Λ θ Λ

Λ  (20) 

定义系统参数误差为 

,    1,2, ,i i i N= − =θ θ θ         (21) 

把式(17)和式(21)代入式(20)有 

1

( ) ( )
N

ii i ij j i i
j

t g ke F x C e e
=

= + −∑Λ θ

     

(22) 

构造李雅普诺夫函数 
T 2T

1 1 1

1 1 1 1
2 2 2

N N N

i i ii i
ii i i

V k
r= = =

= + +∑ ∑ ∑e e θ θ    (23) 

其中， *
i i ik k k= − , *

ik 是正常数。对式(23)两边求
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导有 
.

TT *

1 1 1

1
( )

N N N

i ii i i i i
ii i i

V k k k
r

e e
= = =

= + + −∑ ∑ ∑θ θ   (24) 

把式(18)，式(19)和式(22)代入式(24)有 

T

1 1

T * T

1 1

T

1 1

T * T

1 1

T * T

1 1 1

( ) ( )

     ( )

( ) ( )

     

N N

ii i ij j i i
i j

N N

i i i i i i
i i

N N

ii i ij j
i j

N N

i i i i i
i i

N N N

i ij j i i i
i j i

V t g k

k k

t g

k

g k

= =

⋅

= =

= =

⋅

= =

= = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ −

= −

≤

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑∑ ∑

e F x C e e

e e

e F x C e

e e

e C e e e

e

Λ θ

θ θ

Λ θ

θ θ

T * T

1 1 1

N N N

i ij j i i
i j i

g k
= = =

−∑∑ ∑C e e e   (25) 

其中， ( )* * * *
1 2min , , , Nk k k k= 。 

    令 T T T T
1 2[    ] nN

N RE e e e= ∈ ,Q C G= ⊗ ，其

中⊗是克罗内克积。则由式(25)有 
T * T

T
* T

max  
2

V k

k

E QE E E

Q Q E Eλ

≤ −

⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≤ −⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
      (26) 

其中，
T

max 2
Q Qλ
⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

是矩阵
T

2
Q Q⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

的最大特征

值。取
T

*
max 1

2
k

Q Qλ
⎛ ⎞+ ⎟⎜= +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

，我们得到 

TV E E≤−               (27) 

所以根据李雅普诺夫稳定性原理， , iie θ 和 ik 是有界

的，即 , ii L Le ∞ ∞∈ ∈θ 和 ik L∞∈ 。由于混沌系统是

有界的，有 ie 有界，即 i Le ∞∈ 。根据式(27)有 
T

0 0
(0) ( )V V V

∞ ∞
≤− = − ∞ < ∞∫ ∫E E    (28) 

因此， 2i Le ∈ 。根据 Barbalat 定理，随着 t → ∞，

有 i →e 0，即驱动网络式(15)和响应网络式(16)在所

设计的控制器式(17)的作用下发生改进函数投影同

步。                                     证毕 

4  数值仿真 

在本节中，以由混沌 Lorenz 系统组成的两个复

杂网络为例证实所提定理的有效性，其数学描述为 

1 2 1

2 3 1 2

3 2 1 3

( )

( )

x a x x

x b x x x

x x x cx

⎫⎪= − ⎪⎪⎪⎪= − − ⎬⎪⎪⎪= − ⎪⎪⎭

          (29) 

其中， 1,x 2x 和 3x 是状态变量，系统参数 10,a =  
28,b = 8/3c = ，其混沌吸引子如图 1 所示。 

 

图1  Lorenz系统混沌吸引子 

4.1 确定模型的同步仿真例子 
本节以两个由 3 个节点组成的全局耦合网络为

例，证实所提定理 1 的有效性，其中网络节点由混

沌 Lorenz 系统式(29)组成。 
驱动网络的模型被描述为 

2 1
3

3 1 2
1

1 2 3

( )

( ) , 1,2, 3

i i

i i i i ij j
j

i i i

a x x

b x x x g i

x x cx =

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − + =⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

∑x C x

 

(30) 

其中，内部耦合矩阵取 ( )diag 1,1,1C = ，网络拓扑结

构矩阵 ( )ijgG = 按式(31)选取。 

2 1 1

1 2 1

1 1 2

G

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

           (31) 

相应的响应网络的数学模型取为 

2 1
3

3 1 2
1

1 2 3

( )

( ) , =1,2, 3

i i i

i i i i i ij j i
j

i i i i

a y y

b y y y g i

y y c y

y C y u
=

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − + +⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ (32) 

其中 iu 是控制输入，其可按定理 1 中给出的方法进

行设计，内部耦合矩阵选为 ( )diag 1,1,1C = ，网络拓

扑结构 ( )ijgG = 仍按式(31)选取。 
在数值仿真中，取驱动网络初始条件为 1(0)x  

T[3 5 4] ,= T
2(0) [9 1 2] ,x = T

3(0) [7 5 9]x = ，响应网

络的初始条件为 T
1(0) [4 5 6] ,y =  T

2(0) [3 4 5] ,y =  
T

3(0) [5 4 1] ,y =  反馈增益初值选择为 (0) 1ik =  
( 1,2, 3)i = , 1 ( 1,2, 3)ir i= = ，尺度函数矩阵 ( )tΛ  

( )diag 2 sin ,2 cos ,2 0.5 sint t t= + + + ，仿真结果如

图 2 所示。图 2 为驱动网络与响应网络同步误差随

时间变化图，图中横坐标表示时间 t，单位为 s，纵

坐标表示同步误差 ( )te ，且所有节点的第 1 个误差

分量 1ie ( 1,2, 3)i = 用直线表示，第 2 个误差分量 2ie  
( 1,2, 3)i = 用虚线表示，第 3 个误差分量 3 (ie i =  
1,2, 3)用点划线表示。 

由图2我们可以看到所有误差分量随着时间的

变化而渐近趋近于零，因此驱动网络式(30)和响应
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网络式(32)在我们所设计的控制器的作用下达到改

进函数投影同步。另外，通过大量的仿真实验，我

们发现 ir 越大，复杂网络同步的速度越快，相反 ir 越

小，复杂网络同步的速度越慢。因此获得结论： ir 的

取值影响复杂网络达到同步的速度。 
4.2 带未知参数模型的同步仿真例子 

本节以两个由 10 个节点组成的全局耦合网络

为例证实所提定理 2 的有效性，其中网络节点仍由

混沌 Lorenz 系统组成。驱动网络的数学模型为 

2 1

1 3 2 1

1 2 3

10

1

0 00

0 0

0 0

      , 1,2, ,10

i i

i i i i i

i i i

ij j
j

ax x

x x x x b

x x cx

g i

x

C x
=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

+ =∑  (33) 

其中， T[   ]a b c=θ 是未知参数向量，内部耦合矩阵

被选为 ( )diag 1,1,1C = ，网络拓扑结构矩阵按式(34)
选取。 

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 9 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 9 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 9 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 9 1 1 1 1 1
=

1 1 1 1 1 9 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 9 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 9 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 9 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 9

G

⎡− ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

                    

(34) 

相应的响应网络的数学模型按式(35)选取。 

2 1

1 3 2 1

1 2 3

10

1

0 00

0 0

0 0 ˆ

      , 1,2, ,10

i
i i

ii i i i i

i i i i

ij j i
j

ay y

y y y y b

y y y c

g i

y

C y u
=

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥= − − + ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ + =∑  (35) 

其中，内部耦合矩阵选为 ( )diag 1,1,1=C ，网络拓扑结 
构 ( )ijgG = 仍按式(34)选取。 iu 为控制器，其可按

定理 2 中给出的方法进行设计。 T[   ]i i i ia b c=θ 为各

响应节点对驱动网络中的未知参数向量 =θ  
T[   ]a b c 的估值，其可按定理 2 中给出的未知参数的

估计方法进行设计。 
在仿真中我们取驱动网络的状态初值为 (0)ix  

T[1 0.5 1 0.5 2 ] ,i i i= + + + ( 1,2, ,10)i = ，响应网

络的状态初值为 T(0) [4 5  6 ] ,i i i iy = + + +  ( 1,i =  
2, ,10)。用定理 2 对控制器 iu 进行设计，其中取正

常数 1,ir = ( 1,2, ,10)i = ，反馈增益的初值取为

(0) 1,ik = ( 1,2, ,10)i = ，参数估计器的初值取为
T(0) [0 0 0] ,i =θ ( 1,2, ,10)i = ，尺度函数矩阵取为

( )( ) diag 2 sin ,2 cos , 3 sint t t t= + + +Λ ，仿真结果如

图 3 和图 4 所示。 
图3表示复杂网络同步误差随时间变化而渐近

趋近于零，因此驱动网络式(33)和响应网络式(35)
在我们所设计的控制器的作用下实现改进函数投影

同步。图4表示复杂网络未知参数的估计图，由该图

我们可以看到各响应节点的参数估值趋于驱动网络

中的未知参数的真实值。因此数值仿真结果验证了

所提方法的有效性。对比网络拓扑结构矩阵式(31)
和式(34)可知，当复杂网络的节点增加时，复杂网

络结构会变得更加复杂，在设计控制器时需增加控

制器的数量，进而提高了控制代价。 
由以上两个仿真结果可得通过所提定理对响应

网络进行控制时，响应网络的状态变量从任意初始

条件出发能很快地与驱动网络达到改进函数投影同

步。同时，只需修改尺度函数矩阵，便可得到其他

的同步方式，如当修改所有尺度函数为1时可获得完

全同步[6,7]，修改所有尺度函数为其他常数时可获得

投影同步[8,9]。与研究外同步的文献[24-27]相比，本

文方法不仅可以实现完全同步或投影同步，还可以

实现更为一般的改进函数投影同步。 

5  结束语 

本文研究在两个复杂网络中实现改进函数投影 

 
图2  3节点复杂网络同步误差              图3  10节点复杂网络同步误差           图4  10节点复杂网络参数估值 

随时间变化图                            随时间变化图                          随时间变化图 
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同步的控制器设计方法。基于李雅普诺夫稳定性理

论和自适应控制技术，给出在模型参数已知和未知

两种情况下，如何设计自适应同步控制器使两个复

杂网络达到改进函数投影同步。并在复杂网络模型

参数未知时，给出了未知参数的估计方法。最后利

用两组数值仿真例子验证了所提方法的有效性。 
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