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基于空间谱的频谱感知算法及性能分析 

党小宇
*    李阿明    虞湘宾 

(南京航空航天大学电子信息工程学院  南京  210016) 

摘  要：现有的基于特征值或谱密度的频谱感知算法，多分别使用近似高斯分布和 Tracy-Widom 分布来分别分析

求解检验统计量在信号是否存在时的分布，未能给出统一的解析表达式。该文提出均匀线阵(ULA)条件下基于空间

谱密度比的频谱感知算法，并且基于顺序统计量的最新研究成果，给出检验统计量统一的闭合表达式。该算法基于

离散空间谱密度最大最小值的比建立检验统计量。仿真结果表明，对于 8 阵元的 ULA，在采样点数为 1000、检测

概率为 0.9 时，所提算法比最大最小特征值(MME)比算法有约 1.7 dB 的性能优势，同时也有效验证了检验统计量

理论分布的准确性。 
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Spatial Spectrum Based Spectrum Sensing 
Algorithm and Performance Analysis 
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Nanjing 210016, China) 

Abstract: Spectrum sensing algorithms based on eigenvalue or spectral density usually use the Gaussian 

approximated distribution and Tracy-Widom distribution to analyze the test statistic with the presence of the 

primary user or not respectively, but it is hard to find the analysis expression with unified form. In this paper, a 

spectrum sensing algorithm is proposed based on spatial spectrum density ratio using a Uniform Linear Array 

(ULA), and a unified expression for the distribution of test statistic is proposed using the latest research results of 

order statistics. In this algorithm, the test statistic is established using the maximum and minimum values of the 

discrete spatial spectrum density. Simulation results show that the performance of the proposed algorithm is about 

1.7 dB better than the Maximum-Minimum Eigenvalue (MME) ratio algorithm with the detection probability 

equal to 0.9. At the same time, the results also verify the accuracy of the theoretical distribution of the test 

statistic. 
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1  引言  

随着无线通信技术的高速发展，对频谱的需求

变得日益紧迫，这给无线通信的发展带来了严峻的

挑战。然而由于自然频带的限制，原来固定频谱分
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配方式已经不能满足现有的需求。为有效解决该问

题，人们积极寻求更为高效合理的频谱利用方式。

认知无线电(Cognitive Radio, CR)的诞生与发展[1,2]

就旨在解决如何更高效地利用频谱资源的问题，其

核心思想是通过频谱感知和系统的智能学习，实现

动态频谱分配和频谱共享。 
阵列天线技术已经应用于 LTE(Long Term 

Evolution)基站，并且在未来的第五代移动通信(5G)
的发展中大规模的阵列天线将得到有效应用，同时

频谱共享技术也将成为其关键技术[3]。因此研究基站

的阵列天线信号处理，有效利用阵列天线的性能优

势，将提供更高效的频谱感知能力，为频谱的动态

分配和共享提供坚实的基础。目前，有诸多关于频

谱感知算法的研究[4]，其中基于特征值的频谱感知算
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法表现出优秀的感知性能。文献[5]基于广义最大似

然比(GLRT)方法和特征子空间的方法，给出了认知

用户在多天线条件下的几种基于特征值的频谱感知

方法，这些方法有效克服了噪声不确定度[6]的问题，

并具有很好的频谱感知能力。但它们均需要估计信

号协方差矩阵，然而利用最大似然估计得到的协方

差矩阵往往不具备 Toeplitz 形式，因此协方差矩阵

的不精确估计会带来一定感知性能的损失。文献[7,8]
通过使用均匀线阵(ULA)，将波束成形用于频谱感

知，有效提高接收信号的信噪比，但在 ULA 条件下

基于空间谱密度比的频谱感知算法仍然未得到研

究。 
更进一步，在算法性能分析上，基于特征值或

者谱密度的算法往往使用 Tracy-Widom 分布[9,10]来

分析频谱感知方法的虚警概率和判决门限，并且用

近似高斯分布来分析检测概率，两者未能有统一的

分析表达式。利用 Tracy-Widom 的性质可将虚警概

率和判决门限的分析统一到高斯渐进分布上，简化

该分布的计算。但是，Tracy-Widom 分布计算有很

严格的假设条件，并且需要求解特殊的微分方程[11]，

即 Painlevé II 微分方差，复杂的计算往往弱化了对

影响检测性能的因素的分析，使得物理意义不明确。 
本文提出了一种建立在均匀线阵(ULA)基础上

空间谱密度比的频谱感知算法，并给出了统一的检

验统计量分布的闭合表达式。这是根据特征值与空

间谱密度的关系，并以有效利用加权 FFT 方法为条

件。算法充分利用了阵列天线的优势，将接收信噪

比提高了M 倍(M 为天线阵元个数)，有效提高了频

谱感知的性能，并且该算法不受噪声不确定度的影

响，是有效的频谱感知算法。数值仿真结果表明，

在检测概率为 0.9 时，所提出的算法比已知的最大

最小特征值(MME)比算法有约 1.7 dB 的性能优势，

同时也有效验证了所提出的检验统计量理论分布的

准确性。 
本文内容安排如下：第 2 节给出频谱感知系统

模型的描述；第 3 节提出基于空间谱的频谱感知算

法；第 4 节给出了检验统计量的分布，分析了所提

算法的各项性能；第 5 节给出仿真结果与讨论分析；

第 6 节总结全文。 

2  系统模型描述 

考虑认知用户拥有M 个阵元的均匀线阵[12]，阵

元间距d 为半波长，有L 个 ( )L M< 入射角分别为

1 2 Lθ θ θ< < <" 的同中心频率的属于授权用户的

互不相关的窄带远场的随机信号作用于该线阵。第

m 个阵元在时刻n 的接收信号的采样为 

j sin( )
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认知用户的M 个阵元输出矢量信号为 [ ]n =x  
T

1 2[ [ ], [ ], , [ ]]Mx n x n x n" 。把式(1)表示成矢量形式，将

得到信号感知的二元假设检验问题[13]为 
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其中 T
1 2[ ] [ [ ] [ ] [ ]]Ln s n s n s n=s " 为信号矢量；噪声矢

量为 T
1 2[ ] [ [ ] [ ] [ ]]Mn w n w n w n=w " ；均匀线阵的导向

矩阵为 1 2[ ( ) ( ) ( )]Lθ θ θ=A a a a" ，其列向量为导向向

量。 
( ) T

j 1 sin( )j sin( )( ) 1 e e ll M
l

θθθ − π −− π⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦a "     (3) 

假设 [ ]nw 是均值为零，方差为实数 2
wσ 的独立同

分布的广义平稳(WSS)复高斯随机噪声矢量。授权

用户发射机的信号 [ ]ns 是均值为零，协方差矩阵为
H

ss [ ] [ ]( )n nE= sR s 的相互独立的 WSS 高斯随机信

号矢量，且信号和噪声之间相互独立。因为接收信

号 [ ]nx 是 WSS 复高斯随机矢量，所以 [ ]nx 的协方差

矩阵等于自相关矩阵，自相关矩阵 H( )E=xxR xx 的

具体形式是 Toeplitz 矩阵，如式(4)： 
* *

*
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在假设 0H 时，接收信号的协方差矩阵为 
H 2[ ] [ ]( ) w M Mn nE σ ×= = =xx ww w wR R I     (5) 

此时 xxR 是对角阵，也是循环矩阵。在假设 1H 时，

接收信号的协方差矩阵为 
H H H

H

H 2

( ) ( ) ( ) ( )

     ( ) ( )

    ( ) ( )s w M M

E E

σ ×

= +

= +

= +

xx

ss ww

R A ss A ww

A R A R
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θ θ
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θ Λ θ      (6) 

由于授权信号相互独立，所以信号自相关矩阵为对

角矩阵 2 2 2
1 2diag{ , , , }' ' '

Lσ σ σ=s "Λ ，其中 2'
lσ 为信号功

率。 

3  基于空间谱的频谱感知算法 

3.1 基于特征值与谱密度的频谱感知算法 
空间谱一般定义为 H( )P w =x w Rw，这里w 为

加权向量。令加权向量 ( )/M k M=w f ，即得到本

文中使用的离散空间谱密度定义 ( ) (1/ )P k M=x  
H( ) ( )k k⋅f Rf ，这里 ( )M kf 为 FFT 的变换向量，具体

形式为 j 2 / j ( 1)2 / T( ) [1 e e ]k M M k M
M k − π − π −=f " 。为避
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免协方差矩阵 xxR 的估计影响感知性能，直接利用

[ ]nx 计算离散谱，即上述谱密度定义的等价形式。 
1

2

0

1
( ) ( )

N

n
n

P k X k
MN

−

=

= ∑x           (7) 

其中
1 j2 /
0

( ) [ ]e
M mk M

n mm
X k x n

− − π
=

= ∑ ，是 [ ]nx 的离散傅 

里叶变换，可以通过 FFT 快速计算求得。 
当信号来向对准 M点FFT的M个波束的最大

指向时，见图 1，信号的入射角将满足下述角度条

件，此时协方差矩阵可以写成 H
M M=xx xR F FΛ 的形

式， xxR 将是循环矩阵[14]。 
arcsin( 2 / ),     =0, , /2 1
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其中 lθ 为信号的入射角， kθ 对应于 FFT 的 M 个波

束最大指向角度，矩阵
1

(1) (2)M M MM
⎡= ⎢⎣F f f "  

]( )M Mf ，对角矩阵 2 2 2
1 2diag{ }Mσ σ σ=x "Λ 。对角

矩 阵 xΛ 的 元 素 满 足 关 系
2 2 2

2 2
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,             
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，从中可以看出，利用均 

匀线阵对接收信号可以有 M 倍的信号功率增益。因

为循环矩阵的特征值可通过求自相关矩阵第 1 列元

素 0 1 1[ ]Mr r r −" 的 FFT 求得，所以此时特征值将等

于离散谱密度的值。 
利用统计方法和随机矩阵理论得到的最大最小

特征值 ( M M E )比检验统计量 [ 9 ] 为 MME( )T =λ  
1

0

max

min

H

H

λ
γ

λ
≷ , MME 方法具备很好的感知能力，能有效

抵抗噪声不确定度的影响。由于空间谱密度的最大

最小值分别为特征值的上下限[13]，即 jmin (e )P ω

ω
≤x  

jmax (e )i P ω

ω
λ ≤ x ，这样可以考虑用空间谱密度的 

最值代替自相关矩阵特征值的最值建立检验统计

量。 

MMP

max ( )

min ( )
k

k

P k
T

P k
=

x

x

           (9) 

3.2 利用调制 FFT 提高频谱感知能力 
在实际应用中，阵元数目受到目前生产工艺及

天线阵列体积大小的制约，往往不能通过提高采样

数目来更多地划分空间角，来满足式(8)的角度要

求。为解决上述问题，本文利用调制 FFT[15]的方法，

并参考均匀线阵接收机的常见结构[16]，通过对 [ ]nx
加权，间接使得 FFT 的 M 个波束在角度 [ 90 ,90 ]− D D

间移动，进而使得 FFT 波束的最大指向对准信号的

入射方向，此时对应 FFT 波束上获得的离散谱的值

最大。信号的加权运算如式(10)： 
[ ] [ ] ( )' n n ψ= Δx x d:          (10) 

其 中 : 为 点 乘 符 号 ， ( ) j[1 e ψψ − πΔΔ =d " 
( )j 1 Te ]M ψ− π − Δ 。使用 FFT 变换向量 ( )M kf 对 [ ]' nx 计算

离散谱，等价于使用变换向量 ( ) ( )M k ψΔf d: 对 [ ]nx
计算离散谱，从而间接实现了 FFT 波束指向的搬

移，其中 FFT 变换向量为 j 2 /( ) [1 e k M
M k − π=f " 

j ( 1)2 / Te ]M k M− π − 。图 1 为当天线阵元数 8M = 时，M
点 FFT 对应的方向增益图及空间谱密度的关系图。 

 

图 1  FFT 方向增益波束图与空间谱的关系 

当信号入射角没有落在 FFT 波束最大指向位

置时，最差情况下有-3.89 dB 的功率衰减。该文选

取 1 次 FFT 和 3 次调制 FFT 的方案，对应的角度

偏移量为 {0,3/16,3/8,9/16}ψΔ ∈ 。如图 2 所示，此

时将有 32 个 FFT 波束用于各个入射方向信号的感

知，可以实现有效的角度覆盖，获得的离散谱最大

值的功率衰减最多时仅有-0.22 dB，其影响是近乎

可以忽略的。频谱感知算法的算法原理框图如图 2。 

频谱感知算法步骤如下： 

(1)根据系统中 4 个通道对应的角度偏移量，通 

 

图 2 系统原理框图 
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过式(1)计算加权后的信号； 

(2)分别求加权后信号的 M 点 FFT，即 ( )nX k = 
1 j2 /
0

[ ]e
M ' mk M

mm
x n

− − π
=∑ ； 

(3)计算各个通道的离散空间谱密度 ( )P k =x  
1

2

0

1
( )

N

n
n

X k
MN

−

=
∑ ； 

(4)根据信号的来向，并通过 FFT 最大波束指

向选出性能最佳的通道； 
(5)计算检验统计量 MMPT ，并与判决门限比较，

依据
( )

( )

1

0

MMP

max

min

H
k

k
H

P k
T

P k
γ=

x

x

≷ 给出判决结果。 

4  检验统计量的性能分析 

4.1 离散谱密度的分布 

特征值频谱感知算法基于的协方差矩阵，往往

是通过最大似然估计获得，而估计的误差将带来频

谱感知性能上的损失。因此，直接利用式(7)计算得

到的空间谱密度来进行频谱感知计算，可以避免该

问题带来的影响。下面将分析给出离散谱密度的分

布。 

根据假设，授权用户所发射的信号服从零均值

WSS 高斯分布，且相互独立 2[ ] (0, )l ls n σ∼ N 。天线

阵元的噪声服从零均值 WSS 复高斯分布，且相互独

立 2[ ] (0, )m ww n σ∼ CN 。同时信号和噪声间相互独立。

各个天线阵元的接收信号 [ ]mx n 满足关系式(1)，由

于 [ ]mx n 是 [ ]ls n 和 [ ]mw n 的线性组合，所以 [ ]mx n 也将

服从高斯分布： 

2 2

1

[ ] 0,
L

m l w
l

x n σ σ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ′ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑∼ CN       (11) 

同理， ( )nX k 是 [ ]mx n 的线性组合，所以 ( )nX k 也满

足高斯分布，均值 { }( ) 0nE X k = ，考虑各个天线的

接收信号 [ ]mx n 是相关的，所以方差 { }( )nK X k =  

{ }1 j2 / * 2
0

[ ]e
M mk M

m k k km
K x n Mσ

− − π
=

= =∑ f Rf ， 所 以

( )nX k 的分布为 
2( ) (0, )n kX k Mσ∼ CN           (12) 

根 据 2χ 分 布 的 性 质 有 ( )( )2 2( ) / 1n kE X k Mσ = , 

( )( )2 2( ) / 2n kK X k Mσ = ， 则 ( )2 2( )n kE X k Mσ= , 

( )2 2 4( ) 2n kK X k M σ= 。当N 足够大，根据中心极限

定理， ( )P kx 将是关于k 相互独立的高斯随机变量。 
2 4( ) ( ,2 / )k kP k Nσ σx ∼ N          (13) 

4.2 检验统计量的分布 
下面利用顺序统计量的方法，分析给出检验统

计量式(9)在不同假设条件下的分布。 
在假设 0H 时，离散空间谱密度 ( )P kx 是关于 k

的独立同分布的高斯随机变量， 2( ) ( ,wP k σx ∼ N  
42 / )w Nσ 。将 ( )P kx 按照递增排序标记为 1: 2:M MP P≤  

:M MP≤ ≤" ，每个随机变量的概率密度函数均相

同，标记为 ( )f x ，同样累计分布函数也均相同，标

记为 ( )F x 。其中离散空间谱密度最小值最大值分别 
为 1: min ( )M

k
P P k= x , : max ( )M M

k
P P k= x ，随机变量对

1: :( , )M M MP P 的联合概率密度函数[17]为 
2( , ) ( 1)( ( ) ( )) ( ) ( ),

           0

Mg x y M M F y F x f x f y

x y

−= − −

< < < ∞  (14) 

将检验统计量 MMPT 表示为 /w y x= 的形式，其中

0 x y< < <∞ , 1w ≥ 。检验统计量的概率密度函数

为 

0
( ) ( , )df w x g x wx x

∞
= ⋅∫        (15) 

将具体的 ( , )g x y 代入式(15)，可以得到检验统计量

MMPT 的概率密度函数为 

2

0

( ) ( 1)

        ( ( ) ( )) ( ) ( )dM

f w M M

x F wx F x f x f wx x
∞ −

= −

⋅ −∫  (16) 

通过积分，可以得到累计分布函数： 

1 1 0

2

1 0

( ) ( )d ( , )d d

      ( 1) ( ( ) ( ))

         ( ) ( )d d

w w

w
M

F w f w w x g x wx x w

M M x F wx F x

f x f wx x w

∞

∞ −

= = ⋅

= − −

⋅

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (17) 

所以检验统计量的虚警概率为 

0 0fa

2

1 0

( ) ( | ) 1 ( | )

       1 ( 1)

         ( ( ) ( )) ( ) ( )d d

T

M

P P T F

M M

x F x F x f x f x x
γ

γ γ γ

γ γ γ
∞ −

= > = −

= − −

⋅ −∫ ∫

H H

 

(18) 

其中判决门限 1γ > 。通常取虚警概率 fa 0.1P = 时对

应的 γ 作为判决门限，即 1
fa= (0.1)Pγ − ，由式(18)可

计算得到精确的数值解。 
在假设 1H 时，离散空间谱密度 ( )P kx 之间相互

独立，但不满足同分布的条件，
1

2
|( ) ( ,k HP k σx ∼ N  

1

4
|2 / )k H Nσ 。同样将 ( )P kx 按照递增排序标记为

1: 2: :M M M MP P P≤ ≤ ≤" ，对应离散空间谱密度的概

率密度函数标记为 ( )
ii Xf f x= ，累计分布函数标记为

( )
ii XF F x= 。 

为了推导离散空间谱密度的累计分布函数，首

先定义积和式(Permanent)[18]：如果 1a , 2a ,"是列向

量，那么 

1 2

1 2[ ]
i i
a a

"
"             (19) 
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将表示 1i 个 1a 的拷贝， 2i 个 2a 的拷贝，以此类推。

定义 perA表示矩阵A的积和式，这里 ( )ija=A 是一

个n n× 的方阵。 

( )
1

per
n

n

i i
iS

a σ
σ =∈

= ∑∏A           (20) 

这里 nS 是{1, 2, , }n" 的全排列的集合。离散空间谱

密度随机变量对 1: :( , )M M MP P 的联合概率密度函数[19]

为 

1 2 1

1
( , ) per[ ( ) ( ) ( ) ( )],

( 2)!
           0

M
g x y x y x y

M
x y

−
= −

−
< < <∞

f F F f

 (21) 

其中 1 2( ) [ ]nx f f f=f " , 1 2( ) [ ]nx F F F=F " 。则根

据式(15)，检验统计量的概率密度函数为 

0 1 2 1

1
( )=

( 2)!

        per[ ( ) ( ) ( ) ( )]d
M

f w
M

x x wx x wx x
∞

−

−

⋅ ⋅ −∫ f F F f (22) 

同样通过积分，可以得到检验统计量 MMPT 的累计分

布函数为 

1 1 0

1 0 1 2 1

( )= ( )d ( , )d d

1
      =

( 2)!

       per[ ( )  ( ) ( )  ( )]d d

w w

w

M

F w f x w x g x wx x w

M

x x wx x wx x w

∞

∞

−

= ⋅

−

⋅ ⋅ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ f F F f

(23) 

由此，得到检验统计量的检测概率为 

1 1 2 1

1

0

1( | ) 1 ( | )

1
=1

( 2)!

     per[ ( ) ( ) ( ) ( )]d d

d T

M

P P T F

M

x x x x x x
γ

γ γ

γ γ γ
∞

−

= > = −

−
−

⋅ ⋅ −∫ ∫ f F F f

H H

 

(24) 

其中 1γ > 。由上述分析可知式(23)为式(17)的一般

表达，即本文利用顺序统计量的研究方法，给出了

检验统计量分布的统一解析表达式。 

5  仿真结果与讨论 

下面通过 Monte-Carlo 仿真来评估本文中频谱

感知算法的性能和理论分析的正确性。一般情况下

的仿真条件为：使用图 2 中的感知方案，设定阵元

个数 8M = ，待感知信号个数为 1L = ，未特别说明

的情况下，仿真数据长度即采样点数默认取N =  

1000。仿真次数设定为在假设 0H 条件下为 100000，

在假设 1H 条件下为 10000，其中选择 0H 仿真次数大

于 1H 是为了确保获得的仿真判决门限的相对准确

性。 

仿真 1  理论分析的仿真验证 
图 3 利用式(18)，分析比较了虚警概率和判决

门限关系的理论与仿真曲线。并且，分别给出了采

样个数 100N = , 200N = , 1000N = 情况下的仿真

和理论曲线，从图中可以比较看出，当 N 适当大时，

理论门限与仿真门限几乎完全匹配。据此，可以得

到精确的判决门限。图 4 利用式(24)，分析对比了

系统在采样个数 100N = , 200N = , 1000N = 情况

下的理论性能与仿真性能，从图中可以看出，对于

算法的感知性能，仿真曲线与理论曲线重合得很好，

并且随着 N 的增大，仿真结果越接近理论值。因此，

仿真曲线与理论曲线对比结果可以有效证明理论分

析的正确性。 
仿真 2  频谱感知算法性能分析与比较 
图 5 比较了基于空间谱密度的感知算法 MMPT ，

基于特征值的频谱感知算法 MMET 和能量检测算法

EDT 在信噪比为-18 dB 时的接收机工作特性曲线

(ROC)。在检测概率为 0.9 时，基于空间谱的频谱

感知算法 MMPT 对应的虚警概率为 0.17，能量检测

EDT 对应的虚警概率为 0.44，而特征值检测算法

MMET 的虚警概率为 0.62。可以看出，在相同的检测

概率下，基于空间谱密度比的频谱感知算法 MMPT 产

生的虚警概率最小，性能明显优于其他两种方法。 
图 6 分析了在虚警概率为 0.1 的情况下，检测

概率与信噪比的关系，并分别给出各检验统计量的

性能曲线。从图中可以看出，在检测概率为 0.9 时，

文中 MMPT 方法所需的信噪比为-17.7 dB，基于特征

值的方法 MMET 需要的信噪比为-16.0 dB，能量检测

EDT 需要的信噪比为-15.5 dB。从中可以看出，与基

于特征值的感知方法 MMET 比较， MMPT 算法需要的

信噪比最小，并且相对 MMET 算法有约 1.7 dB 的性

能优势，相对 EDT 算法有约 2 dB 的性能优势。 MMPT

算法的性能明显优于其他两种算法。 
图 7 比较了几种感知算法抵抗噪声不确定度的

能力。在仿真中，对噪声添加了 0.5 dB 的噪声不确

定度，对比图 6 和图 7，从中可以看到 MMPT 和 MMET

算法的性能几乎没有变化，即对噪声不确定度表现

出很好的抵抗能力。而能量检测算法受噪声不确定

度的影响很大，性能严重变差。 

6  结论 

本文通过建立空间谱密度与特征值的关系，提

出了在均匀线阵(ULA)基础上的空间谱密度的感知

算法，并且利用顺序统计量推导了统一的检验量性

能的解析表达式，给出了检验统计量的ROC曲线和

性能曲线。仿真结果有效验证了该算法与理论分析 



1184                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 38 卷 

 

图 3 判决门限与虚警概率曲线         图 4 检验统计量的仿真与理论性能曲线        图 5 接收机工作特性曲线 ROC 

 

图 6 频谱感知算法性能比较                           图 7 抗噪声不确定度性能比较 

的一致性。该算法充分利用空间谱的信息，性能表

现优于基于特征值的MME算法，对于8阵元的ULA，

在采样点数为1000、检测概率为0.9时，比MME算

法有约1.7 dB的性能优势，并且能有效抵抗噪声不

确定度的影响。 
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