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基于稀疏表示的不相关分布式信源参数估计算法 
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摘  要：在分析不相关分布式信源(Incoherently Distributed Source, IDS)信号模型的基础上，该文给出一种基于

稀疏表示的 IDS 参数估计方法。该方法利用 IDS 协方差矩阵的 Toeplitz 性质，结合 IDS 协方差矩阵的两点近似及

Jacobi-Anger 级数展开模型，分别采用两个 1 维稀疏表示问题对 IDS 的角度扩展及中心入射角度进行估计。同现

有算法相比，该文方法不需要进行 2 维搜索，计算量较小。仿真结果表明，该文算法在低信噪比及小快拍情况下具

有良好的参数估计性能。 
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Abstract: By analyzing the signal model of the Incoherently Distribute Source (IDS), a sparse representation based 

parameter estimation method of IDS is presented. Through using the Toeplitz characteristic and the two point 

approximation model as well as the Jacobi-Anger expansion model of the covariance matrix of the IDS, the angle 

spread and the central direction angle of the IDS is estimated by adopting two sparse representation problems. 

Compared with the present method, the proposed method does not need two dimensional searches and has low 

computational burden. Simulation results show that the proposed method has good parameter estimation 

performance in the low signal-to-noise ratio and small snapshot number scenario. 
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1  引言  

作为阵列信号处理的重要分支，波达方向

(Direction of Arrival, DOA)估计在雷达、声呐及无

线通信等领域有着重要应用[1,2]。在入射信源为点信

源的假设下，经典的 DOA 估计算法 (MUSIC, 
ESPRIT 等)具有良好的 DOA 估计性能。但是，在

移动无线通信、水下声呐及无源雷达等应用中，由

于在信源及接收天线间不存在视距传播，阵列天线

接收到的信号为多条多径散射信号的叠加，此时需

要用分布式信源(Distributed Source, DS)模型对入

射信源进行描述，DS 模型一般采用信号的中心入射

角度和角度扩展来描述信号的波达方向。由于信号

模型的失配，经典的 DOA 估计算法不能够对 DS 的
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波达方向进行有效估计[1]。 
为了解决这一问题，20 世纪 90 年代以来，通

过对 DS 进行建模，相关领域的学者从不同角度提

出了多种有效的 DS 参数估计方法 [2 11]− 。DS 可以视

为多个散射特性满足一定统计规律的散射体的集

合，根据散射体散射特性的不同，DS 可以分为相干

分布式信源、不相关分布式信源 (Incoherently 
Distributed Source, IDS)和部分相关分布式信源，

本文主要研究 IDS 的参数估计问题。文献[3]和文献

[4]提出了一种 DS 的参数化描述方法，并据此给出

了一种基于广义 MUSIC 的 DS 参数估计算法

(DISPARE)。在经典最大似然算法的基础上，文献

[2]给出了 DS 参数估计的最大似然算法，并针对最

大似然算法的运算量问题，提出了计算复杂度较低

的加权子空间拟合算法。在经典的 DOA 估计算法

中，Capon 算法具有重要地位，根据 IDS 的信号模

型特点，文献[5]提出了基于广义 Capon 谱估计器的

IDS 参数估计算法。和经典的 DOA 估计算法相比，



2886                                        电 子 与 信 息 学 报                                     第 37 卷 

上述算法都具有良好的 IDS 参数估计性能，但是，

由于其在进行参数估计时需要进行 2 维或高维搜

索，算法的计算复杂度不能满足实际系统的需要。

为了降低算法运算量，文献[6]提出了一种分布式信

源参数的解耦估计算法。利用信号协方差矩阵的非

结构化模型，该算法首先对入射信源的角度扩展进

行估计，然后基于估计出的角度扩展值对入射信源

的中心入射角度进行计算。虽然该算法的运算量较

2 维搜素类算法的运算量低，但是其仅适用于单个

入射信源的情况。针对上述算法的缺陷，文献[7]中
提出了基于多项式求根的低复杂度 IDS 参数估计算

法，如扩展求根 MUSIC 算法等。该类算法不仅计

算复杂度大大降低，而且能够有效用于多入射信源

情况，但是其参数估计性能存在较大损失。 
随着稀疏表示理论的发展和完善，其在阵列信

号处理领域中的应用越来越广泛 [12 15]− 。本文结合

IDS信源的模型特点，提出一种基于稀疏表示的 IDS
参数估计方法。该方法根据 IDS 采样协方差矩阵的

Toeplitz 性质，采用凸优化方法对 IDS 的采样协方

差矩阵进行拟合；然后，基于 IDS 协方差矩阵的两

点近似模型，采用稀疏表示的方法对 IDS 的角度扩

展参数进行估计；利用估计出的角度扩展参数，在

IDS 的角度分布形式已知的基础上，采用 IDS 的

Jacobi-Anger 级数展开模型构建稀疏基矩阵，并据

此估计出 IDS 的中心入射角度。本文算法的运算量

较搜索类算法低，在低信噪比和小快拍条件下具有

良好的参数估计性能。 

2  信号模型 

考虑K 个不相关分布式信源
kks( , , )θθ θ σ , k 1,=  

K2, ," ，入射到由 N 个阵元构成的等距线阵列

(Uniform linear array, ULA)上，则接收信号可表示

为 

k

K

k
k

sx a n
1

( ) ( , , )dθθ θ θ σ θ
π/2

−π/2
=
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其中， j2 sin j2 ( 1) sin T( ) [1, e , , e ]NΔ θ Δ θθ π π −=a " 为 θ 方向上

的导向矢量，Δ 表示以波长为单位的阵元间距，

kks( , , )θθ θ σ 表示第k 个信源的角信号密度函数， kθ 和

kθ
σ 分别表示第 k 个信源的中心入射角度和角度扩

展， Nn C 1×∈ 为复高斯白噪声矢量，由分布式信源

相互独立可得接收信号协方差矩阵为 
H
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其中
k k kk k kp E s s*( , , ) [ ( , , ) ( , , )]θ θ θθ θ σ θ θ σ θ θ σ= 为第 k 个 

信源的角自相关核函数，
K

s kk
R R

1=
= ∑ , kR 表示第 

k 个信源的协方差矩阵， T
1[ , , , , ]n Nη η η= " "η , nη

表示第n 个阵元上的噪声功率。 
当角自相关核函数

kkp( , , )θθ θ σ 为单峰对称函数

且 IDS 的角度扩展较小时，记 2 sin( )k kω Δ θ= π 为对

应角度 kθ 方向上的空间频率， 2 cos( )
k kkω θσ Δ θ σ= π , 

kR 可近似表示为 

k

k k

k k

k k

k k

k k k

k k

k k k

pR a a

b b

b b

B B

/2
H

/2

H

H

H

( ) ( , , ) ( )d

( ) ( )

( ) ( ) 2

( , ) ( , ) 2

θ

ω ω

ω ω

ω ω

θ θ θ σ θ θ

λ ω σ ω σ

ω σ ω σ

λ ω σ ω σ

π

−π
=

⎡≈ − −⎢⎣
⎤+ + + ⎥⎦

=

∫

      (3) 

其中 kλ 表示第 k 个信源的能量，
kkB( , )ωω σ =  

k kk kb b[ ( ), ( )]ω ωω σ ω σ− + , j( )
( ) 1, e ,k k

kk
ωω σ

ωω σ −⎡− = ⎢⎣
b  

Tj( 1)( ), e k kN ωω σ− − ⎤
⎥⎦

" 。式(3)表明矩阵 kR 的秩近似等于 

2，称为 IDS 协方差矩阵的两点近似模型[2]，其表明

在分布式信源角度扩展不是很大时，一个 IDS 的协

方差矩阵可由两个理想点信源的协方差矩阵近似表

示。 
式(3)是在小角度扩展时对 IDS 协方差矩阵的

近似表示，利用 Jacobi-Anger 级数可以得到 IDS 协

方差矩阵的精确表达式[2]。记 k m nR ( , )表示矩阵 kR
的第m 行第n 列元素，可得 

[ ]
/2

/2

( , )

 ( , , )exp j2 ( ) sin( ) d
k

k

k

m n

p m nθθ θ σ Δ θ θ
π

−π
= π −∫

R

(4) 

又根据 Jocabi-Anger 级数展开式，式(4)可展开为 

k g g
g

m n J z J zR 0
1

( , ) ( ) ( )α
∞

=

= +∑        (5) 

其 中 ， 2 ( )z m nπ Δ= − ， 当 g 为 偶 数 时 gα =  

kkp g
/2

/2
2 ( , , )cos(2 )dθθ θ σ θ θ

π

−π∫ ，当 g 为奇数时 gα =  

/2

/2
2j ( , , )

kkp θθ θ σ
π

−π∫ gsin[(2 1) ]dθ θ− , gJ ( )i 表示 g 阶第 

1 类 Bessel 函数，式(5)称为 IDS 协方差矩阵的

Jacobi-Anger 级数展开模型。 

3  本文算法 

由接收阵列为均匀线阵，容易证明矩阵 kR 为

Toeplitz 矩阵，因此，由有限个 Toeplitz 矩阵的和

仍为Toeplitz矩阵可知，矩阵 sR 也是Toeplitz矩阵。

基于矩阵 sR 的 Toeplitz 性质，为了降低噪声对参数

估计性能的影响，下面首先采用凸优化方法对协方
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差矩阵R进行拟合，然后采用稀疏表示方法对分布

式信源参数进行估计。 
3.1 协方差矩阵拟合 

在实际应用中，协方差矩阵R一般由有限次快 

拍估计得到，即
Q

q
Q q qR x xH

1
1/ ( ) ( )

=
= ∑

�
，其中Q 表 

示快拍个数，当矩阵R和R
�
都可逆，即Q N≥ 时，

考虑式(6)所示的协方差矩阵拟合准则： 
21/2 1/2min ( )

s.t. 0
F

− − ⎫⎪− ⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

R
R R R R

R

� �

;
        (6) 

用 sr 表示矩阵 sR 的第 1 列，则上述准则可等价转化
为式(7)所示的凸优化问题[16]： 
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其中Toep( )i 表示Toeplitz操作，则由式(7)得到 sr 的

估计值 sr� 后，可由 sr� 唯一确定出 sR 的拟合值 lsR 。

需要说明的是，由于优化问题式(7)为一半定规划问

题[16]，因此由式(7)可以得到唯一的 sr� 。基于拟合出

的信号协方差矩阵 lsR 及其 Toeplitz 性质，下面首先

采用稀疏表示的方法对 IDS 的角度扩展进行估计。 
3.2 IDS 角度扩展估计 

根据 IDS 协方差矩阵的两点近似模型，由 s =R  

1

K
kk=∑ R ，则 sR 可近似表示为 

H( , ) ( , )s ≈R B Bω σ Λ ω σ          (8) 

其中
1 21 2( , )=[ ( , ), ( , ), , ( , )]

KKω ω ω ωω σ ω σ ω σB B B B"ω σ  
N KC 2×∈ , K

T
1 2[ , , , ]ω ω ω= "ω ,

1 2
[ , , ,ω ω ωσ σ= "σ  

T]
Kω

σ , k k K1 1=diag( /2, /2, , /2, /2, , /2,λ λ λ λ λ" "Λ  
K K

K C 2 2/2)λ ×∈ 。由式(8)可知， sr� 可近似表示为 
( , )s ω≈r B� ω σ κ               (9) 

其中 k k K1 1diag( ) [ /2, /2, , /2, /2, , /2,λ λ λ λ λ= = " "κ Λ  

K
T/2]λ 。又根据

kk [ /2, /2]ωω σ± ∈ −π π ，则由此构

造过完备基矩阵 i
l LB b b b1 1[ ( ), , ( ), , ( )]γ γ γ= " " ，其中

l [ /2, /2]γ ∈ −π π , l L1,2, ,= " ，利用过完备基矩阵

iB1 ，对 sr� 进行稀疏表示可得 
isr B u e1 1= +�               (10) 

其中 e1 为拟合和稀疏表示误差， lu uu 1[ , , , ,= " "  

Lu T] ，且当
kl k ωγ ω σ= ± 时， l ku /2λ= ，否则

lu 0= 。求解式(10)，由向量u中非零元素的位置可

以得到
kk ωω σ± 的估计值，根据

kk ωω σ± 的估计值，

可计算出分布式信源的角度扩展值 kθσ� 。需要说明的

是，根据
kk ωω σ± 的估计值也可以估计出 IDS 的中

心入射角度，但是，仿真实验发现根据这种方法对

中心入射角度的估计精度很差。下面结合 IDS 协方

差矩阵的 Jocabi-Anger 级数展开近似模型，在估计

出的角度扩展的基础上，给出一种基于稀疏表示的

IDS 中心入射角度的估计算法。 
3.3 IDS 中心入射角度估计 

虽然通过 Jocabi-Anger 级数展开可以得到 IDS
协方差矩阵的精确表达式，在实际应用中，一般用

有限阶 Jocabi-Anger级数展开式对 IDS的协方差矩

阵进行近似。若记 Jocabi-Anger级数展开阶数为G ，

则 k m nR ( , )可近似表示为 
 

kk mn km nR J wT( , ) ( , )θθ σ≈         (11) 

其中 mn GJ z J z J zJ T
0 1[ ( ), ( ), , ( )]= " , 

kkw( , ) [1,θθ σ =  

G
T

1, , ]α α" ，所以 kR 的第 1 列元素 kr 可写为 

kk kr J wT ( , )θθ σ≈            (12) 

其中 NJ J J J11 21 1[ , , , ]= " 。利用角度扩展的估计值

kθσ� ，在角自相关核函数
kkp( , , )θθ θ σ 形式已知时，构

建稀疏基矩阵W ： 

KW W W W1 2[ , , , ]= "          (13) 

其 中 k k kk h HW w w w1[ ( , ), , ( , ), , ( , )]θ θ θβ σ β σ β σ= � � �" " , 

h H1{ , , , , }β β β" " 为在感兴趣的空域范围内等间隔 

划分的角度网格。又由
K

s kk
r r

1=
= ∑ ，根据式(12) 

对 sr� 稀疏表示可得 
isr J Wv e B v eT

22 2= + = +�       (14) 

其中 iB J WT2 = , Kv v v v T
1 2[ , , , ]= " , k kvv 1[ , ,= "  

kh kHv v T, , ]" ，当角度扩展值匹配且 h kβ θ= 时，

khv 0≠ ，否则 khv 0= , e2 为稀疏表示误差项。求解

稀疏表示问题得到向量v后，根据v中非零元素的

位置，即可得到 IDS 的中心到达角度值 kθ� 。 
3.4 稀疏表示问题的求解 

对于式(10)和式(14)中的稀疏表示问题，可以采

用多种方法进行求解，本文采用循环加权最小二乘

(Iteratively Reweighted Least Square, IRLS)算法对

其进行求解[17,18]。由于式(10)和式(14)的形式完全一

样，为方便起见，用式(15)对其进行统一表示。 
isr Bt e= +�               (15) 

其中 iB表示 iB1 或 iB2 , t表示u或v ,e表示e1或e2 。

压缩感知理论表明[19]，稀疏表示问题的解可以通过

求解式(16)得到 
ip

spt
t Bt r e 2

2
min , s.t. ε− = ≤�    (16) 

其中 p0 1≤ < 为范数约束值， ε 表示允许的稀疏表

示误差。由于 p0 1≤ < ，上述优化问题的目标函数

为非凸的，导致式(16)不存在闭合形式的最优解。

IRLS 算法通过在每一次迭代过程中求解一个加权

形式的最小二乘问题来对上述非凸问题进行求解，
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由于加权最小二乘问题具有闭合形式的最优解，因

此，该算法在每次循环过程中都能够得到最优形式

的闭合解，运算量较小。具体而言，若设 IRLS 算

法在第 i 次循环中得到的最优解矢量为 it ，则在第

i 1+ 次循环过程中 IRLS 算法需求解式(17)所示的

无约束优化问题： 
i si i i

t
t Bt r t

2 2
1 1 1 22

argmin μ+ + += − +� :γ   (17) 

其中 i 1μ + 是第 i 1+ 次循环中的正则化参数， i 1+ =γ  
p

it
/2 1−

为第 i 1+ 次循环中的加权矢量， :表示

Hadamard 积。由此，得到基于稀疏表示的 IDS 参

数估计算法步骤如下所述： 
步骤 1  由阵列接收数据估计采样协方差矩阵

oR，并利用式(7)对 oR进行拟合，得到向量 sr� ； 
步骤 2  由阵列天线结构构建过完备基矩阵

iB1 ； 
步骤 3  设定正则化参数 0 spreadλ λ= ，初始解

向量 i i i su B B B r
H 1

1 1 10 ( )−= � ，范数约束值 p 0.8= ，采

用 IRLS 算法对式(10)进行求解，得到向量u的估计

值 lu，并由其峰值位置确定出角度扩展的估计值 kθσ� , 
k K1,2, ,= " ； 

步骤 4  由 kθσ� ,k K1,2, ,= " ，根据式(13)构建

稀疏基矩阵 iB2； 
步骤 5  设定正则化参数 0 centralλ λ= ，初始解

向量 i i i su B B B r
H 1

2 2 20 ( )−= � ，范数约束值 p 0.8= ，采

用 IRLS 算法对式(14)进行求解，得到向量v的估计

值 v�，并由其峰值位置确定出中心角度 kθ� , 1,k =  
2, ,K" 。 

在算法运算量方面，本文算法的运算量主要集

中在采用式(7)对协方差矩阵的拟合及采用 RILS 算

法对式(10)和式(14)的求解。对于式(7)中的凸优化

问题，采用内点法对其进行求解时，其运算量为

O N 6.5( )，而采用 IRLS 算法对(10)和式(14)进行求

解时，若记算法循环迭代总次数为 I ，其运算量为

O ILN IHKN N2 2 3( )+ + ，因此本文算法的运算量为

O ILN IHKN N2 2 6.5( )+ + 。而对于 DISPARE 和广

义 Capon 算法，若在进行 2 维搜索时，其在角度扩

展及中心入射角度维划分的网格点数分别为H 和

L ，则两算法的计算复杂度分别为O HLKN N2 3( )+

和O HLN 3( )。由于一般情况下网格点数H 和L 远远

大于阵元数N 、信源数K 及迭代次数 I ，因此，本

文算法的计算量较 DISPARE 和广义 Capon 算法

小。 

4  计算机仿真 

本节对上述基于稀疏表示的 IDS 参数估计算法

进行分析，以验证算法的有效性。为了对比分析本

文算法的性能，同时对 DISPARE 算法、广义 Capon
算法及扩展求根 MUSIC 算法进行了计算机仿真。

实验中，设定阵列天线为由N 10= 个阵元构成的

ULA，且 0.5Δ = , IDS 的角自相关核函数为高斯型

函数，Jocabi-Anger 级数展开阶数G 30= ，分别对

各算法性能随接收信号信噪比、快拍数及 IDS 角度

扩展的变化情况进行分析。 
仿真 1  矩阵拟合对采样协方差矩阵的影响 
为降低噪声对参数估计性能的影响，本文方法

在进行参数估计前，首先对采样协方差矩阵进行了

拟合处理，本实验就拟合处理对采样协方差矩阵的

影响进行仿真分析。仿真中通过计算原始采样协方

差矩阵 oR及拟合得到的信号协方差矩阵 lsR 同真实

信号协方差矩阵 sR 间差值的 Frobemius 范数来说

明拟合的必要性。设定采样快拍数为 100，单个 IDS
的中心入射角度 0θ = D，角度扩展 4θσ = D，接收信

号信噪比由-5 dB 变化到 25 dB，在每一接收信噪比

独立进行 300 次实验，得到 oR及 lsR 同 sR 间差值的

Frobemius 范数随信噪比的变化如图 1 所示。 
分析图 1 可知，在不同信噪比下， lsR 同 sR 间

差值的 Frobemius 范数一直小于 oR同 sR 间差值的

Frobemius 范数，这说明拟合过程降低了噪声对信

号协方差矩阵的影响，能够提高参数估计精度。 
仿真 2  算法性能随接收信号信噪比的变化情

况 
本实验中设定采样快拍数为 100，单个 IDS 的

中心入射角度 0θ = D，角度扩展 4θσ = D，接收信号

信噪比由-5 dB 变化到 25 dB，正则化参数初始值

spreadλ 和 centralλ 分别为 0.1 和 0.2，在每一接收信号信

噪比独立进行 300 次实验，得到 IDS 的中心入射角

度及角度扩展的测量均方根误差随接收信号信噪比

的变化情况如图 2 所示。 

由图 2 可知，随信噪比的增大，各算法的参数

估计性能逐渐提高，且本文算法具有较好的性能。

在信噪比较低时，求根类算法不能够对 IDS 的参数 

 

图 1 采样协方差矩阵及拟合得到的信号协方差矩阵 

同真实信号协方差矩阵间的差值随信噪比的变化 
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图 2 各算法性能随接收信号信噪比的变化曲线 

进行有效测量，DISPARE 算法和广义 Capon 算法

具有较扩展求根 MUSIC 算法更好的性能，但略逊

于本文算法。 
仿真 3  算法性能随快拍数的变化情况 
本实验中设定接收信号信噪比为 10 dB，快拍

数由 10 变化到 500，其它参数同仿真 1 中相同，在

每一快拍数下进行 300 次独立实验，得到 IDS 的中

心入射角度及角度扩展的测量均方根误差随快拍数

的变化情况分别如图 3(a)和图 3(b)所示。 
分析图 3 可知，虽然各算法的性能随快拍数的

增大逐渐提高，但是在快拍数大于 200 后，随着快

拍数的增加，算法性能受快拍数的影响不再明显，

同时，本文算法对中心角度的估计性能明显优于现

有算法。 
仿真 4  算法性能随角度扩展的变化情况 
本实验中设定接收信号信噪比为 10 dB，快拍

数由 100，单个 IDS 的中心入射角度 0θ = D，角度

扩展 θσ 由1D变化到10D ，其它参数同仿真 1 中相同，

在每一角度扩展值下进行 300次独立实验，得到 IDS
的中心入射角度及角度扩展的测量均方根误差随分

布式信源角度扩展的变化情况分别如图 4 (a)和图

4(b)所示。 
由图 4 可知，扩展求根 MUSIC 及本文算法对

中心入射角度的估计性能随角度扩展的增加并不是 

 

图 3 各算法性能随快拍数的变化曲线 

 

图 4 各算法性能随角度扩展的变化曲线 
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单调变化的，其原因在于扩展求根 MUSIC 及本文

算法对中心角度的测量是基于 IDS 协方差矩阵的两

点近似模型的，当入射信号的角度扩展很小时，算

法不能够有效测量出两个近似点信源的入射角度

值，导致算法性能下降。 

5  结论 

利用不相关分布式信源协方差矩阵的性质，本

文给出了一种基于稀疏表示的不相关分布式信源参

数估计方法。该方法将 IDS 的 2 维参数估计问题转

化为了两个 1 维稀疏表示问题，因此该算法的计算

复杂度较 2 维搜索类算法低；同时，所提算法在进

行参数估计前首先根据 IDS 协方差矩阵的特点，对

采样协方差矩阵进行了拟合，这能够有效降低噪声

对算法性能的影响，提高算法的参数估计性能。 
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