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基于差值映射的压缩感知 MUSIC 算法 
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摘  要：多快拍(MMV)问题旨在恢复具有相同稀疏结构的多列信号。在传统阵列信号处理中 MMV 问题的求解通

常采用多重信号分类(MUSIC)等确定性方法实现，但当快拍数不足或存在相干源时该类方法失效；而在压缩感知

(CS)的概率求解模型下，即使信源相干也能得到恢复结果，但现有算法普遍性能不足。近期 Kim 等人的研究表明，

将 CS 与 MUSIC 相结合可得到比二者更加优秀的性能和更为宽泛的使用条件，该方法被称作压缩感知 MUSIC 或

CS-MUSIC 算法。作为一种投影型非凸优化算法，差值映射(DM)最早用于解决 X 射线晶体学中的相位恢复问题，

并逐渐在其他非凸及压缩感知问题的求解中展示出优良性能。该文提出一种基于差值映射的 CS-MUSIC 算法，仿

真结果表明该算法在 MMV 问题求解中十分有效，相比经典 CS-MUSIC 具有更高的恢复成功率。 
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Abstract: The Multiple Measurement Vectors (MMV) problem addresses the recovery of unknown input vectors 

which share the same sparse support. The Compressed Sensing (CS) has the capability of estimating the sparse 

support even in coherent cases, where the traditional array processing approaches like MUltiple SIgnal 

Classification (MUSIC) often fail. However, CS guarantees the accurate recovery in a probabilistic manner, and 

often shows inferior performance in cases where the traditional ways succeed. Recently, a novel compressive MUSIC 

(or CS-MUSIC) algorithm is proposed by Kim et al., in which both the advantages of CS and traditional 

MUSIC-like methods are combined together. As an iterative projecting algorithm, Difference Map (DM) is first 

used to solve the phase retrieval problem in crystallography. Recent results show that it has excellent performance 

in solving a wide variety of non-convex problems like compressed sensing. In this paper, a DM-based CS-MUSIC 

algorithm is proposed. Experiments show that the proposed algorithm is very effective in MMV problem solving 

and the success rate of CS-MUSIC is dramatically improved. 

Key words: Compressed Sensing (CS); Multiple Measurement Vectors (MMV) problem; Joint sparsity; MUltiple 

SIgnal Classification (MUSIC); Difference Map(DM) 

1  引言  

压缩感知(Compressed Sensing, CS)[1,2]主要研

究在严重欠采样的情况下如何精确恢复具有稀疏结

构的信号。其求解理论基于概率模型，通常借助一

系列的优化算法来实现信号恢复。近年来 CS 已成

为信号处理领域的研究热点之一，并且在不同应用

方向取得了成功 [3 8]− 。在 CS 理论中，多快拍问题

(Multiple Measurement Vector, MMV)旨在辨识具

有相同稀疏支集的多列未知信号，基于 CS 的求解
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算法在快拍数不足和信源相干时仍可得到 MMV 问

题的解，但目前算法在性能上普遍受稀疏度影响严

重。 
在传统阵列信号处理中，MMV 问题等价于波

达方向(Direction-Of-Arrival, DOA)估计问题[9]。这

类问题的求解往往基于信号和噪声子空间的确定性

模型，通过空间谱扫描得到最终结果，其中以多重

信号分类(MUSIC)算法[10]最具代表性。该类方法理

论性能良好，但在快拍数不足或信源相干时将失效。 
结合CS在使用条件上的宽泛性和MUSIC类算

法在性能上的优良性，Kim 等人在文献[11]中创新性

地提出了 CS-MUSIC 算法用于 MMV 问题的求解。
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该文献从理论上给出了 CS-MUSIC 算法的性能分

析，并详细阐述了 CS 和 MUSIC 类算法之间的内在

联系。同期文献[12]也给出了相似的独立结果，并将

其方法称为子空间增强型多重分类 (Subspace- 
Augmented MUSIC, SA-MUSIC)。 

作为一种非凸优化算法，差值映射 [13,14] 

(Difference Map, DM)最早用于解决 X 射线晶体学

中的相位恢复问题[15,16]，并逐渐在其他非凸及压缩

感知问题的求解中展示出优良性能[14,17,18]。文献[18]
将 DM 算法引入到 CS 单快拍(Single Measurement 
Vector, SMV)问题的求解和稀疏字典编码中，结论

表明其性能要远远优于现有的大多 CS 算法。 
本文将差值映射引入到 MMV 问题的求解中，

并提出了一种基于差值映射的 CS-MUSIC 算法。仿

真结果表明本文所述方法在 MMV 问题的求解中十

分有效，且使得经典 CS-MUSIC 的恢复性能得到了

显著提高。 
本文组织结构如下：在第 2 节中分别介绍MMV

问题、CS-MUSIC 算法以及差值映射算法；在第 3
节中给出DM算法在MMV问题和CS-MUSIC中的

具体求解过程；第 4 节通过数值仿真验证本文所提

算法的有效性和性能优势。 
2  多快拍问题及差值映射算法 
2.1 压缩感知和多快拍问题 

若 ,m r 分别表示阵元数和快拍数，n m> 表示

接收信号长度， m n×∈Φ 表示采样矩阵， m r×∈Y
表示观测信号， 1 2[ , , , ] n r

r
×= ∈X x x x 表示待估计

信号，则矩阵形式的 MMV 问题可表达为 

0min  ,  s.t. =X Y X Φ           (1) 

这里 0 supp k= =X X ，表示X 中非零行的个数

即稀疏度。其中 supp {1 : 0}ii n= ≤ ≤ ≠X x , ix 为

矩阵X的第 i 行元素。当 1r = 时，多快拍问题便退

化为单快拍问题。 
由于未知信号在结构上具有相似的稀疏分布，

相比单快拍( 1r = )问题，其可恢复稀疏度将更高。

文献[19,20]从理论上给出了 MMV 问题的稀疏度恢

复上限，即 

0

spark( ) rank( ) 1
spark( ) 1

2

+ −
< ≤ −

Y
X

Φ
Φ  (2) 

其中 rank( )Y 为矩阵Y 的秩， spark( )Φ 表示矩阵Φ
的最小相关组。当快拍数r 提高时，rank( )Y 相应增

大，由式(2)可知稀疏度恢复上限将随之得到提高。 
目前 CS 框架下用于求解 MMV 问题的方法主

要 有 贪 婪 类 算 法 ( 如 同 时 正 交 匹 配 追 踪

Simultaneous Orthogonal Matching Pursuit, 
S-OMP[20,21])、混合范数凸松驰类算法[22,23]、贝叶斯

类方法(如多重稀疏贝叶斯学习(Multiple Sparse 
Bayesian Learning, M-SBL)[24])、随机类算法(如
Reduce MMV and Boost, ReMBo[25])以及基于块稀

疏模型的算法[26,27]等。但当前多数求解算法在性能

上与此理论上限还存在相当差距[11]，随着信号稀疏

度k 的变大，信号恢复效果将逐渐变差。 
2.2 CS-MUSIC 算法 

在阵列信号处理的 DOA 估计中，传统方法主

要有 Capon 最小方差方法[28]、MUSIC 算法[10]、基

于旋转不变技术的信号参数估计(Estimation of 
Signal Parameters via Rotational Invariance 
Techniques, ESPRIT)[29]等，其中以 MUSIC 算法的

应用最为广泛。在信源不相干的条件下，文献[19]
给出了 MUSIC 算法在 MMV 问题求解中的性能上

限为 

0 spark( ) 1< −X Φ           (3) 

这表明在快拍数足够时，MUSIC 算法可达到对

MMV 问题的理想恢复。但在信源相干条件下，即

信号矩阵X中存在相关行时，MUSIC 算法将失效。 
 结合CS的概率性重建方式和MUSIC算法的确

定性重建方式，Kim等人提出了CS-MUSIC算法[11]。

该算法的主要思想是将待恢复的 k 个非零行拆分为

两部分，首先通过压缩感知算法(如同时正交匹配追

踪 (S-OMP) 、 二 阈 值 (2-thresholding) 等 ) 求 得

rank( )k − Y 行支集，再利用已得支集的信息构建新

的噪声子空间，通过类似 MUSIC 算法的空间谱扫

描计算得出剩余支集位置。CS-MUSIC在 rank( )Y 接

近1时(即单快拍模式)趋于CS算法；而在 rank( )Y 接

近k 时趋于传统 MUSIC 算法[11]。该算法很好地结合

了 CS 和 MUSIC 的优点，在拓宽使用条件的基础上

保持了优良性能。作者在文中同时指出，即使存在

相干信源，CS-MUSIC 的恢复性能仍可达到 MMV
问题的理论上限。 
2.3 差值映射算法 

差值映射算法最早由文献[13]在解决 X 射线晶

体学中的相位恢复问题时提出。在 DM 算法中，某

一问题的解被看作两个约束条件集合A 与B 的交

集，集合A , B 分别描述了该问题解所满足的一类

约束条件。空间点 0ω 向A , B 的投影分别表示为

0( )AP ω 与 0( )BP ω ，定义为相应集合中与 0ω 距离最短

的点，即 

, 0 0 2
( ) min ,  s.t. ,A BP A B= − ∈

w
w w w w      (4) 

通过在两个条件集合间的不断投影，迭代点最终收

敛于交集处从而得到问题的解。DM 算法的一步迭

代定义为 
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( ) ( )( ) ( ) ( )A B B AD P f P fβ ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ω ω ω ω      (5) 
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β

β
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ω ω ω ω

ω ω ω ω
         (6) 

其中参数 0β ≠ 。 

该算法与其前身
    

混合输入输出[30](Hybrid 
Input-Output, HIO)算法类似，均是由交替投 
影[31–34](Alternating Projection, AP)演化而来的投

影迭代算法。而交替投影通常只能用来解决凸问题，

在非凸情况下由于局部停滞效应而无法得到全局最

优解。HIO 算法在投影过程中通过引入原始项来避

免局部停滞，在非凸问题求解中取得了成功；而 DM
算法则找到了具有广义形式的迭代方法，得到了更

加优良的性能。当参数 1β = 时，DM 则退化为 HIO
算法[13]。理论和实践表明，DM 算法极其适合非凸

问题的快速求解，并已在蛋白质折叠、大规模数独

等众多NP难的非凸问题求解中取得了相当的成功[14]。

近期 DM 算法已被应用到压缩感知 SMV 问题的求

解[17,18]和稀疏字典编码[18]中，且获得了优于当前主

流算法的性能。文献[18]的研究结果表明，在解决

L0 范数的非凸优化问题中，差值映射相比 OMP 类

算法在恢复误差和对噪声的鲁棒性上均具有较大性

能优势。 
    本文将 DM 算法推广到 MMV 问题的求解中，

并在CS-MUSIC算法中加以应用。仿真结果表明，

本文所述基于DM的CS-MUSIC算法性能优秀，相

比原始文献[11]中的实验结果在恢复成功率上得到

了显著提升。 

3  DM算法在MMV问题求解和CS-MUSIC
中的具体实现 

3.1 DM 求解压缩感知 MMV 问题 
在 MMV 问题中，给定采样矩阵 (m n m×∈Φ  

)n< 和观测结果 m r×∈Y ，本文希望恢复得到在

结构上具有相似稀疏性的原始信号 n r×∈X ，同时

满足 =Y XΦ 。这一问题的限制条件可由两个集合

表示： 

{ }
{ }

0:

:

n r

n r

A s

B

×

×

⎫⎪= ∈ ≤ ⎪⎪⎬⎪= ∈ = ⎪⎪⎭

X X

X X YΦ
         (7) 

其中 0 supp=X X 表示矩阵 X 中非零行的个数；

s 为预定义整数表示稀疏度大小。这样在A , B 两

集合间进行迭代投影，最终得到的收敛结果即为

MMV 问题式(1)的解。 
向集合A的投影过程是 CS 中常用的硬阈值算

法，其结果可表示为 
( ) [ ]A sP =X X               (8) 

其中 [ ]sX 表示保留X 中绝对值之和最大的 s 行元

素，而将其余n s− 行元素置零。 
向集合B 的投影结果则为 

†( ) ( )BP = − −X X X YΦ Φ         (9) 

其中 †Φ T T 1( )−= Φ ΦΦ 表示矩阵Φ 的伪逆。此结果

虽根据无噪条件推出，但实验表明在噪声存在条件

下依然适用。 
3.2 基于 DM 的 CS-MUSIC 算法 

根据 3.1 节的分析及文献[11]中对 CS-MUSIC
算法的描述，本文提出基于 DM 的 CS-MUSIC 算法

步骤为： 
步骤 1  †

0 =X YΦ , 1i = ，迭代终止误差

tol 0> , [ 1, 0)β ∈ − ； 
步骤 2  设定s k r= − ，进行如下迭代求解，

终止条件为
2

1 2
toli i−− <X X ； 

( ) ( )1 1 1( ) ( )i i A B i B A iP f P fβ− − −
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦X X X X  

步骤 3  设 k rI − 为步骤 2 中得到的非零行索引

集，令 k rS I −= ； 
步骤 4  设 j 为 k rI − 集合外的任意索引值，即

{1,2, , } \ k rj n I −∈ , jϕ 为矩阵Φ的第 j 列，遍历计 

算
( )

T
( )( )

IR k r
j R jP

j P Pη ⊥
−

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦Y
Y Φϕ ϕ ； 

步骤 5  将 ( )jη 降序排列，取前 r 个元素所对

应的索引值作为剩余非零行索引，补充至S 。其中

投影算子 AP 及 BP 如式(8)、式(9)所示； ( )RY 为矩阵

Y 的列空间，程序中可通过对Y 进行特征值分解等

运算得到。实验表明 β 值在一定范围内的变化对恢

复性能并无明显影响。 

4  仿真实验结果 

4.1 随机 MMV 问题求解 
首先通过随机实验对 DM 算法的收敛性进行验

证。取阵元数 32m = ，信号长度 128n = ，快拍数

16r = ，稀疏度 10k = ，随机生成高斯分布的采样

矩阵 Φ 和联合稀疏信号X ，在无噪和信噪比为

40 dB两种条件下分别进行数值实验。 
 在无噪条件下，取 0.6β = − , 6tol 1 10−= × ，所

得算法收敛性如图 1 所示。由图 1 可知 DM 算法在

MMV 问题求解中具有较好的收敛性，可在少量迭

代次数内得到真实解。为了得到算法性能随参数 β
的变化，随后对一定范围内的 β 值进行遍历实验，

得到恢复误差和迭代次数随β 的变化如图 2 所示。

由图 2 可看出，在 [ 0.8, 0.5]− − 范围内β 的变化基本

对恢复性能和迭代次数无明显影响，参数选择范围

较宽。 
 针对采样噪声存在的情形，在以上实验的基础

上加入 SNR=40 dB 的高斯白噪声，取 0.6β =− , 
3tol 5 10−= × 进行数值实验，所得收敛曲线如图 3

所示。同样对参数 β 进行遍历，得到恢复误差和迭
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代次数的变化如图 4 所示。由结果知，DM 算法同

样适用于噪声存在的情况。对比图 2 和图 4 左侧纵

轴单位可知，当噪声存在时，算法恢复精度相应变

差，但依然有效。 
 DM 算法的求解速度与迭代次数成正比，而迭

代计算中Φ为固定矩阵，其伪逆应在迭代之前给出

以避免运算量的增加。在 β 一定的条件下，DM 的

迭代次数与 tol 关系密切，若选的过小会极度增加无

谓迭代的次数；若选的过大则会导致迭代提前结束，

无法得到理想的恢复精度。tol 值应根据具体问题选

择，目前并没有理论上的确定结果。如何得到最优

的 tol 值也是今后研究的重要方向。 
4.2 基于 DM 的 CS-MUSIC 算法性能比较 

这里对本文第 3 节所述基于 DM 的 CS-MUSIC
算法进行仿真实验，并同文献[9]中基于 S-OMP 的

算法及传统 MUSIC 算法等进行性能上的对比。取

高斯分布的随机信号长度 128n = ，稀疏度 10k = ，

限制 rank( ) 5=X 以保证信源相干条件，采样信噪比

SNR=30 dB ；针对[10,50]内不同阵元数m 分别进行

求解，若所得结果与真实信号支集位置相同则定义

为求解成功；重复独立随机实验 500 次，统计各算

法所有m 值对应的成功概率。实验中假设信号稀疏

度k 为已知，DM算法参数 = 0.6β − , 6tol 1 10−= × ，

最大迭代次数限制为 500。分别对 S-OMP 算法、传

统 MUSIC 算法、基于 S-OMP 的 CS-MUSIC 算法

及本文所述基于DM的CS-MUSIC算法进行上述实

验过程，对快拍数 15r = 及 256r = 两种情形的统计

结果分别如图 5、图 6 所示。 
由图 5 可知，随着阵元数m 的增多，得到的采

样信息随之增多，各算法在恢复成功率上均有提升

趋势；对比图 5 及图 6 可知，当快拍数r 增加时，

各算法的恢复成功率均有所提高，但程度不尽相同；

在信源相干的情况下，传统 MUSIC 算法已然失效，

其恢复成功率最高仅为 20%左右，但基于 S-OMP
的 CS-MUSIC 算法仍保持着较高的恢复成功率，且

性能上优于纯粹的 S-OMP 算法；同时可以明显看

出，本文所述算法在两种情形下都保持了最好的恢

复效果，尤其在快拍数 256r = 情况下具有绝对的性

能优势。 

5  结束语 

本文将差值映射算法引入到多快拍问题的求解

中，并将其应用于 CS-MUSIC 算法。数值实验表明

DM算法对MMV问题的求解十分有效，且基于DM

的 CS-MUSIC 算法在性能上具有明显优势，可在保

持求解精度的条件下有效缩减阵元数量，从而节省

阵列信号处理的系统成本。本文算法在求解结果上

表现优异，如何从理论上优化参数选择、加快算法

收敛速度，以及分析和提升算法的噪声鲁棒性则是

下一步研究的重点。 

 

图 1 算法收敛性曲线                  图 2 相对误差和迭代次数随                      图 3 算法收敛性曲线 

(SNR= ∞ )                       参数变化曲线(SNR= ∞ )                          (SNR=40 dB) 

 

图 4 相对误差和迭代次数随                   图 5 恢复成功率随阵元数             图 6 恢复成功率随阵元数 

参数变化曲线(SNR=40 dB)                   变化关系(n=128, r=15)               变化关系(n=128, r=256) 
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