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不确定系统鲁棒协方差交叉融合稳态 Kalman 滤波器 
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摘  要：针对带不确定模型参数和噪声方差的线性离散多传感器系统，基于极大极小鲁棒估值原理，该文提出一种

鲁棒协方差交叉(CI)融合稳态 Kalman 滤波器。首先，用引入虚拟噪声补偿不确定模型参数，把模型参数和噪声方

差两者不确定的多传感器系统转化为仅噪声方差不确定的系统。其次，应用 Lyapunov 方程证明局部鲁棒 Kalman

滤波器的鲁棒性，进而保证 CI 融合 Kalman 滤波的鲁棒性，且证明了 CI 融合器的鲁棒精度高于每个局部滤波器

的鲁棒精度。最后，给出一个仿真例子来说明如何搜索不确定参数的鲁棒域，并验证所提出的鲁棒 Kalman 滤波器

的优良性能。 
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Abstract: For the linear discrete time multisensor system with uncertain model parameters and noise variances, a 

Covariance Intersection (CI) fusion robust steady-state Kalman filter based on the minimax robust estimation 

principle is presented. Firstly, introducing the fictitious noise, the model parameter uncertainty can be 

compensated, so the multisensory system with both the model parameter and noise variance uncertainties is 

converted into that with only uncertain noise variances. Secondly, using the Lyapunov equation, the robustness of 

the local robust Kalman filter is proved, so the robustness of the CI fused Kalman filter is guaranteed and it is 

proved that the robust accuracy of the CI fuser is higher than that of each local filter. Finally, a simulation example 

shows that how to search the robust region of uncertain parameters and shows the good performance of the 

proposed robust Kalman filter.  

Key words: Multisensor information fusion; Uuncertain system; Robust Kalman filter; Fictitious noise; Covariance 
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1  引言  

信息融合的主要目的是得到系统状态的一个融

合估值器，这个估值器是由多传感器系统中的局部

观测数据或者局部状态估值融合而成，它的精度要

高于每一个局部估值的精度[1]。随着信息科学技术的

发展，为了改善系统状态的估计精度，多传感器信

息融合 Kalman 滤波在国内外引起了广泛关注，也

已经被广泛地应用到包括国防、导航、信号处理、

无人机、GPS 定位等多个领域 [2 4]− 。比较常用的两
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种 Kalman 滤波融合方法是集中式融合和分布式融

合[5,6]。对于分布式融合方法，有按矩阵加权、按对

角阵加权和按标量加权的 3 种最优加权状态融合方

法。为了得到最优加权状态融合 Kalman 滤波器，

要求计算局部Kalman滤波器误差方差和互协方差，

而在实际应用中，存在互协方差未知不确定，或者

互协方差计算复杂等问题[2]。为了克服这种局限性，

Julier 和 Uhlmann 在文献[2,7,8]中提出了带未知互

协方差系统协方差交叉(Covariance Intersection, CI)
融合算法，并被进一步发展 [9 12]− ，且广泛的应用于

许多领域 [13 15]− 。 
经典 Kalman 滤波器的设计前提是要求系统的
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模型参数和噪声方差都是精确已知的，否则 Kalman
滤波器性能就会降低甚至可能引起滤波发散[16]。这

推动了鲁棒 Kalman 滤波器的研究，所谓鲁棒

Kalman 滤波器是指，对于所有容许的不确定性，

Kalman 滤波器的实际滤波误差方差有一个最小上

界，这个特性为 Kalman 滤波器的鲁棒性[17]。 
鲁棒 Kalman 滤波器通常采用的两种重要方法

是 Riccati 方程方法[5,17,18]和线性矩阵不等式(Linear 
Matrix Inequation, LMI)方法[15,16,19]。两种方法主要

针对噪声方差精确已知，模型参数不确定性的系统。 
到目前为止，模型参数和噪声方差都不确定的

鲁棒Kalman滤波器很少被研究 [13,20 22]− ，文献[20,22]
对带噪声方差不确定的系统提出鲁棒 CI 融合

Kalman 滤波器，但模型参数是精确已知的。 
对于模型参数和噪声方差都不确定的多传感器

系统，本文用虚拟噪声补偿技术补偿模型参数不确

定性，把参数和噪声方差两者不确定系统鲁棒滤波

问题转化为仅带不确定噪声方差系统的鲁棒滤波问

题。应用极大极小鲁棒估值原理[23]，基于带噪声方

差保守方差上界的最坏情形保守系统，提出了一种

鲁棒 CI 融合稳态 Kalman 滤波器，用 Lyapunov 方

程方法证明了其鲁棒性，并证明它的鲁棒精度高于

每个局部滤波器的鲁棒精度。为了保证 Kalman 滤

波器的鲁棒性，给出了不确定参数鲁棒域的搜索方

法。 

2  局部鲁棒稳态 Kalman 滤波器 

考虑带不确定模型参数和噪声方差的多传感器

系统： 
( ) ( ) ( ) ( )1 et t t+ = + +x x wΦ ΔΦ Γ      (1) 

( ) ( ) ( ),  1,2, ,i i it t t i L= + =y H x v      (2) 

e= +Φ Φ ΔΦ                        (3) 

其中， 0t ≥ 是离散时间，系统在时刻 t 的状态

( ) nt ∈x R , ( ) im
i t ∈y R 是第 i 个子系统的观测，输入

噪声 ( ) rt ∈w R , ( ) im
iv t ∈R 是第 i 个子系统的观测

噪声。Φ是真实的状态转移矩阵， eΦ 是Φ的一个已

知估值或近似值；ΔΦ是不确定参数的扰动矩阵，

满足 

∈ ΔΦΔΦ ℜ               (4) 

ΔΦℜ 是一个事先规定好的或者是可以搜索到的域。

Γ 和 iH 是已知常阵。 

假设 1  ( )tw 和 ( )i tv 是带零均值的不相关白噪

声，它们分别有未知不确定的实际噪声方差Q 和

iR ，相应的已知保守上界方差分别为Q 和 iR ，满

足式(5)： 

,  ,  1,2, ,i i i L≤ ≤ =Q Q R R       (5) 

假设 2  多传感器系统式(1)~式(3)是完全可观

和完全可控的，且Φ为稳定矩阵。 
问题是设计鲁棒 CI 融合稳态 Kalman 滤波器。 
引入一个带零均值和保守上界方差为 0ξ >Δ

的虚拟白噪声 ( )tξ ，用它来补偿式(1)中的不确定模

型参数偏差项 ( )txΔΦ ，根据极大极小鲁棒估计原 
理[23]，考虑带噪声方差保守上界Q , iR 和 ξΔ 的最坏

情形保守系统 
( ) ( ) ( ) ( )1e e et t t t+ = + +x x wΦ ξ Γ       (6) 

( ) ( ) ( ),  1,2, ,ei i e it t t i L= + =y H x v     (7) 

根据假设 2，保守的局部稳态最优 Kalman 滤波
器为 

( ) ( ) ( )| 1 | 1ei eii i eit t t t t= − − +x x K yΨ    (8) 

T T 1

[ ]

( )

[ ]

i n i i e

i i i i i i i

i n i i i

−

⎫⎪= − ⎪⎪⎪⎪= + ⎬⎪⎪⎪= − ⎪⎪⎭

I K H

K H H H R

P I K H

Ψ Φ

Σ Σ

Σ

          (9) 

其中， nI 为n n× 单位阵， iΨ 是稳态矩阵，保守的

预报误差方差 iΣ 满足 Riccati 方程： 

( ) 1T T T

T

=

      

i e i i i i i i i i i e

ξ

−⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦
+ +

H H H R H

Q

Σ Φ Σ Σ Σ Σ Φ

Γ Γ Δ (10) 

其中记号T表示转置。定义保守的 Kalman 滤波误

差 ( )( | ) ( | )ei eiet t t t t= −x x x , ( )e tx 是式(6)的状态。

应用式(6)和式(8)，得到 
( ) ( ) [ ]

[ ]

| 1 | 1

             ( 1) ( 1) ( )

ei eii n i i

i i

t t t t

t t t

= − − + −

⋅ − + − −

x x I K H

w K v

Ψ

Γ ξ   (11) 

于是保守局部滤波互协方差 E[ ( | )iij t t=P x  
T( | )]j t tx ( E 为数学期望符号)和误差方差 i ii=P P

满足保守 Lyapunov 方程： 
[ ]( )T T

ij

T T     ,  , =1,2, ,

i ij j n i i

n j j i i j ij i j L

ξ

δ

= + − +

⎡ ⎤⋅ − +⎣ ⎦

P P I K H Q

I K H K RK

Ψ Ψ Γ Γ Δ

(12) 

ijδ 是克罗内克 δ 函数， 1ijδ = , 0( )ij i jδ = ≠ 。 
注 1  式(8)中的保守观测 ( )ei ty 是不可用的，它

是由带保守上界Q , iR 和 ξΔ 的保守系统式(6)和式

(7)生成，只有实际观测 ( )i ty 是已知的，它由带实际

方差Q和 iR 实际系统式(1)和式(2)生成。因此，在

式(8)中用已知的实际观测 ( )i ty 替代保守观测 ( )ei ty
得到实际局部 Kalman 滤波器。 

( ) ( ) ( )| 1 | 1i ii i it t t t t= − − +x x K yΨ    (13) 
从式 (1)和式 (13)得到实际滤波误差 ( | )i t t =x  
( ) ( | )it t t−x x 为 

( ) ( ) [ ]

[ ]

| 1 | 1

            ( 1) ( 1) ( )

i ii n i i

i i

t t t t

t t t

= − − + −

⋅ − + − −

x x I K H

w x K v

Ψ

Γ ΔΦ  (14) 

所以，相应的实际局部滤波误差方差和互协方差为 
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[ ]

[ ]

T

TT T

T T T T

T T

       

       

       

ij iji j n i i

n j j

n i i j j i i

in j j i j ijδ

= + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
+ − +

⎡ ⎤⋅ − +⎣ ⎦

P P I K H

Q X I K H

I K H C C

I K H K R K

Ψ Ψ

Γ Γ ΔΦ ΔΦ

ΔΦ Ψ Ψ ΔΦ

 (15) 

其中，定义 ( ) ( )TE[ ]t t=X x x , ( ) TE[ (ii t t=C x x  
| )]t 。由式(1)和Φ的稳定性，X满足 Lyapunov 方

程： 
T T= +X X QΦ Φ Γ Γ          (16) 

由式(12)，得到 iC 满足 Lyapunov 方程： 

[ ]

[ ]

TT T

TT       

i i i n i i

n i i

= + −

+ −

C C X I K H

Q I K H

Φ Ψ Φ ΔΦ

Γ Γ    (17) 

引理 1[1]  Lyapunov 方程 
T= +P FPF U             (18) 

其中U 是对称矩阵，如果矩阵F 是稳定的(它的所有

特征值都在单位圆内)，且U 是正定(半正定)矩阵，

则该 Lyapunov方程存在唯一解P对称且正定(半正

定)。 
定理 1  对带不确定模型参数和噪声方差的多

传感器系统式(1)，式(2)，在假设 1 和假设 2 下，实

际局部稳态 Kalman 滤波器式(13)是鲁棒的，即存

在一个鲁棒域
iΔΦR ，使得对于所有容许的不确定模

型参数扰动
i

∈ ΔΦΔΦ R ，及满足(5)的不确定噪声方

差Q 和 iR ，相应的实际滤波误差方差阵 iP 有上界

iP ，即 

i i<P P                (19) 

且称实际局部 Kalman 滤波器为鲁棒局部 Kalman
滤波器，并称

iΔΦR 是第 i 个局部鲁棒 Kalman 滤波

器不确定参数的鲁棒域。 
证明  定义 ii i= −P P PΔ ，式(12)减去式(15)

得到 Lyapunov 方程： 
T

i i i i i= +P P UΔ ΨΔ Ψ          (20) 

其中定义： 

[ ] ( ) [ ]

( )

TT

T      

i n i i n i i

ii i i

= − − −

+ − +

U I K H Q Q I K H

K R R K V

Γ Γ

   (21) 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ]

T

T TT

T T T

      

      

i n i i n i i n i i

n i i n i i

i i i i n i i

ξ= − − − −

⋅ − − −

⋅ − −

V I K H I K H I K H

X I K H I K H

C C I K H

Δ

ΔΦ ΔΦ

ΔΦ Ψ Ψ ΔΦ (22) 

根据稳态 Kalman 滤波理论[24]，由于 0i >P , 0c >Σ
和式(7)知 1[ ]n i i i i

−− =I K H PΣ 是非奇异阵，并且由

于 0ξ >Δ 有 

 [ ] [ ]T 0n i i n i iξ− − >I K H I K HΔ      (23) 

于是当 0→ΔΦ 时 

 [ ] [ ]T 0i n i i n i iξ→ − − >V I K H I K HΔ    (24) 

故当ΔΦ 充分小的时候，存在一个充分小的域

iΔΦR ，对于所有容许的不确定模型参数 ∈ΔΦ  

iΔΦR ，都有 0i >V ，进而由式(4)有 
  0i >U                 (25) 

由式(20)根据引理 1，得到 0i >PΔ ，即只要 ∈ΔΦ  

iΔΦR ，就有 i i<P P。                     证毕 
注 2  对式(19)两侧同时做矩阵迹运算得 

tr tr ,   1,2, ,i i i L< =P P         (26) 

记号 tr 表示矩阵的迹。由文献[20]，称 tr iP 为鲁棒精

度，tr iP 为实际精度。式(26)表明局部鲁棒 Kalman

滤波器的实际精度高于其鲁棒精度。 

3  鲁棒稳态 CI 融合 Kalman 滤波器 

根据 CI 融合原理[2]对式(1)~式(3)，本文提出鲁

棒稳态 CI 融合 Kalman 滤波器为 

CI
1

CI
1

( | ) ( | )
L

ii
i

t t t t−

=

= ∑ ix P P xω       (27)
 

1
1

CI
1

L

i i
i

−
−

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑P Pω                 (28) 

其中 ( | )i t tx 是局部鲁棒 Kalman 滤波器，最优加权

系数 0i ≥ω ，满足约束： 

1 2 1L+ + + =ω ω ω          (29) 

极小化性能指标 CItr=J P ： 

1 2

CI

1
1

[0,1]
1

1

min min tr

       min tr
i

L

L

i i
i

−
−

∈
=+ + + =

=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥= ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

J P

P
ω

ω ω ω

ω     (30) 

这是一个在 LR 维欧氏空间中带约束非线性最优化

问题，可以用 Matlab 工具箱中的“fmincon”(最优

化工具箱)求解。由式(28)有 

1
CI

1

( ) ( )
L

i i
i

t t−

=

= ∑x P P xω          (31) 

用式(31)减式(27)得到实际滤波误差： 

CI
1

CI
1

( | ) ( | )
L

ii i
i

t t t t−

=

= ∑x P P xω       (32) 

由式(32)得到实际滤波误差方差为 

1 1
CI CI CI

1 1

L L

iji i j j
i j

− −

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∑P P P P P Pω ω

   
 (33) 

文献[20]证明了由局部滤波器鲁棒性可以得出 CI 融

合滤波器也是鲁棒的，即 

CI CI<P P               (34) 

CI 融合滤波器的鲁棒域
CIΔΦR 可由所有局部滤

波器鲁棒域
iΔΦR 的交集给出，即 
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CI 1 2 L
= ∩ ∩ ∩ΔΦ ΔΦ ΔΦ ΔΦR R R R      (35) 

由式(30)得出 

CItr tr , 1,2, ,i i L< =P P         (36) 

对式(34)取矩阵迹运算，并由式(36)得到局部和 CI
融合鲁棒 Kalman 滤波器具有鲁棒精度关系： 

CI CItr tr tr ,   1,2, ,i i L< < =P P P     (37) 

这表明 CI 融合器的鲁棒精度高于每个局部滤波器

的鲁棒精度，且 CI 融合器的实际精度高于它的鲁棒

精度。 

4  仿真分析 

考虑带不确定模型参数和噪声方差的 2 传感器

时变系统式(1)~式(3)，其中 ( ) ( ) ( ) T
1 2[ , ]t t t=x x x 在

仿真中取
0.45 0.3

0.5 0e

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Φ , 
0 0

0 δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ΔΦ , 
1

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Γ , 

1 1 0⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦H ,  2

1 0

0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

H ,  1.5=Q ， 1 6.5=R , 

2

36 0

0 0.36

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R , 1 1=R , 2

3 0

0 0.16

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R 。其中 δ 是

不确定的扰动参数，当
0 0

0 δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ΔΦ ，对ΔΦ 取欧 

几里得范数得 δ=ΔΦ ，所以ΔΦ的鲁棒域 ΔΦR

对应于 δ 的鲁棒域 δR ，即
i δ=ΔΦR R 。 

以第 1 个子系统为例，取虚拟噪声上界方差 ξΔ  

2α= I , 0.5α = ; 1.0=Q 。仿真图 1 为开口向下的

抛物线，其横坐标为扰动参数 δ ，纵坐标为行列式

1detV 。本例中易知扰动参数 δ 的鲁棒域为 ( )δ =QR  

{ | det 0}iδ >V 。在这个鲁棒域内可保证 0i >V , 
0i >U ，从而保证鲁棒性 i i<P P。 

利用二分搜索方法，图 1 中 δ 在区间( 0.7762,−  

0.4332)内都有 1det 0>V ，同理对于第 2 个子系统，

其扰动参数 δ 在 ( )0.7781, 0.5375− 区间时都有 2detV  

0> 。即局部 Kalman 滤波器 1( | )t tx 和 2( | )t tx 扰动

参数 δ 的鲁棒域
iδ

R 分别为 10.7762 0.4332δ− < < 和 

20.7781 0.5375δ− < < 。因为 CI 融合鲁棒域是两个

局部 Kalman 滤波器 1( | )t tx 和 2( | )t tx 鲁棒域
iδ

R

的交集，故 CI 融合器的鲁棒域为 CI0.7762 δ− <  

0.4332< 。 
下面仿真结果均以第 1 个子系统为例。 
当 0.5α = , Q 从 0 变化到上界Q (1.5), ξΔ 分

取 20.1I , 20.3I , 20.5I , 20.7I , 20.9I ，局部 Kalman
滤波器的鲁棒域随着Q 和 ξΔ 变化如图 2 所示。从图

2 中可以看出无论虚拟噪声方差上界 ξΔ 取哪一个

值，随着Q 的增加，实际滤波器的鲁棒域都将变小。

当 ≤Q Q时，总有 ( ) ( )δ δ⊂Q Qℜ ℜ 。故 ( )δ Qℜ 是所

有 ≤Q Q的公共鲁棒域。另一方面也看到随着预置

ξΔ 的增加，相应 δ 鲁棒域增大。因此，若预置鲁棒

域大小，则可反求相应的虚拟噪声方差上界 ξΔ 。

1detV 随着不确定性Q 和 δ 同时变换时对应的 3 维

图如图 3 所示。 
图 4 所示的 3 维图，是当Q 从 0 变化到Q，虚

拟噪声方差 ξΔ 从 20.1I 变化到 20.9I 时，两个局部鲁

棒 Kalman 滤波器鲁棒域，从图中可看出，当规定

了虚拟噪声方差 ξΔ 的值，且Q 增大时，滤波器的鲁

棒域 ( ), 1,2i iδ =Qℜ 在减小；而当规定了Q 的值，且

ξΔ 逐渐增加时，滤波器的鲁棒域 ( )δ ξΔR 在增加，

这个结论与如图 2 中反映的结论相一致。 
为了给出矩阵精度比较的几何解释，定义方差

, 1,2,CIθ θ =P 的协方差椭圆为满足 T 1{ : θ
−x x P x  

}c= 的点轨迹，不失一般性取常量 1c = 。文献[24]
中已证明， 1 2≤P P 等价于 2P 的椭圆包含 1P 的椭圆。

图 5 给出了基于协方差椭圆的精度比较，可看到 iP
的椭圆被包含在 iP 的椭圆内。 CIP 的椭圆被包含在

CIP 的椭圆内，这验证精度关系式(19)和式(34)。 
为了验证理论精度关系，图 6 给出进行 1000 次

Monte-Carlo仿真实验得到的局部和CI融合的均方

误差(Mean Square Error, MSE)曲线 ( )MSE ,tθ θ =  

1,2,CI ，均方误差可看成是实际误差方差阵的采样

方差的迹，直线代表相应的实际误差方差阵的迹，

从图中可看到 MSE 曲线接近相应的直线，这验证了

采样方差的一致性。 

 

图 1 局部鲁棒 Kalman 滤波器              图 2 不确定模型参数 δ 的鲁棒                 图 3 1detV 随着不确定 

1( | )t tx 的鲁棒域
1δ

R                   域随Q 和 ξΔ 变化的曲线                    性 δ 和Q 的变化情况 
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图 4 局部鲁棒 Kalman 滤波器 1( | )t tx       图 5 基于协方差椭圆的局部和 CI 融           图 6 局部和 CI 融合鲁棒 

鲁棒域随着Q 和 ξΔ 的变化情况           合鲁棒 Kalman 滤波器的精度比较          Kalman 滤波器的 MSE 曲线 

当 ξΔ = 20.36I ,Q =1, 0.3δ = 时，保守和实际的

滤波误差方差如表 1 所示，表 1 验证了精度关系式

(26)和式(37)，即鲁棒 Kalman 滤波器的实际精度高

于其鲁棒精度，且 CI 融合器的鲁棒精度高于每一个

局部滤波器的鲁棒精度。 

表 1 鲁棒精度和实际精度的比较 

11tr (tr )P P  22tr (tr )P P  CICItr (tr )P P  

2.5077(1.0112) 2.2773(1.1005) 2.2208(0.9312) 

 

当 ξΔ = 20.36I , 1=Q , =0.3δ 时，在鲁棒局部滤

波器、鲁棒CI融合滤波器之间的累积滤波误差平方

和比较如图7所示。从图7可看出，鲁棒CI融合滤波

器的实际精度高于局部滤波器的实际精度。 

5  结束语 

对于带不确定模型参数和噪声方差的多传感器

系统，采用虚拟噪声补偿不确定模型参数，将系统 

模型转化为仅带噪声方差不确定的多传感器系统。

用极大极小鲁棒估计原理，基于稳态 Kalman 滤波

理论和带噪声方差保守上界的最坏情形保守多传感

器系统，提出了局部和 CI 融合鲁棒稳态 Kalman 滤

波器方法。采用 Lyapunov 方程方法，证明了所提

出局部和 CI 融合稳态 Kalman 滤波器的鲁棒性，即

实际Kalman滤波误差方差有一个较小的保守上界，

这种证明方法不同于Riccati方程方法和LMI方法。 

 

图 7 累积滤波误差平方曲线比较 

仿真例子给出了局部和 CI 融合滤波器鲁棒域的搜

索方法，并验证了鲁棒 CI 融合器精度高于鲁棒局部

Kalman 滤波精度，结果表明本文提出的 CI 融合滤

波器具有良好的性能。 
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