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相位响应固定幅度响应约束的稳健波束形成方法 

虞泓波
*    冯大政    解  虎 

(西安电子科技大学雷达信号处理国家重点实验室  西安  710071) 

摘  要：传统的幅度约束波束形成器是一个非凸问题，需将原始模型化为线性规划进行间接求解。该文针对均匀线

阵提出一种相位响应固定幅度响应约束(PFMC)的稳健波束形成方法。利用权矢量逆序列对应的传递函数与阵列响

应函数只差一个相位因子这一性质，将阵列响应的相位设置为固定的线性相位，仅对阵列响应的实数幅度进行约束，

从而得到一个凸的代价函数，最优权矢量可以利用内点法求出。同时考虑到协方差矩阵误差，利用最坏(WC)情况

性能最优原理提出 PFMC-WC 算法改善 PFMC 的性能。与传统幅度约束波束形成器相比，减少了约束个数并省掉

了恢复权矢量过程，从而降低了计算量。此外，由于相位响应得到保证，该文算法相对于传统算法具有更好的性能。

仿真实验验证了该文算法的有效性。 
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Robust Beamforming with Phase Response Fixed 
and Magnitude Response Constraint 
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Abstract: The conventional magnitude constraints beamformer is a non-convex issue which is reformulated as a 

linear programming issue. A robust beamformer with Phase response Fixed and Magnitude response Constraint 

(PFMC) is proposed for Uniform Linear Array (ULA). Making use of the property that there is only a phase factor 

difference between the transfer function of the inverse sequence of the weight vector and the array response 

function, the phase response is set to be linear and the real magnitude response is constrained. Thus, a convex 

optimization cost function is established whose optimal solution can be found out by highly efficient interior point 

method. The PFMC-WC method against covariance matrix error is proposed based on Worst Case (WC) 

performance optimization to improve the performance of PFMC. Compared with the conventional magnitude 

response constraint beamformer, the proposed method reduces the number of constraints and leaves out the 

processing of recovering the weight vector, therefore, the calculation cost is reduced. In addition, due to the 

guarantee of the phase response, the proposed beamformer has better performance than the traditional magnitude 

constraint beamformer. Simulation results demonstrate the effectiveness of the proposed beamformer.  

Key words: Array signal processing; Robust beamformer; Phase response Fixed and Magnitude response 

Constraint (PFMC); Worst-Case (WC) performance optimization 

1  引言  
自适应波束形成是阵列信号处理中一项重要任

务[1]。近些年来，为了提高波束形成器抗导向矢量误

差的性能，人们提出了一些稳健的波束形成方法。

2003年Vorobyov等人[2]提出了基于最坏情况的稳健

自适应波束形成方法，Li 等人[3]提出基于不确定集

的导向矢量的估计方法。2008 年 Vorobyov 等人[4]

又提出了基于概率约束的稳健自适应波束形成方
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法，该方法认为文献[2]中最坏情况以一定的概率出

现。文献[2-4]中方法都归属于扩展的对角加载方法。

Hassanien等人[5]基于导向矢量失配模型提出一种迭

代 求 解 算 法 以 估 计 期 望 信 号 导 向 矢 量 。

Khabbazibasmenj 等人[6]对文献[5]中算法进行改进，

提出一种半正定松弛(SDR)算法进行导向矢量估

计，与文献[5]中算法相比增大了系统自由度，具有

更高的输出信干噪比(SINR)。文献[7]和文献[8]提出

了基于协方差矩阵重构的稳健波束形成方法，通过

重构干扰和噪声协方差矩阵提高了协方差矩阵的有

效性，但这类算法目前计算量很大，需要进一步研

究降低计算量的方法。虽然上述方法都在尽力提高
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波束形成器的稳健性，但是大部分方法均不能灵活

控制期望信号所在的稳健区域的宽度和波动程度。

近年来，基于幅度响应约束的波束形成方法 [9 12]− 被

提出，该方法通过对给定角域内的阵列响应幅度上

下限强加约束，达到对稳健区域的宽度和波动程度

的控制。 
本文针对均匀线阵提出一种相位响应固定幅度

响应约束的稳健波束形成方法，通过分析发现阵列

响应函数与权矢量逆序列的传递函数只差一个相位

因子，令权矢量逆序列的传递函数具有线性相位，

从而使得阵列响应函数也具有线性固定相位，因此，

只需对阵列响应的实数幅度进行约束即可有效控制

稳健区域的宽度和波动程度。所提模型为一个凸问

题，利用高效的内点法容易求解，与文献[9]和文献

[12]中算法相比，能有效提高计算效率。此外，由于

将相位响应固定为线性相位，使得相位响应得到保

证，与传统幅度约束波束形成器相比，所提波束形

成器性能更优，仿真实验表明本文方法对加载因子

敏感性更低、样本收敛性更快，并具有更好的抗阵

元幅相误差稳健性，从而本文方法更适用于工程应

用。 

2  相位响应固定幅度响应约束的稳健波束

形成方法 

2.1 问题模型 
假设一个 ULA 包含N 个阵元，阵元间距为d ，

目标及干扰均为窄带信号，令 1( ) CNt ×∈x 表示阵列

接收数据矢量，则最小方差无畸变响应(MVDR)波
束形成器可以表示为 

H

H
t

min

s.t. ( ) 1θ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

w
w Rw

w a

 
             (1) 

其中 HE{ ( ) ( )}t t=R x x 为接收数据协方差矩阵，

t( )θa 为目标信号导向矢量： 

t t t
T

j j2 j( 1)
t( ) 1 e e e NΩ Ω Ωθ −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦a "       (2) 

tθ 为目标信号波达方向， t t2 sin( )/dΩ θ λ= π , λ为波

长。在实际应用中，通常由采样协方差矩阵 
l H

1

L
i ii=

= ∑R x x 来估计数据协方差矩阵，其中L 为 

样本数。为了使得滤波器权矢量在一定的角域范围

内维持平稳的增益，基于幅度响应约束的稳健波束

形成方法被提出 [9 13]− ： 
lH

H
m

min

s.t. ( ) ( ) ( ),L Uθ θ θ θ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪≤ ≤ ∈ Θ ⎪⎪⎭

w
w Rw

w a
       (3) 

其中 ( )L θ 与 ( )U θ 分别表示幅度响应的下界、上界，

mΘ 表示期望的稳健角域。显然，由于存在非凸约束
H( ) ( )L θ θ≤ w a ，式(3)所示代价函数是一个非凸的

问题，难以直接求解。文献[9]通过利用权矢量的自

相关函数将式(3)转化为凸问题，再利用谱分解方法

求解权矢量，求解过程较为繁琐且最优解受谱分解

方法的影响。文献[12]采用迭代 SOCP 算法进行求

解以逼近原始问题的最优解，虽然文献[12]说明了迭

代 SOCP 求解式(3)的有效性，但是迭代求解子

SOCP 问题的方法大大降低了计算效率，不利于快

速计算。文献[14,15]等提出稳健线性约束最小方差

(LCMV)波束形成器及和差波束形成器，探索了波

束形成器的相位响应，这启发我们研究传统幅度约

束波束形成器的相位响应。 
2.2 相位响应固定幅度响应约束方法(PFMC) 

令 T
0 1 1[ ]Nw w w∗ ∗ ∗

−=w " ，那么阵列响应函数为 
1

H j

0
T

j j2 j( 1)
0 1 1

G( ) ( ) e

 1 e e e

N
i

i
i

N
N

w

w w w

Ω

Ω Ω Ω

θ θ
−

∗

=

∗ ∗ ∗ −
−

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑w a

" "  (4) 

定义序列 j( ) e nz n Ω= , 2 sin( )/dΩ θ λ= π 。假设

一个系统的单位脉冲响应为 ( )h n ，由数字信号处理

知识可知，序列 ( )z n 通过系统 ( )h n 后的输出(假设

( )z n , ( )h n 均为N 点长)为 
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

m

v n z n h n h n m z m
−

=

= ∗ = −∑      (5) 

其中符号 ∗表示卷积。假设输入序列为N 点，那么

在 1N − 时刻的输出为 

T
j j2 j( 1)

( 1) ( 1) ( 2) (0)

             1 e e e N

v N h N h N h

Ω Ω Ω−

⎡ ⎤− = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦

"

"      (6) 

对比式(4)与式(6)，可以发现阵列响应函数相当于输

入序列 j j2 j( 1)[1 e e e ]NΩ Ω Ω−" 经过一个单位脉冲响应

序列为 1 2 0[ ]N Nw w w∗ ∗ ∗
− − " 的系统后在 1N − 时刻的

输出，如图 1 所示。图中 1 1( ) , 0,1, ,N nh n w n∗
− −= = "  

1N − 。将阵列响应函数进一步转化： 
T
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1 1 1
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图 1 输入输出过程示意图 
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    定义
1j j

10
H(e ) ( ) e

N n
n

h nΩ Ω− −
=

= ∑ ，显然 jH(e )Ω 为 

长度为N 的单位脉冲响应 1( )h n 的传递函数，即权矢

量逆序列的传递函数，设计滤波器权矢量w 相当于

设计一个长度为N 的数字滤波器。我们知道，离散

系统的频率响应包含了幅频响应和相频响应，幅频

响应反映了信号通过该系统后各频率分量的衰减情

况，相频响应反映了输入信号各频率分量通过该系

统后发生的时移情况。一个理想的离散系统，不仅

希望具有理想的幅频响应外，还应具有线性相 
位[16,17]，关于线性相位的详细介绍可参考文献[16]。
因此，我们要求 1( )h n 的传递函数 jH(e )Ω 具有线性相

位。在数字信号处理中介绍了设计线性相位有限脉冲

响应(FIR)数字滤波器的方法[16]，其中讨论的线性相

位一共有两种模式： 

1( ) ( 1) /2Nϕ Ω Ω= − −              (8a) 

2( ) ( 1) /2 /2Nϕ Ω Ω= − − −π         (8b) 

令 j j j ( )
mH(e ) H (e )eΩ Ω ϕ Ω= ，其中 j

mH (e )Ω 为实数幅度

特性， j ( )e ϕ Ω 为相位特性，我们希望 jH(e )Ω 具有线性

相位，即要求 ( )ϕ Ω 为关于Ω 的线性函数。式(8)展

示了 FIR 数字滤波器设计中的两种线性相位，本文

中先只讨论式(8a)所示的线性相位，下面会证明式

(8b)所示线性相位与式(8a)所示线性相位对于本文

算法是等效的。固定 1( ) ( ) ( 1) /2Nϕ Ω ϕ Ω Ω= = − − ，

那么阵列响应函数为 

( )
( )

j( 1) j j( 1) /2
m

j j( 1) /2
m

G( ) e H e e

     H e

N N

Ne

Ω Ω Ω

Ω Ω

θ − − −

−

=

=         (9) 

观察式(9)可知，固定的阵列响应函数的相位为 
( 1) /2 ( 1)/2 2 sin( )/

               ( 1) sin( )/

N N d

N d

Ω θ λ

θ λ

− = − ⋅ π

= − π    (10) 

这样，阵列响应函数可以表示为实数幅度特性与相

位特性的乘积： 

( )j j( 1) sin( )/
mG( ) H e e N dΩ θ λθ − π=        (11) 

其中， j
mH (e )Ω 为实数。固定线性相位后，根据式(11)

可以得到式(12)两个关系： 

( )
( ) ( )

j( 1) sin( )/ j
m

j j
m m

e G( ) H e

G( ) H e , H e 0

N d θ λ Ω

Ω Ω

θ

θ

− − π ⎫⎪= ⎪⎪⎬⎪= > ⎪⎪⎭

        (12) 

由于 j
mH (e )Ω 是实数，这里令其非负。根据式(12)，

可以将式(3)改写为 

( )

j( 1) sin( )/ H

j( 1) sin( )/ H
m

( ) e ( ) ( ),

Im e ( ) 0,  

N d

N d

L Uθ λ

θ λ

θ θ θ

θ θ

− − π

− − π

⎫⎪≤ ≤ ⎪⎪⎬⎪= ∈ Θ ⎪⎪⎭

w a

w a
  (13) 

容易看出，式(13)所示约束是凸的。这样一个新的

稳健模型可以表示为 

lH

j( 1) sin( )/ H
m

min

s.t. ( ) e ( ) ( ),N dL Uθ λθ θ θ θ− − π

⎫⎪⎪⎪⎬⎪≤ ≤ ∈ Θ ⎪⎪⎭

w
w Rw

w a
(14) 

虚部为零的约束可以省去，这是由于式(14)中的约

束已经隐含了 j( 1) sin( )/ He ( )N d θ λ θ− − π w a 是实数。显然式

(14)为一个凸优化问题，约束部分可以在角域 mΘ 内

通过角度采样进行近似 [9 12]− 。这样式(14)所示代价

函数即可用高效的内点法进行求解。关于代价函数

式(14)有如下推论。 
推论  如果权矢量逆序列的传递函数 jH(e )Ω 采

用形如 0( ) ( 1) /2Nϕ Ω Ω Ω= − − + ( 0Ω 为任意常数)的
固定线性相位，那么其对于式(14)所示代价函数是

等效的。 
证明  (1)假设式(14)的最优解为 optw ，令 1 =w  

0j
opte

Ω−w (相位旋转)，则 
l( ) l( )H H

1 1 opt opt 1=w Rw w Rw         (15) 

即 1w 与代价函数式(14)的最优解等效(目标函数值

相等 )，令 angle{ }i 表示取相位，则可以得到
H
optangle{ ( )} ( 1) sin( )/N dθ θ λ= − πw a 。从而 

{ }H
1 0angle ( ) ( 1) sin( )N dθ θ λ Ω= − π +w a    (16) 

由式(9)可得，权矢量逆序列的传递函数的相位为 

0

0

( ) 1 sin( ) (2 )

      ( 1) 2

N d

N

ϕ Ω θ λ Ω

Ω Ω

= − − π +

= − − +

( )

     (17) 

(2)若采用线性相位 0( ) ( 1) /2Nϕ Ω Ω Ω= − − + ，

式(3)所示代价函数可以转化为 
l

0

H

j( 1) sin( )/ H
m

min

s.t.  ( ) e ( ) ( ),N dL Uθ λ Ωθ θ θ θ− − −

⎫⎪⎪⎪⎬⎪≤ ≤ ∈ Θ ⎪⎪⎭

w
w Rw

w aπ
 

(18) 

类似于(1)，容易证明其最优解经过相位旋转后(令
0j

2 opte
Ω=w w )，有 

{ }H
2angle ( ) ( 1) 2Nθ Ω= − −w a        (19) 

结合(1), (2)可知，采用形如 0( )= ( 1) /2Nϕ Ω Ω Ω− − +
的固定线性相位对于式(14)所示代价函数是等效的，

也就是说式(14)与式(18)最优解的目标函数值相等，两

个问题的最优解仅相差一个相位因子。       证毕 
由推论可知，采用式(8b)所示线性相位对于本

文算法是等效的。 
2.3 最坏情况性能最优算法(PFMC-WC) 

通常由于样本数不足、阵列先验信息不准确等原

因，采样协方差矩阵 lR与真实的协方差矩阵R存在

偏差，这种失配模型可以表示为[12] 
l= +R R Δ              (20) 

其中失配量Δ的 Frobenius 范数被一个已知常数限
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定，令 γ≤Δ 。利用文献[12]中的结果，本文基于

协方差矩阵失配的最坏情况性能最优模型可表示为 
l( )H

j( 1) sin( )/ H
m

min

s.t. ( ) e ( ) ( ),N dL Uθ λ

γ

θ θ θ θ− − π

⎫⎪+ ⎪⎪⎬⎪≤ ≤ ∈ Θ ⎪⎪⎭

w
w R I w

w a
(21) 

其中 I 为N 阶单位矩阵。容易看出式(21)为一个凸

优化问题，利用高效的内点法容易求解。 

3  计算效率分析 

比较 PFMC 与 PFMC-WC 算法，可以发现两

者的区别在于 PFMC-WC 算法相对于 PFMC 算法

在目标函数中多了一个正则项，因此，对本文方法

计算复杂度的分析只需分析式(21)即可。我们将本

文方法与文献[9]，文献[12]中的方法进行对比，假设

所有方法中对角域 mΘ 的采样点数均为K ，那么本

文方法共有2K 个线性约束，利用内点法求解每次迭

代的计算复杂度为 3 2( 2 )O N KN+ ；而文献[9]中的凸

问题有 3K N+ 个线性约束，利用内点法求解每次迭

代的计算复杂度为 3 2 2( 3 2 )O N KN N+ + [9]，此外还

需要利用基于 FFT 的谱分解方法恢复权矢量，其计

算量为 ( log )O N N [9]；文献 [12]采用迭代求解子

SOCP 问题(Iterative-SOCP)进行求解，求解每个子

SOCP 问题的计算复杂度为 3.5 2.5( +(2 +1) )O N K N [12]。

表 1 给出了 3 种算法的计算效率比较。 

文献[12]指出迭代求解子 SOCP 问题需要 5 步

以上[12]，而用内点法求解本文方法与文献[9]方法一

般需要迭代 10 步左右[2]。从表 1 可以看出，与文献

[9]相比，本文方法可以减少线性约束的个数，并省

掉利用谱分解方法恢复权矢量的过程；与文献[12]

相比，本文方法只需求解一个二阶凸优化问题，而

文献[12]获得权矢量需求解的 SOCP 问题在 5 个以

上，因此本文方法有效提高了计算效率。综合来看，

与文献[9]，文献[12]相比，本文方法具有更高的计算

效率，更利于实际工程应用。 

4  仿真实验与性能分析 

假设一个由 10 个阵元组成的 ULA，阵元间距均

为半个波长。空间远场处存在两个干扰，方向分别 

为 30− D , 50D，干噪比(INR)均为 30 dB。假定的目

标信号方向为 3D，而真实的目标信号方向为 3− D。

阵列响应幅度的上下限分别根据公式 db /20( ) 10rU θ = , 
db /20( ) 10 rL θ −= 给出，其中 dbr (单位为 dB)为稳健区

域波动程度。为了与本文方法进行对比，还考虑了

最优波束形成器，文献 [9] 方法，文献 [12] 中

Iterative-SOCP 算法，Worst-Case 算法[2]，以及对

角加载算法(LSMI)。Worst-Case 算法的误差界选取

3ε = [2]， LSMI 算法的加载水平为 10 倍噪声功率。

除实验 1 与实验 3 外，其余实验均为 100 次实验取

平均值的结果。 

实验 1  比较不同算法的阵列响应函数的相位 

假定信噪比 SNR=10 dB，样本数为 200。本文

方法选取波束宽度15D ，选取 6γ = (本文实验中 γ 的

数值均为噪声功率的倍数)，波动因子 db 0.2 dBr = ，

角域范围为 [ 7 : 0.2 : 8]− D，在 [ 7 , 8 ]− D D 内以 0.2D为间

隔进行采样。  

图2给出了5种算法在 [ 7 , 8 ]− D D 范围内的阵列相

位响应特性，从图中可以看出，最优波束形成器的

相位响应曲线在角域范围内为一条直线，而文献[9]

中方法及 Iterative-SOCP 算法在角域范围内的相位

响应曲线有所弯曲，且曲线斜率与最优相位响应曲

线有较大偏差。本文方法在角域范围内相位响应曲

线为一条直线，且斜率与最优响应曲线几乎相等。

图 2 说明了本文将阵列响应函数设定为线性相位的

有效性。 

实验 2  观察本文算法性能随加载因子 γ的变

化情况 
假设波束宽度为20D，稳健角域选为 [ 10 ,10 ]− D D ，

波动因子 dBdb 0.2 r = ，加入 Iterative-SOCP 文献[9]
中算法与本文算法进行对比。图 3 给出了 3 种算法

在 SNR=10 dB 时样本数为 100 时输出 SINR 随加

载因子 γ 的变化。从图 3 可以看出，本文方法在低

加载量时输出 SINR 与高加载量时输出 SINR 相差

较小，而 Iterative-SOCP 文献[9]方法低加载量时输

出 SINR 与高加载量时输出 SINR 相差较大，这说

明本文方法对加载量的敏感性小于 Iterative-SOCP
与文献[9]方法。  

表 1 计算效率对比 

算法 每次迭代 恢复权矢量 线性约束个数 

PFMC-WC 3 2( 2 )O N KN+   2K 

文献[9] 3 2 2( 3 2 )O N KN N+ +  O(NlogN) 3K+N 

Iterative-SOCP 3.5 2.5( (2 1) )O N K N+ +   2K 
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图 2 相位特性                     图 3 输出 SINR 随加载因子 γ 的变化曲线 

实验 3  观察本文方法对稳健区域的宽度和波

动程度的控制能力   
样本数为 200，选取 6γ = ，分别考虑在确定的

波动因子下不同稳健区域宽度，以及在确定稳健区

域宽度下不同波动因子时的波束方向图(说明：图

4(c)、图 4(d)分别为图 4(a)、图 4(b)的局部放大图)。 
图 4 给出了在不同稳健区域宽度和波动程度下

本文方法的波形图。从图 4(a)和图 4(b)中可以看出，

波形图的稳健区域和波动程度与所设置的参数相匹

配，这说明本文方法能够灵活控制波束宽度和波动

程度。同时，所有波形图在干扰方向均形成零限，

意味着对干扰有较好的抑制能力。 
实验 4  观察算法的输出 SINR 与样本收敛性 
将本文算法的协方差矩阵加载因子 γ 设置为

6γ = ，波动因子 db 0.2 dBr = ，波束宽度为 20D 。

为了公平比较，文献[9]与文献[12]中算法设置为同样

的参数。 
图 5 给出了样本数为 200 时输出 SINR 随输入

SNR 变化曲线，从图中可以看出在低 SNR 区域本

文 PFMC-WC 算法与 Iterative-SOCP 和文献[9]中 

算法的输出 SINR 相当，在 15 dB 到 20 dB 的 SNR 

区域，本文 PFMC-WC 算法有着更高的输出 SINR。

图 6 给出了在 SNR=10 dB 时输出 SINR 随样本数

变化曲线，样本数从 10 开始，从图 6 可以看出，在

小样本情形，本文算法相对于 Iterative-SOCP 和文

献[9]算法输出 SINR 更高，这说明本文算法有着更

快的样本收敛性。 

实验 5  观察阵元幅相误差对本文算法的影响 
在实际应用中，由于阵元尺寸、位置等误差，

会造成阵列导向矢量存在幅相误差。本文 PFMC- 
WC 算法、Iterative-SOCP 与文献[9]算法中的参数

设置如同实验 4，样本数为 200。假设各阵元存在服

从高斯分布的随机幅相误差，图 7 给出了 SNR=10 
dB 时 5 种算法随阵元幅相误差方差的变化曲线。 

从仿真实验可以看出，本文方法能灵活控制稳

健区域的宽度和波动程度，且与传统幅度约束波束

形成器相比，对加载因子敏感性更低、样本收敛性

更快、具有更好的抗阵元幅相误差稳健性。这是由

于对于均匀线阵，其导向矢量的空域角频率类似于 

 

图 4 本文方法对稳健区域宽度和波动程度控制 
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图 5 输出 SINR 随输入 SNR 变化曲线                    图 6 输出 SINR 随样本数变化曲线   

 

图 7 输出 SINR 随阵元幅相误差的方差变化曲线 

时域离散信号的频率，本文在设计相位响应时，将

波束形成过程类比到时域离散系统的 FIR 滤波器设

计，因此本文方法本质上是传统幅度约束波束形成

器与 FIR 滤波器的结合，通过人为固定线性相位响 
应，使得相位响应得到保证，而传统幅度约束波束

形成器仅对幅度响应进行约束但没有考虑相位响

应，故不能保证得到足够好的相位响应(实验 1 也验

证了这一点)，因此本文方法相对于传统算法具有更

好的性能。 

5  结束语 

本文针对均匀线阵的特性，将其阵列响应函数

的相位设置为固定线性相位，通过对角域内的实数

幅度进行约束构建稳健 PFMC 模型。本文方法无需

模型转化，与传统幅度约束波束形成器相比减少了

线性约束个数，省去了谱分解方法恢复权矢量的过

程，进一步减小了计算量，更利于工程应用。本文

提出的 PFMC-WC 进一步改善 PFMC 的性能。仿

真实验表明，在线性相位保证下，本文方法能灵活

控制稳健区域的波束宽度和波动程度，对加载因子

敏感性低，样本收敛速度更快，且对阵元幅相误差

也有较好的稳健性。 
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