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基于 ESPRIT 算法的 L 型阵列 MIMO 雷达降维 DOA 估计 

梁  浩*    崔  琛    代  林    余  剑 
(合肥电子工程学院 401 室  合肥  230037) 

摘  要：该文针对 L 型阵列 MIMO 雷达的 2 维角度估计问题，基于 ESPRIT 算法提出两种降维 DOA 估计方法。

首先通过降维矩阵的设计及回波数据的降维变换，将高维回波数据转换至低维信号空间；然后分别基于特征分解和

传播算子获得信号子空间的估计，最后利用 ESPRIT 算法实现 2 维空间角参量的联合估计及参数的自动配对。算

法不牺牲阵列孔径，最大程度地降低了回波数据的维数，具有更低的运算复杂度。仿真结果验证了该文理论分析的

正确性和算法的有效性。 
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Reduced-dimensional DOA Estimation Based on ESPRIT 
Algorithm in MIMO Radar with L-shaped Array 

Liang Hao    Cui Chen    Dai Lin    Yu Jian 
(401 Laboratory, Electronic Engineering Institute, Hefei 230037, China) 

Abstract: In order to solve the issue of two dimensional angles estimation for MIMO radar with L-shaped array, 

two novel reduced-dimensional Direction Of Arrival (DOA) estimation methods using ESPRIT algorithm are 

proposed. Firstly, through the reduced-dimensional matrix design and reduced-dimensional transformation, the 

high dimensional received data can be transformed into a lower dimensional signal space. Then, the signal space 

can be achieved via the eigen-value decomposition and propagator operator method respectively, and two 

dimensional spatial angle parameters can be joint estimated using ESPRIT algorithm with automatic pairing. The 

proposed two methods remove data redundancy of high dimensional received data at the greatest degree without 

costing the aperture of array and have lower computation complexity. Simulation results verify the correctness of 

theoretical analysis and the effectiveness of proposed algorithm. 
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1  引言  

以多输入多输出(MIMO)技术为基础体制的

MIMO 雷达系统[1,2]，在目标检测、参数估计、杂波

抑制等方面具有诸多优势，成为近年来学术界研究

的热点。L 型阵列结构简单、阵列冗余度较小，能

够实现空域目标 2 维角度定位，具有优于其他交叉

阵列结构的 DOA(Direction Of Arrival)估计性能[3]；

此外，当收、发阵列采用 L 型结构时，意味着目标

参数维度的扩展，对目标的描述也就更准确，因此

深入研究L型阵列MIMO雷达的参数估计问题具有

重要意义和实用价值。 
目前对 MIMO 雷达参数估计的研究大多集中
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在单基地 MIMO 雷达 1 维角度估计以及双基地的 2
维角度估计，鉴于线性配置下的单/双基地 MIMO
雷达与线阵/平面阵的等效相似性，传统阵列信号处

理中的超分辨参数估计算法 ML (Maximum 
Likelihood), ESPRIT (Estimation of Signal 
Parameters by Rotational Invariance Techniques)
以及 MUSIC (MUltiple SIgnal Classification)等被

广泛应用于 MIMO 雷达的目标参数估计 [4 10]− 中，并

取得了一系列成果；而关于 L 型阵列配置下的

MIMO 雷达参数估计问题研究相对较少，仅有的研

究：文献[11]基于 DOA 矩阵思想，通过划分Ｌ型阵

列 MIMO 雷达所虚拟的平面阵，实现了目标 2 维角

度的估计，并进一步提出联合对角化 DOA 矩阵方

法解决了角度兼并问题；但该模型采用收发阵列垂

直分置的 L 型配置，因此算法并不适用于收发均为

L 型配置的共置 MIMO 雷达。文献[12]建立了 L 型

阵列配置的单基地 MIMO 雷达系统，并基于 Capon
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波束形成器的 MIMO-Capon 算法实现了目标方位

角和俯仰角的 2 维估计；理论分析和仿真结果表明，

L型阵列配置的单基地MIMO雷达在实际阵元数相

同的条件下，能够产生更多的虚拟阵元，提高目标

的分辨能力，但算法需要 2 维的谱搜索；文献[13]
针对文献[12]算法计算复杂度较高的问题，提出一种

基于 MUSIC 算法的 L 型阵列多输入多输出雷达降

维 DOA 估计算法。算法根据 L 型阵列导向矢量的

结构，通过构造降维矩阵及降维预处理后，利用二

次优化方法将 2 维 DOA 估计分解为两个 1 维 DOA
估计，一定程度上降低了运算复杂度，但存在以下

问题：(1)降维矩阵并没有最大程度地降低回波数据

的维数，没有去除所有重复的虚拟阵元，回波数据

中仍存在冗余；(2)在利用二次优化进行降维求解过

程中，对方向向量中各元素的约束较弱[14]，造成估

计精度较差，同时协方差矩阵的构建和特征分解以

及两次 1 维谱搜索仍存在较高的运算量。 
本文针对文献 [13]算法存在的不足，基于

ESPRIT 算法提出两种 L 型阵列 MIMO 雷达降维

DOA 估计算法。通过降维矩阵的设计及回波数据的

降维变换，将高维回波数据转换至低维信号空间，

然后分别基于特征分解和传播算子实现对信号子空

间的估计，并通过对 2 维空间角旋转不变因子的提

取，利用 ESPRIT 算法实现了参数的联合估计；算

法不牺牲阵列孔径，且最大程度地降低了回波数据

的维数，具有更低的运算复杂度；仿真结果验证了

本文理论分析的正确性和算法的有效性。 

2  问题建模 

如图 1 所示，xoy 平面上存在窄带模式下 L 型

阵列的收、发共址 MIMO 雷达系统，x 轴与y 轴垂

直放置，均为等间距线阵且满足 x yd d= ，阵元个数

分别为 xM 和 yM ；发射阵元同时发射相同载频及带

宽的一组正交信号，即为 ( ) ( ) ( )1 2[ , , ,t t t=S s s "  

( ) T
1 ]

y xM M t+ −s , ( )m ts 为第m 个发射信号，其中m = 

1,2, , 1x yM M+ −" 。远场空域内存在K 个目标，第

( )1,2, ,k k K"= 个目标的空间角度位置信息为

( , )k kϑ φ ， 并 满 足 cos cos cosϑ θ ϕ= , cosφ =  

cos sinθ ϕ；其中( ),θ ϕ 对应目标的俯仰角与方位角，

( ),ϑ φ 对应目标分别与x , y 轴的夹角。则第 { 1,q q =  

2, , }Q" 次脉冲下接收端的输出信号为 

( ) ( ) ( )T( ) , diag , ( ) ( )q q qt t tϑ φ ϑ φ= +x A A S wβ  (1) 

其中 T
1[ , , ]q q

q Kβ β= "β , 1 2, , ,q q q
K"β β β 为第 q 次脉冲

下各个目标的散射系数； ( )q tw 为加性高斯噪声矢

量； ( ) 1 1 2 2, [ ( , ), ( , ), , ( , )]K Kϑ φ ϑ φ ϑ φ ϑ φ=A a a a" 为导向 

 

图 1  L 型阵列 MIMO 雷达结构及角度配置关系 

矢量，满足 ( ) ( ) ( )T T T, [ , ]x yϑ φ ϑ φ=a a a ，其中 ( )y φa 为

( )y φa 的后 1yM − 项，满足 ( ) 1[ exp( ),
x

x
x Mϑ κ −=a  

T
2 0exp( ), , exp( )]

x

x x
Mκ κ− " , ( ) 0 1[ exp( ), exp( ),y y

y φ κ κ=a  
T

1, exp( )]
y

y
Mκ −" ；式中 j2 cos / ; 0,x

m xmd mκ ϑ λ= − π =  
1, , 1xM −" ; = j2 cos / ; =0,1, , 1y

n y ynd n Mκ φ λ− π −" 。

由于发射正交波形，则接收信号经过匹配滤波以及

矢量化操作后得： 

( ),q q qϑ φ= +y G nβ            (2) 

对 qy 进行列堆栈，即可得到Q 次脉冲下 L 型阵列

MIMO 雷达的回波接收数据： 

( )1 2, , , ,Q ϑ φ⎡ ⎤= = +⎣ ⎦Y y y y G N" η      (3) 

式中 1 2, , , Q
⎡ ⎤= ⎣ ⎦"η β β β 为散射系数； 1 2[ , , ,=N n n "  

]Qn 为 加 性 高 斯 白 噪 声 ， 服 从 (0,cNN ∼  

2
2

( 1)
)

x y
n M M

σ
+ −

I ; ( ) ( ) ( ) 1 1, = , , =[ ( , ),ϑ φ ϑ φ ϑ φ ϑ φG A A gD  

2 2( , ), , ( , )]K Kϑ φ ϑ φg g" 对应联合导向矢量， ( ),ϑ φg  

( ) ( ), ,ϑ φ ϑ φ= ⊗a a ，式中 D和⊗分别为 Khatri-Rao

积和 Kronecker 积。 

3  算法分析 

3.1 降维预处理 
由信号模型可得： 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

,
, ,

,

x

y

ϑ ϑ φ
ϑ φ ϑ φ

φ ϑ φ

⎡ ⎤⊗⎢ ⎥= =⎢ ⎥⊗⎢ ⎥⎣ ⎦

a a
g

a a
Πρ     (4) 

式中 ( )
( ) ( )

( ) ( )

,
,

,

x

y

ϑ φ ϑ
ϑ φ

ϑ φ φ

⎡ ⎤⊗⎢ ⎥= ⎢ ⎥⊗⎢ ⎥⎣ ⎦

a a

a a
ρ ;

x

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0

0

Π
Π

Π
, xΠ  

和 yΠ 为置换矩阵，构造方式与文献[13]类似；显然

( ),ϑ φg 与 ( ),ϑ φρ 成线性关系，同时由于 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

, ,

x x

x
y x

xy
x y

y
y y

ϑ ϑ
ϑ

φ ϑ
ϑ φ ϑ φ

ϑ φ
φ

φ φ

⎡ ⎤⊗⎢ ⎥ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⊗⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⊗⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⊗⎢ ⎥⎣ ⎦

a a

a a

a a

a a

ρ

ρ ρ

ρ

    (5) 

则存在线性变换 

( ) ( ) ( ) ( )x x x x xϑ ϑ ϑ ϑ= ⊗ =a a T hρ       (6) 
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( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i
( ) ( )

( )

( ) ( )

i i
( )

( )

,

,
            

y x x y
xy

xyx y y
y

y y y y

xy
xy y

y

φ ϑ ϑ φ
ϑ φ

ϑ φ φ
φ

φ φ φ φ

ϑ φ

φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⊗ ⊗⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⊗ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⊗ ⊗⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

a a a a

a a T a

a a a a

h
T T

h

ρ

ρ

(7) 

式中 ( ) T
2 2 2 3 0[ exp( ), exp( ), , exp( )] ,

x x

x x x
x M Mϑ κ κ κ− −=h "  

( ) ( )T
1 2 2 2=[ exp( ), exp( ), , exp( )] , ,

y

y y y
y M xyφ κ κ κ ϑ φ−h h"

( ) ( )x yϑ φ= ⊗a a ; xT 和 yT 为降维矩阵。 

( 1)

1 ( 2)

( 1)

1 ( 1) ( 1)

( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 2)

           

          
,

                     

            

            

         

  

x x x

x x x x

x x x

Y y Y

y y y Y

M M M

M M M M

x

M M M

M M M

M M M M

y

× −

× × −

× −

− − × −

− × − − × −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

I

I
T

I

I

I
T

# % #

0

0 0

0

0

0 0

( 1) ( 1) ( 1)

                           

               
y Y yM M M− × − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦I

# % #

0

     (8) 

i

i ( )

( )

2

( 1)

( 1)

( 1)( 1) ( 1)( 1) 2 2

1 ( 1)( 1)

,
x y

y

x y x y y

y y x y

xy

xy M M

M

M M M M M
y

yM M M M

−

−

− − − − × −

− × − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T I

I

I
T

T

0

0

0

0

0

Π

(9) 

式中 xyΠ 为置换矩阵，与 xΠ , yΠ 类似。由式(4)，
式(6)和式(7)可得，存在降维矩阵Γ 满足： 

( ) i i ( )

( )

, ,

        ,

xx

xy yy

ϑ φ ϑ φ

ϑ φ

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

T
g h

T T

h

00

0 0

Π

Π

Γ    (10) 

其中 ( ) T T T T, [ ( ), ( , ), ( )]x xy yϑ φ ϑ ϑ φ φ=h h h h 。则式(3)中回

波接收数据可表示为 ( , )ϑ φ= +Y H NΓ η ；其中

( ) 1 1, [ ( , ), , ( , )]K Kϑ φ ϑ φ ϑ φ=H h h" 。则回波信号Y 中

目标的信息存在于 ( , )ϑ φH 张成的低维信号子空间

中。因此可以通过降维处理将回波信号变换到该低

维 子 空 间 中 ， 定 义 降 维 矩 阵 ∈B  
2( 1) ( 2)x y x y x yM M M M M M+ − × + + −^ 对回波信号进行降维预

处理[15]： 

( )H H H,ϑ φ= = +Z B Y B G B Nη      (11) 

令 H 1/2( )−=B Γ Γ Γ ，显然有 H
( 2)=

x y x yM M M M+ + −B B I ，

即 降 维 处 理 后 噪 声 矢 量 HB N 服 从 (0,cN  
2

( 2))x y x yn M M M Mσ + + −I 。式 (11)化简可得 j= +Z Hη  
HB N ；其中 j ( ) i iH 1/2

1 1 2( ) , [ ( , ), ( ,ϑ φ ϑ φ ϑ= =H H h hΓ Γ   
i

2), , ( , )]K Kφ ϑ φh" , i ( ) ( )H 1/2, ( ) ,k k k kϑ φ ϑ φ=h hΓ Γ 。 

( )

H

2 1

1 ( 1)

2 2

1

diag 1, , 1, , 1, ,1,

         2, ,2 ,

        2,1+2, , 2+2, 1, 2, ,1

x

x y

y

y

x x x
M

M M

M

y y y

M

M M M

M M M

−

− −

−

−

⎧⎪⎪⎪= − −⎨⎪⎪⎪⎩

− − −

" "��������������	�������������


"���	��



����������������������������� �
" "���������	��������


Γ Γ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

��������
(12) 

式(12)证明略。从式(11)和式(12)可得，降维后

的回波数据 Z 可以等效为长度为 ( x y xM M M+  

2)yM+ − 的加权平面阵的回波信号，权值为对角阵
H 1/2( )Γ Γ 的对角元素。显然，由 ( ),ϑ φH 可知，本文

降维处理最大程度地降低了回波数据的维数，去除

了原始回波数据中所有重复量，达到了降维的目的。 
3.2 信号子空间的获取 
3.2.1 基于特征分解的信号子空间估计  计算降维

后的回波协方差矩阵 ZR ，并对其进行特征分解： 
[ ] [ ]

( )
1 2 1 2

H

, , , , , ,

    

z z z z z z
Z K K K

Z Z
s K s

=

=

R u u u v v v

U V

" "Σ

Σ     (13) 

其中 , ( 1, , 2)z z
i i x y x yi M M M M= + + −u v " 为矩阵

ZR 左右奇异正交基矢量， 1 2diag{ , , , }K Kσ σ σ= "Σ
对应 ZR 的奇异值矩阵；则对任意 1span{ ,z z

j K+∈u u  

2 2, , }
x y x y

z z
K M M M M+ + + −u u" 有 H

1 2( ) [ , , , ]z z z z
j K Ku u u u" Σ  

 H
1 2[ , , , ] 0z z z

K⋅ =v v v" ，则 jH H H( ) ( ) { }z z
j Z j E=u R u H ηη  

jH
0⋅ =H ，可得 jH( ) 0z

j =u H ，即 1 2span{ , , ,z z
K K+ +u u "  

i i i1 22} span{ , , , }
x y x y

z
KM M M M+ + − ⊥u h h h" ；进一步可得

i i11span{ , , } span{ , , }z z
KK =u u h h" " ，即 Z

sU 与方向矢

量 jH 张成的是相同的信号子空间，由于 j =H  
H 1/2( ) HΓ Γ ，则可得 H 1/2( ) Z

s
− UΓ Γ 与H 张成形同的

信号子空间。 
3.2.2 基于传播算子的信号子空间快速估计  上节

分析能够很好地实现信号子空间的估计，但需要信

号协方差的计算以及相应的特征分解，当快拍数较

大时，其运算复杂度较高；为了避免协方差矩阵的

估计及其特征分解，本节基于传播算子进行信号子

空间的估计。由上节分析可知，降维后回波数据Z可

以等效为长度为 2x y x yM M M M+ + − 的加权平面

阵的回波信号，权值为对角阵 H 1/2( )Γ Γ 的对角元素，

为了处理方便，首先对降维后的回波数据Z进行权

值归一化操作，即 i jH 1/2( )−= = +Z Z H NΓ Γ η ；其

中 jN 为噪声项。假设雷达阵列无空间模糊，即H 为

列满秩矩阵，则在H 中有K 行是线性独立的，将导

向矩阵分块为 T T T
1 2[ , ]=H H H ，式中 1H , 2H 分别

为 K K× 维和 ( 2 )x y x yM M M M K K+ + − − × 维矩

阵，则存在线性变换矩阵V (即传播算子)使得
H

1 2=V H H ；同理在得到 iZ后，进行分块处理，令
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i i iT T T
1 2[ , ]=Z Z Z ，其中 i1Z , i2Z 分别对应 iZ的前K 行和

后 2x y x yM M M M K+ + − − 行元素。则无噪的情况

下有 i iH
1 2=V Z Z ，考虑到实际中噪声对回波数据的

影 响 ， 矩 阵 V 可 由 代 价 函 数 ( )J =V  
i i 2H

2 1argmin −
V

Z V Z 估计得到， i 表示 Frobenius 

范数，则矩阵V 的最小二乘解为 H 1
1 1( )−=V Z Z  

H
1 2⋅Z Z 。令 i [  ]K=V I V , KI 为K 维单位阵，存在 

i i
i

i
1 1H

1
2 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

Z H
V Z H

HZ
η η        (14) 

进一步化简得 i iH #
1= =V H Z HFη ；其中 i#

1 =Z  
i i iH 1

1 1 1( )−Z Z Z 对应 i1Z 的伪逆， i#
1=F Zη 为非奇异矩

阵。显然矩阵 iH
V 和流型矢量H 的各列张成相同的

信号子空间，则可以利用 iH
V 进行 2 维空间角的估

计。 
3.3 基于 ESPRIT 的 2 维旋转因子提取 

在实现对信号子空间的估计得到对应的 sU (这
里 sU 代表对信号子空间的估计值，即当采用特征分

解进行估计时 H 1/2( ) Z
s s

−=U UΓ Γ ；当采用传播算子

进行估计时 iH
s =U V ，为便于分析这里统一用 sU 表

示)后，由导向矢量 ( ),ϑ φh 可知 T T T T=[ , , ]x xy yH H H H ，

其中 xH , xyH 和 yH 分别为H 的前 (2 1)xM − 行、中

间 ( 1)x yM M − 行和后( 1)yM − 行；令 
1 1 1 1

2 1 2 1
,   

x x xy xy

x xy
x x xy xyϑ ϑ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

H H H H
H H

H H H H
� �

Φ Φ
 (15) 

其中 1
xH , 2

xH 分别为 xH 的前 ( )2 2xM − 行和后

(2 2)xM − 行， 1
xyH , 2

xyH 分别为 xyH 的前 ( 1)xM −  

( 1)yM⋅ − 行和后 ( 1)( 1)x yM M− − 行；�为分块操

作。对应地可得 T T T T=[( ) ,( ) ,( ) ]x xy y
s s s sU U U U ，其中

x
sU , xy

sU 和 y
sU 分别为 sU 前 (2 1)xM − 行、中间

(x yM M 1)− 行和后 ( 1)yM − 行；同样令 x
sU �  

T
1[( ) ,x

sU
T T T T T

2 1 2( ) ] , [( ) ,( ) ]x xy xy xy
s s s sU U U U� ；其中 1

x
sU , 

2
x
sU 分别为 x

sU 的前 (2 2)xM − 行和后 (2 2)xM − 行，

1
xy
sU , 2

xy
sU 分别为 xy

sU 的前 ( 1)( 1)x yM M− − 行和后

( 1)xM − ( 1)yM − 行；由于 sU 与流型矢量H 的各列

张成相同的信号子空间，则存在非奇异矩K 使得

s =U HK ，阵即 x
s x=U H K , xy

s xy=U H K ；以上

分析可得： 
1 1

1

2 1
2

1 1
1

2 1
2

= =

=

x
s x x

x
s x x

xy
s xy xy

xy
s xy xy

ϑ

ϑ

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎡ ⎤ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎬⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎢ ⎥ ⎪=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪⎭

U H H K
K

U H H K

U H H K
K

U H H K

Φ

Φ

       (16) 

其中， 1 2diag{ , , , },   exp{ j2K k xdϑ ϑ ϑ ϑ
ϑ δ δ δ δ= = − π"Φ  

( )cos / } 1,2, ,k k Kϑ λ = " ；令 T
1 1=[( ) ,x

sUΞ  T T
1( ) ]xy

sU , 
T

2 2=[( ) ,x
sUΞ T T

2( ) ]xy
sU ，进一步化简 

o

o

1

11 1

2 1

12 2 1

= =

= =

x

xy

x x

xy xy
ϑ ϑ

⎫⎡ ⎤ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎪⎣ ⎦ ⎪⎬⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎪=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎭

H
K H K

H

H H
F K H K

H H

Ξ

Ξ Φ Φ

    (17) 

则有 o o 1 1
1 12 1ϑ ϑ ϑ

− −= = =H K H KK K K KΞ Φ Φ Ξ Φ ，

即 1
1 2( ) = ϑ

−K K†Ξ Ξ Φ ，其中 ()⋅ † 表示广义逆；显然

1 2( )†Ξ Ξ 的特征值等于 ϑΦ 的对角线元素 1{ }K
k k
ϑδ = ，从

而实现对ϑ的估计。 
令 ( )

T T T T, =[ ( ), ( , ), ( )]y yx xϑ φ φ ϑ φ ϑh h h h� � � � ，其中 ( )x ϑh�  

( )T
1 2 2 2[ exp( ), exp( ), , exp( )] ,  ,

x

x x x
yxMκ κ κ ϑ φ−= =h�"

( ) ( ) ( ) 2 2 2 3, [ exp( ), exp( ), ,
y y

y y
y y M Mxφ ϑ φ κ κ− −⊗ =a a h�� � "  

T
0exp( )]yκ ; ( )y φa� 为 ( )y φa� 的前 ( 1)yM − 项， ( )x ϑa�

为 ( )x ϑa� 后 ( 1)yM − 项； ( )y φa� 与 ( )x ϑa� 满足 ( )x ϑa�  
T

0 1 1[ exp( ), exp( ),   ,   exp( )] ,
x

x x x
Mκ κ κ −= " ( )y φ =a�
T

1 2 0[ exp( ), exp( ), , exp( )]
y y

y y y
M Mκ κ κ− − " ；则有 ( )y φa�  

( )1yM y φ−= J a , ( ) ( )1x
xMx ϑ ϑ−=a J a� ；其中 1yM −J 和

1xM −J 分别为( 1)yM − 和( 1)xM − 维的反对角矩阵，

可得： 

( ) i ( ), ,yx yx xyϑ φ ϑ φ=h J h� Π        (18) 

式中 i
1 1y xM M− −= ⊗J J J , yxΠ 为置换矩阵，与 xΠ , yΠ

和 xyΠ 类似；则存在置换矩阵J 满足： 

j
2 2

2 2

y

x

M

yx

M

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

J

J

0 0

0 0

0 0J

Π        (19) 

使 得 m =H JH 。 其 中 m
1 1 2 2[ ( , ), ( , ), ,ϑ φ ϑ φ=H h h� � "  

( , )]K Kϑ φh� , j i

1
yx

yx

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦J

0

0
Π

Π
, 2 2xM −J 和 2 2yM −J 分别 

为(2 2)xM − 和(2 2)yM − 维的反对角矩阵。在置换处

理得到 mH 后，同样令 m m m mT T T T[ , , ]y yx x=H H H H ，其中
myH , myxH 和 mxH 分别为 mH 的前 (2 1)yM − 行、中间

( 1)y xM M − 行和后( 1)xM − 行；令 

m
m

m

m

m
m

m

m

m

m

1 1 1 1

2 1 2 1
,  

y y yx yx

y yx

y y yx yxφ ϑ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

H H H H
H H

H H H H
� �

Φ Φ
(20) 

其中 m1
yH , m

2
yH 分别为 myH 的前 (2 2)yM − 行和后

(2 2)yM − 行， m1
yxH , m

2
yxH 分别为 myxH 的前 ( 1)yM −  

( 1)xM⋅ − 行和后 ( 1)yM − ( 1)xM − 行。对应的可得

i l l lT T T T[( ) ,( ) ,( ) ]
y yx x

s s s ss= =U JU U U U ，其中 ly
sU , l

yx
sU

和 lx
sU 分别为 isU 的前(2 1)yM − 行、中间 ( 1)y xM M −

行和后 ( 1)xM − 行；同样令 l l lT T T
1 2[( ) ,( ) ] ,

y y y
s s sU U U�  

l l lT T T
1 2[( ) ,( ) ]

yx yx yx
s s sU U U� ；其中 l 1

y
sU , l 2

y
sU 分别为 ly

sU 的

前 (2 2)yM − 行和后 (2 2)yM − 行， l 1
yx
sU , l 2

yx
sU 分别为

lyx
sU 的前 ( 1)( 1)y xM M− − 行和后 ( 1)( 1)y xM M− −
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行；由于 i m=s s= =U JU JHK HK，则有 l m=
y
s yU H K , 

l myx
s yx=U H K ，由以上分析可得 

l

l

m

m

m

m

l

l

m

m

m

m

1 1
1

2 1
2

1 1
1

2 1
2

= =

=

y
s y y

y
s y y

yx
s yx yx

yx
s yx yx

φ

φ

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎡ ⎤ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎬⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪⎭

U H H K
K

U H H K

U H H K
K

U H H K

Φ

Φ

       (21) 

其中， 1 2diag{ , , , }K
φ φ φ

φ δ δ δ= "Φ , exp{ j2k ydφδ = − π  

( )cos / } 1,2, ,k k Kφ λ = " ；令 l l lT T T
1 1 1=[( ) ,( ) ]

y yx
s sU UΞ , 

l2 =Ξ l T
2[( ) ,

y
sU l T T

2( ) ]
yx
sU ；进一步化简 

l
m

m

l
m

m

m

m

1

1 11

2 1

2 12 1

= =

= =

y

yx

y y

yx yx
φ φ

⎫⎡ ⎤ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎪⎬⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎪⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎪⎭

H
K H K

H

H H
K K H K

H H

�

�

Ξ

Ξ Φ Φ

    (22) 

则有 l l1 1
2 11 1φ φ φ

− −= = =H K H KK K K K
� �

ΦΞ Φ Ξ Φ ，

即 l l 1
1 2( ) = φ

−K K†Ξ Ξ Φ ；显然 l l1 2( )†Ξ Ξ 的特征值等于

φΦ 的对角线元素 1{ }K
k k
φδ = ，从而实现对φ 的估计。 

显然对于空间角 ϑ 和φ 的旋转不变因子的提取

基于同一个信号子空间，即其中的角度信息是保持

不变的，通过式(23)即可实现参数的自动配对，求

得对应的空间角度 1{ , }K
k k kϑ φ = ，从而得到 1{ , }K

k k kθ ϕ =

的 2 维估计，值得注意的是，在实际仿真中由于 ϑΦ , 

φΦ 这两个特征分解是独立进行的，特征值的排列顺

序仍可能出现是不同的现象，此时可以采用文献[16]
中的稳健配对方法即可。 

( )

( )

arccos angle 2

arccos angle 2

k k x

k k y

d

d

ϑ

φ

ϑ δ

φ δ

⎫⎡ ⎤⎪= − π ⎪⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎪⎬⎪⎡ ⎤⎪= − π⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎪⎭

       (23) 

其中 angle()⋅ 为取相位操作。 
3.4 算法性能分析 
3.4.1 等效虚拟分析及移不变子阵划分  L 型阵列

MIMO 雷达虚拟扩展示意如图 2 所示。本文通过降

维矩阵的设计，将 2( + 1)x yM M − 维的回波信号降至

( 2)x y x yM M M M+ + − 维，有效地去除了所有的重

复阵元，而文献[13]RD_MUSIC 仅仅是将( +x yM M  
21)− 维的雷达回波信号降至 ( 2x y x yM M M M+ +  

4)− 维，降维后仍存在( 2)yM − 个重复阵元；显然与

文献[13]RD_MUSIC 相比，本文降维预处理将回波

数维数降到了最低，最大限度地降低了处理数据的

维度和数据量。同时本文 2 维旋转不变因子提取方

法对应的等效平移子阵可用图 2 来进行直观解释，

利用子阵 1 与子阵 2 的平移不变性即可获得对 φΦ 的

估计；利用子阵 3 与子阵 4 的平移不变性即可获得 

 

图 2 虚拟扩展及移不变子阵划分示意图 

对 ϑΦ 的估计，从而实现对空间角 ( ),ϑ φ 的估计。同

时由图 2 可以看出，虚拟后的 MIMO 雷达阵列在整

个xoy 平面上关于y x= 对称，即 m =H JH ，这就为

基于同一信号子空间，来分别获取 2 维空间角的旋

转不变因子提供了条件；此外，本文 2 维旋转不变

因子提取方法利用到了所有的有效虚拟阵元，在实

现参数自动配对的同时，不损失雷达孔径，提高了

整个阵列的阵元利用率。 

3.4.2 运算复杂度及最大可分辨目标数  将本文降

维预处理后基于特征分解获得 2 维角度估计的算法

称为 RD_ESPRIT 算法；降维预处理后基于传播算

子获得 2 维角度估计的算法称为 RD_PM_ 

ESPRIT 算法。由前文分析可得，本文算法的数据

维数为 j 2x y x yW M M M M= + + − ，则运算量为

j jΟ +2 3 3 2{ 6 2 (( 1)( 1) (x y xQW W K K M M M+ + − + +

1)( 1))}yM− + 。对应的本文 RD_PM_ESPRIT 算

法的运算量为： j jΟ 2 2{ 2 (( 1)xWKQ WK K M+ + −  
3( 1) ( 1)( 1)) 6 }y x yM M M K+ + − + + 。文献[13]2D_ 

MUSIC 算法的数据维数为 m 2( 1)x yW M M= + − ，算

法总的计算量 m m m mΟ
2 3 2{ ( )}QW W n W W K+ + − 。文献

[13]RD_MUSIC 算法处理的数据维数为W =  

2 4x y x yM M M M+ + − ，算法总的计算量 Ο 2
{QW  

m3
[(2 1)(3 +2 3 ) + ]+(2y y yW n M M W K W W M+ + − − −

21 ) }K W WK− + + 。 n 为谱搜索的栅格数，显然

j mW W W< < ，同时快拍数Q 以及栅格数n 要远大于

, ,x yM M K ， 易 得 PMΟ ΟRD_ _ESPRIT RD_ESPRIT< <  

Ο ΟRD_MUSIC 2D_MUSIC< 。 

此外，本文无论是RD_ESPRIT算法还是RD_ 

PM_ESPRIT 算法，在 2 维空间角求解过程中，为

了使分块矩阵 l l1 21 2, , ,Ξ Ξ Ξ Ξ 满足列满秩条件，即

min[( 1)( 1)+2 2,( 1)( 1)x y x x yK M M M M M≤ − − − − −

2 2]yM+ − ；因此所提两种算法的最大可分辨目标数

均为min[( 1)( 1),( 1)( 1)]x y x yM M M M− + + − 。 
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4  仿真实验与分析 

假设 L 型阵列 MIMO 雷达均为均匀配置，阵元

间距满足 /2x yd d λ= = ，以多相码为正交发射信号，

分别进行以下实验。 
实验 1  算法的有效性验证 
假设发射阵元数满足 4xM = , 5yM = ，即发射

阵元总数为 x yM M+ 1 8− = ；远场空域存在 3K =
个目标，与 L 型阵列 MIMO 雷达x 轴，y 轴夹角分

别为 ( 50 , 20 )− −D D , (5 ,25 )D D , (40 ,60 )D D ；信噪比为

0 dB ，快拍数Q = 200；进行 100 次 Monte-Carlo
实验，验证本文 RD_ESPRIT 和 RD_PM_ 
ESPRIT 算法的有效性，仿真结果如图 3 所示。显

然本文所提RD_ESPRIT, RD_PM_ESPRIT算法

均能够实现对目标 2 维空间角的有效估计，且能实

现参数的自动配对；从图 3 的估计结果也可以看出，

估计出的 2 维空间角度比较集中而没有出现散布，

一定程度上也反映了两种算法的稳健性。 
实验 2  算法的估计性能比较 
假设发射阵元数为 5x yM M= = ，远场空域存

在 2K = 个目标，与 L 型阵列 MIMO 雷达x 轴，y 轴

的夹角分别为 ( 30 , 40 )− D D , ( 20 , 30 )− D D ；快拍数

200Q = ，信噪比为 10 30 dB− ∼ ，比较 2D_ 
MUSIC 、文献 [13]RD_ MUSIC 和本文 RD_ 
ESPRIT, RD_PM_ ESPRIT 算法的估计性能，其

中 2D_MUSIC与文献[13]RD_ MUSIC算法的谱搜

索步长均为 0.01D , RCRB 采用文献[17]中的计算方

法，仿真结果如图 4 所示。由图 4 可以看出，随着

信噪比的增大，4 种算法对目标 2 维空间角估计的

RMSE 都逐渐变小，且信噪比越大，估计精度越高，

这一点很好理解；同时与 2D_ MUSIC 和 RD_ 
MUSIC 算法相比，本文 RD_ ESPRIT 算法估计精

度稍差，但总的来讲性能损失不大，性能的损失主

要是由 ESPRIT 算法与类 MUSIC 算法估计性能的

差异引起。此外，本文 RD_ PM_ESPRIT 算法在

低信噪比时，估计精度相对差于 RD_ESPRIT 算

法，但随着信噪比的增大，两种算法的估计精度趋

于一致；考虑到 RD_PM_ ESPRIT 算法避免了协

方差矩阵的构建与特征分解，因此计算量远小于

RD_ESPRIT 算法，在实际工程中可以在估计精度

与运算复杂度之间灵活选用合适的算法。 
实验 3  算法的性能与参数之间的关系 
远场空域目标位置与目标个数与实验 2 相同，

快拍数 200Q = ，阵元数 4 20x yM M ∼= = 时，信

噪比为 5 dB ，比较不同阵元配置下本文 RD_ 
ESPRIT 与 RD_PM_ESPRIT 算法的估计性能，

仿真结果如图 5(a)所示；阵元数满足 7x yM M= = , 
100Q = ∼  1000 变化，比较不同快拍数据下本文

RD_ESPRIT 与 RD_PM_ESPRIT 算法的估计性

能，仿真结果如图 5(b)所示。由图 5(a)和图 5(b)可
以看出，随着阵元数 ,x yM M 的增大，对应阵列雷达

孔径也逐渐变大，因此两种算法对 2 维空间角的估

计性能也越好；随着快拍数的增大，两种算法对信

号子空间的估计也就越准确，因此角估计精度也就

越高。 

5  结论 

针对 L 型阵列 MIMO 雷达的 2 维角度估计问

题，基于 ESPRIT 算法提出两种 L 型阵列 MIMO
雷达降维 DOA 估计算法，即基于特征分解的降维

DOA估计算法(RD_ESPRIT)和基于传播算子的降

维 DOA 估计算法(RD_PM_ESPRIT)。理论分析

和实验仿真表明：(1)所提两种算法均通过降维预处

理，将高维回波数据转换至低维信号空间，有效降

低了数据处理的维数，降低了所需处理的回波的数

据量；(2)所提两种算法分别基于特征分解与传播算

子实现信号子空间的估计，实现了 2 维空间角旋转

不变因子的提取，有效地估计出目标 2 维空间角度

的同时，实现了参数的自动配对；(3)与已有文献算

法比，两种算法在估计性能接近的条件下，最大程

度地降低了回波数据的维数，同时利用 ESPRIT 算

法大大降低了传统算法由于谱峰搜索所带来的巨大

运算复杂度，提高了算法应用的实时性；(4)两种算 

 

图 3 星座图估计结果 
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图 4 空间角估计结果 

 

图 5 空间角估计结果与阵元数快拍数的关系 

法中，RD_PM_ESPRIT 算法进一步避免了协方差

矩阵的构造与特征分解，具有更低的运算复杂度，

在低信噪比时，RD_ESPRIT 算法的参数估计性能

要优于 RD_PM_ESPRIT 算法，在高信噪比时，

两者的估计性能趋于一致，因此在实际工程中可以

在估计精度与运算复杂度之间灵活选用合适的算

法。 
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