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一种基于稀疏分解的窄带信号频率估计算法 
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摘  要：针对窄带多分量信号频率估计问题，该文提出一种基于稀疏分解的频率估计算法，能够同时对多个窄带信

号的频率进行估计。首先利用传统方法进行频率预估计，然后根据频率预估计的结果建立冗余字典，对信号进行稀

疏表示，最后通过匹配追踪算法得到精确的频率估计。该算法极大地减小了字典的长度和稀疏分解的运算量，而且

在迭代过程中利用了全局信息更新残差向量，估计结果更为精确，在低信噪比情况下性能也较为稳健。仿真结果验

证该算法的有效性和正确性。 
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Abstract: For the frequency estimation problem of narrow-band multi-component signal, a frequency estimation 

algorithm based on the sparse decomposition is proposed, which simultaneously estimates the frequency of multiple 

narrow-band signal. Firstly, the pre-estimation is used to get the pre-estimating frequency by using the traditional 

method. Then the redundant dictionary is established by using the pre-estimating frequency to obtain a sparse 

representation of the signal. Finally, the precise frequency estimation is achieved by the matching pursuit algorithm. 

The algorithm can greatly reduce the length of dictionary and the computational complexity of sparse 

decomposition. The proposed algorithm can provide more accurate estimation results when updating residual 

vector by using the global information in an iterative process, and the performance is robust in lower SNR. The 

simulation results verify the effectiveness and correctness of the proposed algorithm. 
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1  引言  

信号的频率是电子侦察中需要获取的最为重要

的参数，它反映了雷达的功能与用途，是信号分选

和威胁识别的重要依据[1]。由于电子侦察面对的是非

合作信号，接收机往往会瞬时覆盖较大的频率范 
围[2]，因此，如何对宽频段内的多个窄带信号频率进

行有效的估计显得尤为重要 [3 5]− 。目前频率估计算

法主要分为非参数法和参数法两大类。非参数法主

要是以离散傅里叶变换(Discrete Fourier Transfer, 
DFT)为基础的，物理意义明确，但是存在能量泄漏
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和栅栏效应，且算法精度和分辨能力主要依赖于信

号长度[6]。参数法中最大似然法[7]虽然能够达到理论

上的最优性能，但是需要多维非线性优化，计算量

很大，难以实际应用。基于 Levinson-Durbin 递推

的自回归(AutoRegressive, AR)模型法[8]虽然避免了

矩阵求逆，减小了计算量，但是受信号初相的影响

较大，在分析短序列时会出现谱偏移，谱线分裂的

现象，且阶数难以确定，阶数过低，谱峰不明显，

而过高的阶数会产生虚假谱峰；以多重信号分类

(MUltiple SIgnal Classification, MUSIC)算法[9]和

旋转不变技术估计信号参数 (Estimating Signal 
Parameters via Rotational Invariance Techniques, 
ESPRIT)算法[10]为代表的子空间分解算法利用信号

子空间和噪声子空间的正交性，提取信号子空间，
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在信噪比较高时能够得到较好的估计性能，而在信

噪比较低时，估计误差会明显增大。近年来稀疏分

解理论得到了广泛的应用 [11 13]− ，通过建立频率冗余

字典 [14 16]− 寻求最优匹配原子，再利用稀疏向量中非

零元素的位置信息估计信号的各频率分量 [17,18]。但

是这种方法随着估计精度的提高，字典的长度会急

剧增加，稀疏分解难度增大，且由于原子间相互干

扰，导致匹配错误的概率也会增加，影响了算法的

稳定性。 
针对上述问题，本文将传统的频率估计方法与

稀疏分解理论相结合，提出一种新的窄带信号频率

估计方法。算法利用传统方法的频率预估计的结果

构建冗余字典，极大地减小了字典的长度，并对匹

配追踪算法求解稀疏系数的过程进行了改进，在迭

代过程中利用预估计的结果更新残差向量，使得算

法具有更高的估计精度和稳健的性能。 

2  稀疏表示模型 

假设信号由 p 个不同频率的复指数正弦信号叠

加而成，信号长度为N ，则其离散数学模型为 

[ ]
1

( ) exp (2 )+ ( ),

            0,1, , 1

p

i i i
i

n A j f n n

n N

π
=

= +

= −

∑s wϕ

    (1) 

式中， iA , if , iϕ 分别为第 i 个信号的幅度、频率和初

始相位； ( )nw 为高斯白噪声。 
由于信号由多个窄带信号叠加构成，在频域具

有良好的稀疏性，所以可以在频域对其进行稀疏表

示。在频域建立 sN N× 维冗余字典D： 

1 2[ , , , ]
sN=D d d d             (2) 

式中， sN 为字典长度， 2 1 2 ( 1) T[1, , , ]i ij f j f N
i e eπ π⋅ ⋅ −=d

为字典中的第 i 个原子，那么信号 ( )ns 就可以表示为 
= +s Dz n               (3) 

式中， T[ (0), (1), , ( 1)]s s s N= −s ,n 为 1N × 维高斯

白噪声，z为 1sN × 维稀疏系数，在z中只有 p个非

零值，且对应于信号的幅度。由于 z 是 p 稀疏的

( sp N<< )，可以转化式(4)的优化模型： 

0 2min ,  s.t.   ε− <
z
z s Dz        (4) 

直接求解式 (4) 是一个非确定性多项式问题

(Non-deterministic Polynomial Hard, NP-hard)，
可以将优化目标用 1l 范数来代替[19]，这就将式(4)的
优化问题变成了一个凸优化问题，方便求解。 

1 2min ,  s.t.  ε− <
z
z s Dz       (5) 

最后根据 z中非零值的位置得到 p 个窄带信号的频

率估计。正交匹配追踪算法(Orthogonal Matching 
Pursuit, OMP)算法[20]通过每次在字典中搜索与残

余信号相关性最大的原子来匹配出 p 个原子，求出

稀疏系数确定频率。显然，字典的长度影响着稀疏

分解的难度和计算量， sN 越大，迭代过程就越复杂；

而且由于 OMP 算法每次迭代都只是从冗余字典中

选择一个与残余信号最佳匹配的原子，对于整个信

号而言每次匹配结果很可能只是局部最优解。如果

在迭代过程中某一次选错了原子，那么接下来的迭

代也会受到影响，最终造成分解结果不是最佳的稀

疏解或者误差较大。当字典长度增加时，也会增大

这种误匹配的概率，造成频率估计错误。 

3  算法原理及步骤 

经过以上分析可知，OMP 算法进行稀疏分解估

计信号频率时主要存在两个问题：一是字典长度增

加导致稀疏分解困难；二是迭代过程中的误匹配问

题。现在考虑将传统的频率估计方法与 OMP 算法

的迭代过程中的原子匹配过程进行融合，即采用传

统方法(FFT, ESPRIT 等)进行频率预估计，在估计

出的频率附近构建冗余字典可以有效地减小字典的

长度；而将每次频率的预估计值嵌入到 OMP 算法

的迭代过程中，则可以在一定程度上减小误匹配的

概率。 
3.1 冗余字典构建 

首先用传统算法对信号频率进行预估计，得到

p 个信号频率的估计值，然后在每个估计出的频点

附近 fΔ 范围内进行等间隔划分， q 为划分的网格

数，构造子字典 ( )ifD ，并将多个子字典联成一个冗

余字典D  

1 2[ ( ), ( ), , ( )]pf f f=D D D D                (6) 

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )],  1,2, ,i i i iqf f f f i p= =D d d d   (7) 

式中，
2 1 2 ( 1) T( ) [1, , , ]ij ijj f j f N

ijf e eπ π⋅ ⋅ −=d , 1,2, ,j q=
表示第 i 个子字典中的第 j 个原子，每个子字典

( )ifD 的维数为N q× ，总的冗余字典的D 维数为

N L× (L pq= )。 
3.2 稀疏分解 

OMP 算法在第m 次迭代过程中计算当前残差

向量 1m−r 与字典D中各原子的相关性，选出最佳匹

配原子(D中的某一列)，加入到已选出的原子集合
1m−Ω 中，并计算原信号s在集合 mΩ 中的正交投影，

得到投影系数 mz ，更新下一次迭代的残差 mr 。 
1 ,  [1, ]m m m

i i L−= ∪ ∈dΩ Ω        (8) 

2
min

m

m m

m m m

⎫− ⎪⎪⎪⎬⎪= − ⎪⎪⎭

z
s z

r s z

Ω

Ω
               (9) 

式中， m
id 表示第m 次迭代中从字典D中选出的最

佳匹配原子， 1m−Ω 和 mΩ 分别为第m 次迭代前和迭
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代后的已选出的原子集合， mz 为正交投影系数，
1m−r 和 mr 为更新前后残差向量。从上述过程可以看

出，OMP 是通过在字典中搜索与当前残差向量相关

性最大的原子的位置来确定频率分量的，得到的只

是关于一个信号的频率估计值，利用的是一种局部

信息，而在计算投影系数时也是将原信号s投影在

已选出的原子集合 mΩ 中，即只利用了已估计出的

频率值，用局部信息上的投影系数去更新残差向量。

在迭代过程中，若考虑利用全局信息(已得到的频率

的预估计值)来进行最佳匹配原子的寻找以及残差

向量的更新，则可以获得更好的估计效果。 
令 1 2{ , , , }

me p KF f f f −= 表示在前 1m − 次迭代

中已经估计出的频率集合，第m 次迭代过程中，对

前 1m − 次迭代更新得到的残差向量 1m−r 应用传统

算法进行频率估计，得到 mK ( mK p≤ )个频率估计

值，表示为集合 1 1 2{ , , , }
m mp K p K pF f f f− + − += ，而利

用 1m−r 与字典D 中的原子进行相关性计算得到的

频率估计值为 Mf ，集合 1F 中与 Mf 距离最近的元素

具有最大概率对应于同一信号。假设 Mf 与 pf 距离最

近，用 Mf 替换 pf ，得到新的集合 2 1{ ,
mp KF f − +=  

2, , }
mp K Mf f− + 。现在要找出残差向量 1m−r 中最重要

的分量，将其对应的原子与 eF 中已经估计出的频率

对应的原子集合进行合并，再将合并后的集合对应

的分量从原信号s中减去，得到新的残差向量 mr 。

由于 1m−r 中最重要的分量可能来自于 1F ，也可能来

自于 2F ，可以通过式(10)的计算结果来选择 
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∑ ∑

s g g
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式中： ( )e ifg 表示 eF 中已估计出的频率所对应的原

子， 1( )ifg 和 2( )ifg 分别表示 1F 和 2F 中的频率所对应

的原子。事实上，式(10)相当于分别计算原信号s在
集合 1{ , }eF F 和 2{ , }eF F 中频率所对应的原子张成的

子空间的正交投影， 1iα , 1jβ 和 2iα , 2 jβ 为投影系数，

1er 和 2er 为正交投影误差。若 1 2e er r< ，则认为 1m−r 中

最重要的分量来自于 1F ；反之，则来自于 2F 。假定

1 2e er r< ，利用投影系数 1jβ 中的最大值 mβ 就可以确

定 1m−r 中最重要的分量，再根据式(11)计算下一次

迭代的残差向量 mr  

1 1
1

( ) ( )
mp K

m
e i i m m

i

f fα β
−

=

= − −∑r s g g      (11) 

式中， 1( )mfg 为投影系数 mβ 所对应的原子。 
3.3 算法具体步骤 

具体的基于频率预估计的稀疏分解算法步骤如

表 1 所示。 

表 1 基于频率预估计的稀疏分解算法步骤 

步骤 1  初始化残差向量 =r s , eF 为空集。对
0r 应用传统方 

法进行频率估计，组成集合 1F ，并根据 1F 中估计出的频率构建冗余

字典D，且字典中的各原子模值均被归一化。 

步骤 2  在冗余字典中寻找与 r 相关性最大的原子，通过原子

所在位置得到其频率估计值 Mf ，并找出集合 1F 中与之距离最近的元

素，用 Mf 替换得到集合 2F 。 

步骤 3  将原信号 s 分别向集合 1{ , }eF F 和 2{ , }eF F 中频率所对

应的原子张成的子空间进行正交投影，得到投影系数 1iα , 

1jβ , 2iα , 2 jβ ，并求出对应的投影误差 1er 和 2er 。 

步骤 4  判断 1er 和 2er 的大小，选取误差较小者作为投影空间，

保留其投影系数。即，若 1 2e er r< ，则 1i iα α= , 1j jβ β= ；反之，

2 2, i i j jα α β β= = 。 

步骤 5  找出 jβ , 1, 2,m mj p K p K= − + − + ,p 中的最

大值 mβ ，计算出它所对应的原子 ( )mfg ，并利用式(11)更新残差向

量 r ，同时更新 eF , e e mF F f= ∪ 。 

步骤 6  重复步骤 1~步骤 5 共 p 次，得到的集合 eF 即包含了 p

个信号的频率估计值。 

 

4  算法性能分析 

算法利用了传统方法的估计结果构建冗余字

典，即在已经估计出来的 p个信号的频率附近 fΔ 范

围内进行等间隔划分，划分的网格数取决于期望达

到的精度 fδ , /q f fδ= Δ 。与传统的直接在测频范围

内等间隔划分相比，在达到相同的测频精度的情况

下，字典的长度大大减小。OMP 算法的计算量为
2( )O k n ，在稀疏度k (这里等于信号个数)确定时，运

算量与字典的长度n 成正比，表 2 给出了不同的冗

余字典构建方法计算量的比较。 

表 2 冗余字典不同构建方法的计算量比较 

冗余字典构建方法 字典长度 计算量 

直接构建冗余字典 sN  2( )sO p N  

基于预估计频率构建冗余字典 p q×  3( )O p q  

 
若测频范围为 1 GHz，取 fδ =0.1 MHz, 5p = ，

则直接构建字典需要的字典长度 410sN = ，稀疏分

解运算量为 5(2.5 10 )O × ，且随着测频范围的增加，

字典长度和运算量还会增加；而采用频率预估计构

建字典，取 fΔ =5 MHz，则需要的字典长度仅为

250，稀疏分解运算量为 3(6.25 10 )O × ，且与测频范

围无关，只取决于信号个数 p和测频精度 fδ 。由此

可见，采用频率预估计的方法动态构建冗余字典可

以有效地减小字典的长度，降低稀疏分解的运算量。 
算法将传统方法的频率估计和 OMP 算法的迭

代过程中的原子匹配进行了融合，OMP 算法每次迭

代是通过寻找字典中与残差向量相关性最大的原子
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来确定某一个信号的频率值，这可以看成是一种利

用局部信息得到的最优解，而对每次残差向量进行

频率预估计却能提供全部的频率估计值，相当于一

种全局信息，利用这种全局信息来寻找新的匹配原

子以及残差向量的更新获得的全局范围内的最优

解，因此能够获得更好的估计性能。另外，若在某

一次迭代过程中发生原子匹配错误，则 2er 必然会大

于 1er ，这时就会自适应地采用集合 1F 作为正交投影

空间，利用 1F 中频率所对应的原子张成的子空间下

的正交投影系数来更新残差向量，因此，通过比较

正交投影误差 1er 和 2er 也可以减小迭代过程中由于

原子匹配错误带来的影响。 
由于字典是根据频率预估计的结果构建的，因

此，预估计误差也会对最终的估计结果产生一定的

影响。当频率预估计精度较高时，算法会自适应地

采用集合 1F 作为正交投影空间，更新残差进行下一

次迭代，最终频率估计精度主要取决于频率预估计

精度。当预估计精度不高时，分为两种情况：一是

预估计误差小于 /2fΔ ，此时根据预估计值建立的

字典中包含与真实频率最为匹配的原子，算法会采

用集合 2F 作为正交投影空间，更新残差进行下一次

迭代，因此，这种情况下，仍能得到频率的正确估

计，估计误差主要受字典划分间隔影响；二是预估

计误差大于 /2fΔ 时，则根据预估计值建立的字典

中不会包含与真实频率最为匹配的原子，只能找到

相对匹配的原子，而且随着预估计误差的增大，最

终估计误差也会变大。这种情况下，过大的预估计

误差(或预估计错误)会导致原子失配而无法得到正

确的估计结果。因此，实际中在选择字典范围 fΔ 时

要考虑预估计误差的影响，使得预估计误差在

/2fΔ 范围内。 

5  仿真分析 

本节通过仿真实验对本文所提出的基于频率预

估计的正交匹配追踪 (Frequency pre-estimation 

Orthogonal Matching Pursuit, F-OMP)算法进行分

析与验证。先对频率进行预估计，并按文中所述，

利用预估计的结果结合OMP算法的迭代过程求解。

假设信号长度N =512，在预估计出每个频率附近选

取 fΔ =5 MHz 范围内等间隔划分，每个子字典的长

度 q =50，并定义频率估计的均方根误差 (Root 

Mean Square Error, RMSE)如式(12)所示 

2

1 1

1 1
RMSE ( )

p J

i i
i j

f f
p J= =

= −∑ ∑       (12) 

式中，p为信号个数；J 为实验次数； if 和 if 分别为

第 i 个信号的频率估计值和实际值。 

仿真实验 1  选取 5 个频率分别为 9.5 MHz, 
23.6 MHz, 44.3 MHz, 56.7 MHz 和 67.1 MHz 的单

载频信号，信噪比为 15 dB。采用 ESPRIT 算法进

行频率预估计。图 1 给出了频率的估计结果，并与

信号的真实频率进行了比较。从图 1 的结果可以看

出 F-OMP 算法可以对多个窄带信号频率进行有效

地估计。为了进一步验证算法的性能，在不同信噪

比下比较 ESPRIT 算法，OMP 算法以及 F-OMP
算法的频率估计均方根误差，其中 ESPRIT 算法中

数据段数为32, OMP算法中则是直接在整个频率范

围内建立频率间隔为 0.1 MHz 的过完备字典，而

F-OMP算法则是先利用 ESPRIT算法进行预估计，

然后在预估计频率附近建立频率间隔为 0.1 MHz 的
局部过完备字典。仿真中 SNR 从-5~25 dB，每隔

1 dB 取一个值，每个信噪比下选取 3 个频率不同的

信号，频率从 0~100 MHz 内随机取值，进行 1000
次蒙特卡罗实验，得到 3 种算法频率估计均方根误

差随信噪比的变化曲线如图 2 所示。 
从图 2 的仿真结果可以看出，ESPRIT 由于利

用了信号子空间信息，在高信噪比时相对于 OMP
算法具有较小的频率估计均方根误差，而在低信噪

比区间信号子空间估计偏差较大，得到的频率估计

均方根误差也明显增大。OMP 算法没有利用信号子

空间信息，而是利用原子之间的相关性寻找最佳匹

配原子，其均方根误差随信噪比变化较为平缓，不

像 ESPRIT 算法那样敏感。F-OMP 算法由于利用

了频率预估计的结果，所以在高信噪比区间性能优

于 OMP 算法，而在低信噪比区间则利用了类似于

OMP 算法计算相关性的迭代过程，所以改善了

ESPRIT 对信噪比的敏感性。因此，F-OMP 算法在

不同的信噪比均方根误差都相对较小，能够达到良

好的估计性能。 

仿真实验 2  现在考虑算法在信号频率相距较

近情况下的估计性能，选取一个信号频率固定为

71.3 MHz，另一个信号频率在此基础上每隔 0.5 

MHz 取一个值，每隔频率间隔上进行 1000 次蒙特

卡罗实验，图 3 和图 4 分别给出了 SNR=15 dB 和

SNR=5 dB 时 ESPRIT 和 F-OMP 算法(仍采用

ESPRIT 算法进行频率预估计)在不同频率间隔下

的均方根误差。  

从图 3 和图 4 的结果可以看出，两个信号的频

率相距越近，均方根误差越大。在高信噪比的条件

下 ESPRIT 算法和 F-OMP 算法的频率分辨能力差

异不大，在频率相距较近时仍具有较高的估计精度，

而当信噪比较低时，ESPRIT 算法的分辨能力下降

较为明显(0.5 MHz 时已无法分辨，故在图 4 中没有



第 4 期              沈志博等： 一种基于稀疏分解的窄带信号频率估计算法                             911 

显示)，而 F-OMP 算法则受信噪比影响较小，当信

号频率相距较近时仍然具有较小的均方根误差，估

计性能较好。 
仿真实验 3  当信噪比较低时，频率估计算法

的稳健性会受到较大影响，可能会导致频率估计错

误，为了验证算法的稳定性，SNR 从-20~15 dB，

每隔 3 dB 取一个值，每个信噪比下选取 3 个频率不

同的信号，频率从 0~100 MHz 内随机取值，进行

1000 次蒙特卡罗实验，统计 ESPRIT, OMP 以及

F-OMP 3 种算法的估计成功次数(3 个信号频率全

部估计正确，且误差在 0.5 MHz 以内才算成功)，计

算每个信噪比下的成功概率，得到估计成功概率随

信噪比变化曲线如图 5 所示。 

从图 5 的结果可以看出，由于低信噪比的情况

下，ESPRIT 信号子空间估计偏差较大，估计成功

概率较低，而依靠计算原子相关性的 OMP 算法和

F-OMP 算法更为稳健。F-OMP 算法在迭代过程中

利用了残差向量中频率的预估计值和已估计出的频

率值进行正交投影更新下一次迭代的残差向量，因

此，在一定程度上较 OMP 算法具有更稳健的性能。 

6  结束语 

信号的频率估计在电子侦察中有着重要的研究

意义。本文针对窄带信号频率估计问题，提出了一

种基于稀疏分解的频率估计算法。在预先估计出的

频率附近建立冗余字典，有效地降低了字典的长度

和稀疏分解的运算量，并将频率预估计的结果应用

到每次的迭代过程中，以便于更好地寻找最佳匹配

原子和更新残差向量。理论分析和仿真实验表明，

该方法能够达到较高的估计精度，且在低信噪比条

件下也具有较为稳健的性能。 

 

图1 频率估计结果                      图2 频率估计均方根误差     图3 不同频率间隔下的估计精度(SNR=15 dB) 

 

图 4 不同频率间隔下的估计精度(SNR=5 dB)               图 5 不同信噪比下的估计成功概率 
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