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基于稀疏协方差矩阵迭代的单快拍气流速度估计算法 
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摘 要：该文研究基于声传感器阵列的单快拍气流速度估计问题。首先，根据声波在亚音速和超音速气流中的传播

特性，针对特定的测量装置，建立了声传感器线性阵列的输出模型。在此基础上，提出一种稀疏协方差矩阵迭代的

单快拍(Sparse Covariance Matrix Iteration with a Single Snapshot, SCMISS)气流速度估计算法，与其他稀疏估计

方法相比，该文提出的 SCMISS 算法无需正则化参数选择，计算量更低，具有更强的实时性，且只需单快拍采样

数据就可对亚音速和超音速气流速度进行统一估计。最后，为了评价所提算法的估计性能，推导了气流速度估计的

克拉美-罗界(Cramér-Rao Bound, CRB)表达式。仿真实验验证了该算法的有效性。 
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Abstract: The issue of single snapshot airspeed estimation is researched based on acoustic sensor array. According 

to the propagation property of acoustic waves in subsonic and supersonic air current, the output model of acoustic 

sensor array is constructed for a given measuring equipment. Then an airspeed estimation algorithm based on 

Sparse Covariance Matrix Iteration with a Single Snapshot (SCMISS) is presented. SCMISS has several unique 

features not shared by other sparse estimation methods: it does not require the user to make any difficult selection 

of regularization parameters, and it has lower computational complexity and better real-time. What is more, the 

proposed algorithm can be applied to both subsonic and supersonic circumstances with single snapshot 

measurement. Finally, a compact expression for the Cramér-Rao Bound (CRB) on the estimation error of airspeed 

is derived to evaluate the performance of the proposed algorithm. Simulations are implemented to show the 

effectiveness of SCMISS. 
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1 引言  

当前，对高速、高机动性飞行器的设计研究引

起了世界各主要军事强国的极大关注，而传统的以

空速管为代表的空速测量方法无法满足这类先进飞

行器的设计要求。现有的空速测量方法大都可以测
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量飞行器的亚音速空速，但是在超音速飞行状态下，

空气流动特性发生质的变化而产生激波，使得目前

的测量方法要么难以适用，如空速管，要么需要通

过参数校正才能适用，如嵌入式大气数据传感

(Flush Air Data Sensing, FADS)系统[1]。因此，有

必要建立统一的亚音速和超音速空速测量模型，使

模型在各个飞行状态都能输出正确的空速值，同时

避免因亚音速和超音速飞行状态的气流差异带来的

高成本的参数校正，但是，如何建立统一的跨音速

测量模型是当前大气数据测量研究的一个难点。 
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声矢量传感器作为一种新型传感器，可以同步

测量声场中同一点处的声波质点振速和声压[2]。文献

[3]采用声矢量传感器构成了一种新型的气流速度测

量方法，它可以利用声矢量传感器的测量值计算气

流速度，再根据测量装置所在的机体表面形状及飞

行姿态进行解算，可由气流速度成功导出飞行器的

空速。它的缺点在于仅采用单个声矢量传感器来测

量气流速度，使得系统在抗干扰能力和测量精度上

难以满足实际要求。文献[4]则建立了声矢量传感器

阵列输出数据与气流速度之间的数学模型，并研究

了一种数据缺失情形下的气流速度估计算法，此算

法可以有效提高气流速度的估计精度。然而，前面

提出的气流速度测量模型和算法都只适用于亚音速

气流速度的估计，难以满足超音速飞行器的使用要

求。针对超音速气流速度测量问题，文献[5]提出了

一种声波在超音速气流中传播的分析方法
   

等效

声源法，并由此近似求得马赫锥内一点的质点振速

表达式，建立了基于声矢量传感器的信号输出模型，

但是该模型只适用于超音速气流速度测量。为此，

本文基于声传感器，提出了一种能同时适用于亚音

速和超音速气流速度测量的新方法。该方法综合考

虑了亚音速和超音速两种状态下气流流动的差异，

建立了统一的跨音速测量模型，从原理上，实现了

从亚音速到高超音速整个范围内气流速度的统一测

量。 
前面提到的气流速度估计算法都是基于多快拍

采样数据的方法，而在实际应用中，由于飞行器作

复杂机动飞行动作，以及气流环境本身复杂多变等

因素的影响，使得待测气流速度可能是实时变化的。

这时，只有少数快拍甚至单快拍数据可以利用。虽

然文献[6]提出的基于鲁棒H∞ 滤波的气流速度估计

算法只需单快拍采样数据，但该算法无法用于超音

速气流速度测量。本文在建立统一的跨音速测量模

型的基础上，提出了一种基于稀疏协方差矩阵迭代

的单快拍气流速度估计算法。此算法只需单快拍采

样数据就可以对亚音速和超音速气流进行统一测

量，这样不仅节省了数据存储空间，而且能实现对

快变气流速度的跟踪测量。 

2 阵列接收模型 

气流速度测量装置如图 1 所示，管路内径为D ，

一般可要求D 在1 2 cm∼ 范围内，整个管路测量装

置可以嵌入式安装在飞机机头或机翼前缘。在管路

内剖面建立 xOy 直角坐标系。在坐标原点 O 处安装

一个声波发射换能器，在管路内壁正上方平行于 x
轴方向布置L 个声波接收换能器，分别编号 1,2," , 
L，设第 l ( 1,2, ,l L= " )个接收换能器相对于发射换

能器的方位角为 lθ ，则 ( /2, /2)lθ π π∈ − (从 y轴测量)。 
如图 1 所示，设声波波阵面由发射换能器到达

第 l 个接收换能器的传播距离为 lR ，则 /lR D=  

cos lθ 。假设来流从 x 轴正向吹来。当气流速度 0v =

时，声波波阵面由发射换能器发射到达第 l 个接收换

能器的传播时间为 

 

图 1 测量装置剖面图 
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其中，c 为声波传播速度。当 0 v c< < 时，对应亚

音速情形，声波波阵面传播时间变为 
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,
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当v c≥ 时，对应超音速情形。这时，波阵面一

方面扩展，一方面顺流而下，所有波阵面被挤压而

聚集在一个被称为马赫锥的锥面内。马赫锥的半顶

角与气流速度之间有如下关系： 
sin /c vα =                (3) 

式中α称为马赫角。只有当接收换能器位于 y 轴的

左半平面且方位角满足 /2 lπ θ α+ < 时，换能器才能

接收到声波信号，且声波波阵面由发射换能器传播

到该接收换能器的时间为 

sup
,   ,

( sin )cos 2 2l l
l l

D
c v

π π
τ θ α

θ θ
⎛ ⎞⎟⎜= ∈ − − + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠−

 (4) 

由 /2 lπ θ α+ < 得 cos /l c vθ < ， 则 有 /v c<  

cos lθ 。这个不等式给出了方位角为 lθ 的接收换能器

可测量到的超音速气流速度的上界。当待测气流速

度 / cos lv c θ≥ 时，该接收换能器将接收不到发射的

声波。 

以下在建立接收换能器基阵的阵列接收模型

时，假设在速度为 v 的气流作用下，L 个接收换能

器都能接收到发射换能器发射的声波信号。考虑发

射换能器发射一个连续单频声波信号 ( )s t =  
( ( ))j t tAe ω ϕ+ ，则第 ( 1,2, , )l l L= " 个接收换能器的接收

信号可以表示为 
( ( ))( ) ( ) ( ),  1,2, ,lj t t

l s l
l

A
x t t e n t l L

R
ω ωτ ϕσ − += + = " (5) 
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式中，A 为发射换能器发射的声波信号的幅值，

2 fω π= , f 为声波信号的频率， ( )tϕ 为在区间

[0,2 ]π 之间均匀分布的随机相位。 ( )s tσ 为零均值，

单位方差复高斯随机过程，“ i ”表示取复数模值。

( )ln t 为第 l 个接收换能器上的零均值，方差为 lσ 的

加性复高斯白噪声。假设信号与噪声互不相关，以

1( )x t 为参照，将式(5)变换得 

11
1( ) ( ) ( ),   1,2, ,lj D

l l
l

R
x t e s t n t l L

R
ω−= + = "  (6) 

式中， 1( )s t 表示第 1 个接收阵元接收的声波信号。

1 1l lD τ τ= − 为声波到达接收换能器 1 和 l 的延时差

值，其中包含了待估计的气流速度信息 v , 1/ lR R 为

相应接收信号的幅度比值。将各个接收换能器的接

收信号联立起来，可得到接收换能器基阵的阵列输

出模型。 

1( ) ( ) ( ) ( )t v s t t= +x a n            (7) 

式 中 ， T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Lt x t x t x t=x " , 1( ) [1,( /v R=a  

21 1 T
2 1) , ,( / ) ]Lj D j D

LR e R R eω ω− −" 为接收换能器基阵的

1L× 维阵列流形矢量， T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Lt n t n t n t=n "

为加性噪声矢量。 

3 稀疏协方差矩阵迭代的单快拍气流速度

估计算法 

3.1 协方差矩阵的稀疏表示 
将待处理的气流速度范围V 进行N 次均匀网

格划分 1 2{ , , , }Nv v v" ，假设网格划分密度足够大，

以至于真实的气流速度v 始终可以落在其中某一网

格上，则可得如下稀疏表示模型 
( ) ( ) ( )t t t= +x nΦα             (8) 

式中， 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Nv v v= a a a"Φ 为L N× 维稀疏基

矩阵， ( )nva 表示第n 个网格对应的阵列流形矢量。

( )tα 为 1N × 维稀疏信号矢量。应注意的是，由于在

亚音速气流作用下 y 轴左、右两端的接收换能器都

可以接收到发射的声波信号，而在超音速情形下，

只有 y 轴左半平面的接收换能器才可以接收到声

波，因此，两种情形下气流速度范围的网格划分应

分开考虑。在亚音速时，只需对整个亚音速域 [0, )c 进

行均匀网格划分；在超音速时，只需对超音速域

[ , / cos )lc c θ ,( 0lθ < )进行均匀网格划分，而无需对整

个超音速域进行划分，这里 l 表示在待测超音速气流

作用下可用的接收阵元个数。 
一旦求出了 ( )tα 的最稀疏解 l( )tα ，则 l( )tα 的归

一化稀疏谱的谱峰对齐的速度网格就是当前气流速

度的估计值 v�。目前，求解 ( )tα 的最稀疏解使用最

广泛的方法是 1l -范数最小化稀疏恢复方法。该方法

将 1l -范数最小化问题转化为二阶锥规划问题的一般

形式，并在二阶锥规划框架下求解。但在实际测量

气流速度时，速度网格划分的数量级将达到 310 ，这

将明显降低二阶锥规划求解速度。同时，在很多情

况下对正则化参数β 的准确选择是很困难的。 
下面提出的稀疏协方差矩阵迭代的单快拍气流

速度估计算法将极大地解决上述这些问题。设 ( )tn
内各个分量互不相关，则 H

1E[ ( ) ( )] diag[ ,t t σ=n n  

, ]Lσ" 。假设稀疏信号矢量 ( )tα 与 ( )tn 不相关，且

( )tα 内各个分量也互不相关，则有阵列接收数据的

稀疏协方差矩阵 
H

1

1 1

defH H
1

E[ ( ) ( )] [ ( ), , ( ), ]

      diag[ , , , , , ]

    [ ( ), , ( ), ]

N L

N L

N L

t t v v

p p

v v

σ σ

= =

⋅

⋅ =

R x x a a I

a a I APA

"

" "

"     (9) 

式中， *E[ ( ) ( )]n n np t tα α= 表示 ( )tα 中第n 个分量的

信号功率， LI 为L L× 维单位阵。 
def

1

def
1 +1 +

[ ( ), , ( ), ]

 [ , , , , , ]

N L

N N N L

v v=

=

A a a I

a a a a

"

" "          (10) 
def

1 1

def
1 1

diag[ , , , , , ]

 diag[ , , , , , ]

N L

N N N L

p p

p p p p

σ σ

+ +

=

=

P " "

" "      (11) 

于是 

H

1

N L

n n n
n

p
+

=

= ∑R a a             (12) 

本文提出的稀疏协方差矩阵迭代的气流速度估

计算法就是利用单快拍阵列接收数据，通过迭代算

法来估计功率矩阵P的对角元素， 1{ }N
n np = 中最大元

素的下标即为真实气流速度 v 在网格中的位置下

标，由此来实现气流速度的估计。 
3.2 单快拍气流速度估计算法 

对于单快拍阵列接收数据 ( )tx ，有如下协方差

矩阵拟合准则[7] 

l 21/2

F
min min ( )f −= −
R R

R R R       (13) 

式中， l H( ) ( )t t=R x x 为 t 时刻阵列采样协方差矩阵，

Fi 表示矩阵 Frobenius 范数。又 
l

l l l

21/2

F

1

( )

tr( ) tr( ) 2 tr( )

f −

−

= −

= + −

R R R

RR R R R      (14) 

其中， tr( )i 表示求矩阵的迹，且由式(12)可得 

l( ) 2

1

tr( ) tr
N L

n n
n

E p
+

=

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦ ∑R R a       (15) 

同时考虑到协方差矩阵拟合准则式(13)中目标

函数 f 的自变量是R , lR可作为常量处理，则目标函

数 f 的最小化可以等效为式(16)所示的目标函数 g

的最小化问题： 
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l l( ) 21

1

tr
N L

n n
n

g p
+

−

=

= + ∑RR R a       (16) 

    由式(15)可知，
2

1

N L
n nn

p
+

=∑ a 的一致估计是 

ltr( )R ，则无约束优化问题式(13)可转化为式(17)的
含约束的优化问题形式： 

l l

l

1

{ 0}
1

2

min tr( ), s.t. 1,

        tr( )

n

N L

n n
p

n

n n

w p

w

+
−

≥
=

=

=

∑RR R

a R     (17) 

其证明过程类似于文献[8]，本文不再赘述。为

了节省计算量，这里参照文献[8]转而求解一个与优

化问题式(17)相关的优化问题来间接求优化问题式

(17)的最优解，则归纳出 SCMISS 算法的更新公式： 
lH 1

1
1/2

( )
,   1,2, ,

( )

ni i
n n

n

i
p p n N L

w iρ

−
+ = = +

a R R
"   (18) 

l1/2 H 1

1

( ) ( )
N L

i
m m m

m

i w p iρ
+

−

=

= ∑ a R R             (19) 

其中，i 表示算法迭代次数， ( )iR 表示由 1{ }i N L
n np +

= 构

造的稀疏协方差矩阵。算法初始功率取值可采用周

期图法得到的估计值，其估计公式为 l0 H /n n np = a Ra  
4

na , 1,2, ,n N L= +" 。 

本文算法与文献[7]中所述方法的主要区别有两

点：(1)在应用场合方面，本文算法可以应用到部分

测量数据缺失的场合；而文献[7]算法仅适用于具有

完整测量数据的场合。对于不同的待估计气流速度，

有效的接收阵元个数会有所变化。因此，有效的测

量数据是随着气流速度动态变化的。如果将文献[7]

中的算法直接用于本文的气流速度估计，会因有些

测量数据的缺失而导致估计性能严重下降甚至算法

失效。而本文算法解决了在测量数据缺失的场合下

参数估计问题。(2)在网格划分方面，本文采用了动

态网格划分方法，而文献[7]采用的是静态网格划分

方法。本文算法在气流速度范围进行网格划分时，

充分考虑了亚音速和超音速阶段的气流流动差异，

采用了动态网格划分方法。这样既保证了算法的估

计精度，又有效降低算法的计算复杂度。 

4 算法性能分析 

4.1 CRB 推导 
由给出的阵列输出模型式(7)可知，观测信号

( )tx 符合复高斯随机分布，记为 ( ) ( , )xtx R∼ CN μ ，

其中 xR 和μ分别表示观测矢量 ( )tx 的L L× 维协方

差矩阵和 1L× 维均值矢量，且 =μ 0 , 2( /x A=R  
2 H
1 1 2) ( ) ( ) diag[ , , , ]LR v v σ σ σ+a a " 。定义未知的实值

参数矢量 T T[ , ]v=η σ ，其中 T
1 2[ , , , ]Lσ σ σ= "σ ，则

关于参数矢量η的 Fisher 信息矩阵的第( , )i j 个元素

可表示为[9] 

[ ] 1 1
,

FIM( ) tr x x
x xi j

i jη η
− −

⎧ ⎫⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

R R
R Rη     (20) 

式中， iη 表示矢量η的第 i 个元素。在实际应用中，

一般只关注气流速度 v ，其他参数为多余参数，且

气流速度 v 与其他参数不是互耦的，则关于气流速

度v 的 Fisher 信息函数为 

[ ] { }1 1
1,1

FIM( ) FIM( ) tr x x
x xv

v v
− −∂ ∂

= =
∂ ∂
R R

R Rη  (21) 

故相对于气流速度v 的 CRB 为 
1

CRB( )
FIM( )

v
v

=           (22) 

4.2 计算量分析与比较 
下面分析 SCMISS 算法的计算量，并与 1l -范数

最小化方法作比较。 1l -范数最小化方法一般是在二

阶锥规划的框架下采用内点法来求最优解，其计算

复杂度为 3( )O N [10]。设 MDN 表示复数乘和除的次

数，由于 SCMISS 算法计算量主要集中于功率迭代

更新计算中，因此通过分析迭代更新的计算量可以

得到该算法的计算复杂度。在每次迭代的第 1 步中： 
计算 ( )iR 共需要 2

1 2 ( )L N Lη = + 次 MDN；计

算 1( )i−R 需要 32 /3L 次 MDN，计算 l H( ) ( )t t=R x x 需

要 2L 次 MDN，计算 lH 1( )n i−a R R需要 22L 次 MDN，

因此计算 lH 1|| ( ) ||n i−a R R 共需要 3 2
2 2 /3 4L Lη = + 次

MDN ； 计 算 lH 1 1/2|| ( ) ||/[ ( )], 1,2, ,i
n n np i w i nρ− =a R R "  

N L+ 共需要 3 3( )N Lη = + 次 MDN 。因此，

SCMISS 算法每次迭代的第 1 步所需的 MDN 次数

近似为 
3 2

1 2 3=8 /3+(2 4) 3( )L N L N Lη η η η= + + + + + (23) 

每次迭代的 2 步所需的 MDN 次数为 
N Lη = +               (24) 

设算法达到要求的估计精度所需迭代次数为

nc ，则 SCMISS 算法中迭代更新计算所需的 MDN
总次数大致为 

SCMISS

2 3 2

( )

        [(2 4) 8 /3 4 4 ]

n

n

c

L N L L L c

η η η= +

= + + + +   (25) 

由于接收换能器基阵阵元数 L 数量级一般为

10，而速度网格划分数N 的数量级高达 310 ，同时

SCMISS算法一般经过不超过 15次迭代即可得到很

高精度的全局最优解，因此，SCMISS 算法的计算

复杂度明显低于 1l -范数最小化方法，从而具有更好

的实时性。 

5 仿真实验 

考虑到管路测量装置是拟用于机载嵌入式大气

数据传感系统，设管路内径 1.5 cmD = ，静止声场
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中的声速 340 m/sc = ，发射换能器发射的声波信号

频率取 6.8 kHz。SCMISS 算法和 L1-Min 算法速度

网格划分间隔均取 1 m/s。在如下各组实验中，L1- 
Min 算法正则化参数的选择依据是：选择正则化参

数β ，使得 ( )t β≥n 以一个较小的概率成立，从而

使残留量 ( ) ( )t t−x Φα 与噪声范数的期望尽量匹

配，具体参考文献[10]。 
实验 1  亚音速情形下的算法统计性能实验。

在均匀稳定气流中发射换能器发射一单频声波信号

入射到由 10 个接收换能器构成的基阵，各阵元方位

角分别为 [ 88 , 80 , 70 , 60 , 50 ,50 ,60 ,= − − − − −D D D D D D Dθ  
T70 , 80 , 88 ]D D D 。亚音速气流速度 240 m/sv = ，对单

快拍阵列观测数据分别采用 SCMISS 算法、L1-Min
算法和鲁棒H∞滤波气流速度估计算法[6]进行 100次
Monte Carlo 仿真实验，得到气流速度估计v�的均方

根误差(Root-Mean-Square Error, RMSE)随信噪比

的变化曲线，如图 2 所示。由图 2 可以看出，本文

提出的 SCMISS 算法的估计精度明显高于另外两种

算法，且当信噪比高于 2.5 dB 时，算法对气流速度

估计误差的方差接近 CRB，说明此时估计误差接近

于最小值。 
实验 2  超音速情形下的算法统计性能。取 7

个接收换能器构成的基阵，且各阵元的方位角为
T[ 88 , 87 , 86 , 85 , 82 , 80 , 78 ]= − − − − − − −D D D D D D Dθ 。设超

音速气流速度 500 m/sv = ，分别采用 SCMISS 算 

法和L1-Min算法进行 50次Monte Carlo仿真实验， 
得到气流速度估计 v�的 RMSE 随信噪比的变化曲

线，如图 3 所示。由图 3 可以看出，采用这两种算

法估计的气流速度v�的 RMSE 随着信噪比的增大，

与 CRB 越来越接近，说明算法对气流速度的估计精

度越来越高。其中，本文提出的 SCMISS 算法的估

计精度要高于 L1-Min 算法。 
实验 3  容错性实验。假设接收换能器基阵的

第 2 个阵元失效，则 2( ) 0x t = 。亚音速气流速度v =  

240 m/s , SNR 7.5 dB= ，图 4(a)给出了气流速度

估计的归一化稀疏功率谱图。图 4(b)为无阵元失效

时的稀疏功率谱图。图 4(c)给出了在速度为 v =  

1435 m/s 的超音速气流作用下，气流速度估计的稀

疏功率谱图。从图 4 可以发现，当接收换能器基阵

的某个阵元失效时，本文算法仍可以对亚音速气流

速度进行有效估计，但无法正确估计出超音速气流

速度。 

6 结论 

本文建立了稳定气流作用下声传感器阵列的输

出模型，提出了一种基于稀疏协方差矩阵迭代的单

快拍气流速度估计算法(SCMISS)，分析了 SCMISS
算法的计算量，并与 L1-Min 算法的计算量进行了

比较，推导了气流速度估计的 CRB 表达式。理论分

析和仿真实验表明：本文提出的 SCMISS 算法可同 

 

图 2 气流速度估计的 RMSE 随信噪比变化曲线         图 3 气流速度估计的 RMSE 随信噪比变化曲线 

 

图 4 气流速度估计的稀疏功率谱图 
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时适用于亚音速和超音速气流速度的高精度估计；

当某个接收阵元失效时，算法仍可以对亚音速气流

速度进行有效估计；SCMISS 算法比 L1-Min 算法具

有更低的计算量。 
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