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基于投影法的不确定分数阶混沌系统自适应同步 
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摘  要：针对一类具有未知参数、未知非线性函数及外部扰动的分数阶混沌系统，基于分数阶系统稳定性理论和

Lyapunov 稳定性理论，该文提出一种基于滑模自适应和投影法的同步控制策略。首先选取一类稳定的分数阶积分

滑模面，运用自适应技术对不确定项进行估计，设计了同步控制器。然后对自适应设计中容易出现的增长型自适应

律运用投影法进行修正，以保证参数有界，从而也保证控制输入有界。最后数值仿真证明了所设计控制器的正确性

和有效性。 
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Abstract: Based on the stability theory of fractional-order system and Lyapunov stability theory, and using the 

sliding mode adaptive control and projective method, a synchronization control strategy is proposed for a class of 

fractional-order chaotic systems with uncertain parameters, uncertain nonlinear functions and external 

disturbances. A stable fractional-order integral sliding surface is selected and the adaptive laws are designed to 

estimate the uncertainties, consequently, the synchronization controller is obtained. Then, the projective method is 

introduced to modify above basic adaptive laws to prevent the adaptive parameters from diverging to infinite, thus, 

the boundedness of the control inputs is guaranteed. Finally, the numerical simulation result is presented to show 

the effectiveness and applicability of the proposed control strategy. 
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1  引言  
自 90 年代初，美国海军实验室的学者 Pecra 和

Carrol 在电子线路的设计实验中实现了混沌同步[1]

以来，由于其巨大的应用潜力，混沌同步的研究引

起了国内外学者空前的兴趣。在过去的二十年中，

混沌系统的同步研究得到了长足的发展，多种同步

方法被提出来[2, 3]，各种先进的控制理论被人们引入

混沌同步控制中，所研究的对象从理想的混沌系统

模型到具有不确性的混沌模型，在理论上几乎已经

完备，并且这些控制方法已在保密通信等实际工程

领域得到了广泛应用，并获得了很好的效果。但是

随着研究的深入，学者们也逐渐碰到一些新的问题，

在很多工程领域，系统的数学模型所表现出的混沌

特性不仅是整数阶的，同时也有分数阶的[4]，并且分
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数阶系统的混沌特性要远比整数阶次时复杂，其不

仅具有整数阶混沌系统固有的混沌特性同时也具有

分数阶系统相关的一些特性，因此其在工程领域特

别是在保密通信领域中的应用潜力更加巨大，这样

就有了要对分数阶混沌系统进行同步控制的新课

题。 
当前，绝大多数对分数阶混沌同步进行理论研

究的文献中，研究的对象模型大多精确已知，或者

仅存在简单的参数未知或外部扰动的情况，在进行

控制器设计的时候作者也往往要求有不确定项上界

已知等种种约束条件。但是在实际控制中，系统的

不确定性绝不仅仅只有未知参数那么简单，比如在

保密通信[5]，图像加密[6]，生物工程[7]等领域，系统

往往存在多种不确定性，这些不确定性将为系统的同

步控制带来不可预计的影响，并且这些不确定项的上

界信息绝大多数情况下是不可能为设计者所掌握的。 
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自适应控制对不确定性的处理有其独有的优 
势[8,9]，但是，设计者们也常看到这样一些现象，有

些设计的参数自适应律理论上虽然能够使得对象系

统稳定，但在实际控制过程中由于扰动的影响却容

易发生自适应参数发散，这就是通常被称之为的增

长型自适应律。这种自适应律在实际控制中会随着

时间导致控制量无界，而这种情况在控制设计中是

令人无法接受的。例如文献[10-12]等一大类采用自

适应技术实现混沌同步的控制器设计中都出现了这

样的问题，而这种情况目前还并没有引起相关学者

的重视。投影法[13]采用对参数设置约束集的办法，

可将参数向量限制在约束集内，保证自适应参数的

有界性。 
本文的目的就是在运用自适应控制方法实现不

确定分数阶混沌系统同步后，采用投影法对基本的

自适应律进行修正，以保证参数有界，解决增长型

自适应律存在的参数无界问题，以增强混沌同步方

法的实用性。 

2  问题描述和模型建立 

考虑式(1)所示的分数阶混沌系统： 
( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ,D t t t= + +Δ + xx F x f x f x dα θt t   (1) 

式中 1

0

1
( )= ( ) ( )d

( )

t
D t t τ τ τ−−

Γ ∫x xα α

α
表示 Riemann- 

 Liouville 分数阶导数[14]， ( )Γ i 是 Gamma 函数，阶

次 T
1 2( , , , )nα α α= "α , (0,1)iα ∈ , (1,2, , )i n= " ; 

( ) nt R∈x 为驱动系统的状态向量； 1( , ) n mt R ×∈F x 为

函数矩阵； 1mR∈θ 为未知的参数向量， ( , ) nt R∈f x
为已知的函数向量；Δ ( ), nt R∈f x 为系统未知有界的函

数向量； ( ) nt R∈xd 为驱动系统未知有界的外部扰动。 
现将式(1)作为驱动系统，构建相应具有控制输

入的响应系统： 
( )= ( , ) + ( , )+ ( , )+ ( )+ ( )D t t t t t tΔ yy G y g y g y d uα δ   (2) 

式中 ( ) nt R∈y 为响应系统的状态向量； ( , )tG y 为适

当维数函数矩阵； 2mR∈δ 为未知的参数向量，

( , ) nt R∈g y 是已知光滑向量函数；Δ ( ), nt R∈g y 为未

知有界的向量函数； ( ) nt R∈yd 为未知有界的外部扰

动； ( )tu 为待设计的控制输入。 
定义驱动系统与响应系统的误差 ( )= ( ) ( )t t t−e y x ，

本文的目的就是设计控制器 ( )tu ，使得当 t → ∞ 时

有 ( ) 0t =e ，即驱动系统与响应系统达到完全同步。 
考虑驱动式(1)和响应式(2)，分数阶同步误差系

统方程为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( , ) + ( , )+ ( , )+ ( )+ ( )

 ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

 ( , ) , ( )

D t t t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

= Δ

− − −Δ −

= − + −

+Δ −Δ + +

y

x

e G y g y g y d u

F x f x f x d

G y F x g y f x

g y f x d u

α δ

θ

δ θ

 (3) 

其中 ( ) ( ) ( )t t t= −y xd d d 。 

3  自适应同步控制器设计 

为方便读者理解，在本节先对文献[15]所做的工

作做简单的介绍。 

选取如式(4)所示的滑模面： 

0

( )d
t

D τ τ−= + ∫s e Ceα 1           (4) 

式中 nR∈s , nR∈e , n nR ×∈C 。 
对式(4)两边关于时间求导： 

D= +s e Ce� α              (5) 

由滑模面开始滑模运动条件 =s 0 和 =s� 0 ，及

分数阶系统稳定性条件[16]可知，当选取合适的矩阵

C ，式(5)将是渐近稳定性的，也即 0=s 时有

0→e ，并且C 的选取将决定 0→e 的速度。 
假设 1  系统非线性不确定项和外部干扰均有

界，且满足 

1

2

*
1

*
2

( )

( )

d

d

ε

ε
∞

∞

∞

∞

⎫Δ ≤ ⎪⎪⎪⎪⎪Δ ≤ ⎪⎪⎪⎬⎪≤ ⎪⎪⎪⎪⎪≤ ⎪⎪⎭

x

y

f x

g y

d

d

             (6) 

式中 1ε , 2ε , *
1d , *

2d 为非负常数，那么对任意时间 t

总是存在一个正常数 ρ满足 

* *
1 2 1 2

( ) ( )

   ( ) ( )

  d dε ε ρ

∞

∞∞

Δ −Δ +

≤ Δ −Δ +

≤ + + + ≤

g y f x d

g y f x d

      (7) 

假设 2  未知参数向量 δ和θ是定常的或是慢

时变的。 
设计如式(8)所示的控制律： 

ˆ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

       

ˆ

ˆsgn( ) ( ) ( ( ))

t t t t t

k t t tρ

= − + − +

− − −

u G y F x g y f x

s Ce s

δ θ

   (8) 

式中�δ和�θ分别为未知参数向量δ和θ的估计； ρ�是
常数 ρ的估计；k 为大于零的反馈增益常数。 

选取参数自适应律： 
T

1

T
2

3 1

( , ) ( )

ˆ ( , ) ( )

ˆ ( )

ˆ t t

t t

t

μ

μ

ρ μ

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪= − ⎬⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎭

G y s

F x s

s�

�

�θ

δ

            (9) 

式中 1μ , 2μ , 3μ 为设计权重，且为正常数。 

将式(8)代入式(3)可得误差系统方程为 

( ) ( ) ( ) ( )

        sgn( )

D

k ρ

= − +Δ −Δ

+ − − −

e G y F x g y f x

d s s Ce

� �

�

α δ θ

    (10) 

将式(10)代入式(5)可得 
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( ) ( ) ( ) ( )

ˆ     sgn( )k ρ

= − +Δ −Δ

+ − −

s G y F x g y f x

d s s

� �� δ θ

     (11) 

式中 ˆ= −�δ δ δ， ˆ= −�θ θ θ 。 
综合以上分析，有如下定理存在。 
定理 1  在同步控制律式(8)和自适应律式(9)的

作用下，误差式(3)将渐近收敛到滑模面 0=s 上，

即驱动系统式(1)和响应系统式(2)达到完全同步。 
定理 1 的证明过程参见文献[15]。 
分析基本自适应律式(9)，以 ρ̂�为例，本文注意

到 3ˆ 0ρ μ= ≥s� ，这意味着 ρ̂�为典型的增长型自适

应律，即只要有 0≠s , ρ̂就是增加的，而对于实际

的滑模控制而言，由于有扰动的影响，是不容易做

到绝对的 0=s 的，因此随着时间累积， ρ̂会逐渐

发散，根据控制量的表达式(8)，可知这将会造成

( )t → ∞u ，很显然对于这样的结果是无法让人接受

的，因此必须对自适应律进行修正来保证参数的有

界性。 

4  参数投影法修正自适应律 

由V 的定义知 δ̂ , θ̂ , ρ̂有界，又由前文的分析

知，基本的自适应律式(9)并不一定能保证参数 δ̂ , θ̂
和 ρ̂有界。分析式(8)，如果 δ̂ , θ̂或 ρ̂发散，则必然

导致控制量 ( )tu 也发散，从而导致 ( )tu 无界。因此，

要切实得到一个稳定的系统和可实现的控制输入，

必须要对可能造成发散的自适应律进行修正[17,18]，保

证参数有界。 
定义 δ̂ , θ̂ , ρ̂的约束集 δΩ� , θΩ�和 ρΩ�为 

{ }M2
ˆ

ˆˆ mR δδΩ = ∈ ≤δ δ          (12) 

{ }M1ˆ ˆmR θθΩ = ∈ ≤� θθ          (13) 

{ }Mˆ ˆ ˆρ ρΩ ρ ρ= ≤               (14) 

式中Mδ , Mθ , Mρ 均为常数，它们的值将依据对应

的不确定项的变化范围来给出。 
修正自适应律见式 (15)～式 (17)可以保证

ˆ
ˆ

δΩ∈δ , ˆ
ˆ

θΩ∈θ 和 ˆˆ ρρ Ω∈  

( )

( )

M M

M

T T T
1

T
T T T T

1 1 2

,    = 0

ˆ ˆ
ˆ ,  

ˆ

ˆ= 0

δ δ

δ

μ

μ μ

⎧⎪ < ≤⎪⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪ − >⎪⎪⎪⎪⎪⎩

G s G s

G s G s G s

� �

�
�

�

或 且

且

δ δ

δ δ
δ δ δ
δ

δ

 (15) 

( )

( )T

M M

M

T T T
2

T
T T T

2 2 2

ˆ, = 0

ˆ ˆ
ˆ, = 0

ˆ

θ θ

θ

μ

μ μ

⎧⎪− < ≥⎪⎪⎪⎪⎪= ⎨⎪− + <⎪⎪⎪⎪⎪⎩

F s F s

F s F s F s

� �
�

� �

或 且

且

θ θ θ

θ θ
θ θ θ
θ

 (16) 

M

M

3ˆ ,,  
ˆ

ˆ 0,         

ˆ

ˆ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ μ
ρ

ρ

⎧⎪ = <⎪⎪= ⎨⎪ = =⎪⎪⎩

s�
�

�          (17) 

定理 2[13]  设约束集 δ̂Ω , θ̂Ω 和 ρ̂Ω 的定义由式

(12)～式(14)给出。假如参数的初始值满足 ˆ(̂0) δΩ∈δ , 

ˆ(̂0) θΩ∈θ 和 ˆ(̂0) ρρ Ω∈ ，则对任意时间 0t ≥ ，自适应

律式(15)～式(17)能够保证 ˆ(̂ )t δΩ∈δ , ˆ(̂ )t θΩ∈θ ，

(̂ )tρ ρ̂Ω∈ 。 
证明 为证明经过修正后的自适应律能够保证

参数有界，即 Mˆ
δ≤δ ，选择 Lyapunov 函数：Vδ =  

T
(1/2)� �δ δ 。当式(15)第 1 行条件成立，如果有

Mˆ
δ≤δ ，则：要么 Mˆ

δ<δ ,要么 Mˆ
δ=δ ，且

T T
1
ˆVδ μ= G s� δ 0≤ 。因此，在这种情况下，可以得

到 Mˆ
δ≤δ ；当式 (15)第 2 行条件成立，则有

Mˆ
δ=δ 和 Vδ =�  

TTT T T
1 1 2

ˆ
ˆ ˆ

ˆ
μ μ−G s G� iδ

δ δ
δ

δ   

0=s 。因此，在这种情况下， Mˆ
δ≤δ 成立。这是

因为初始条件 M(̂0) δ≤δ ，对所有的 0t ≥ ，都有

M(̂ )t δ≤δ 。同理可以证明，对于所有的 0t ≥ ，都

有 M(̂ )t θ≤θ 和 M(̂ )t ρρ ≤ 。               证毕 

定理 3  在同步控制律式(8)和修正自适应律式

(15)~式(17)的作用下，驱动系统式(1)和响应系统式

(2)将达到完全同步。 

证明 选择如式(18)所示的 Lyapunov 函数： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

TT

1

T 2

2 3

1 1
+

2 2
1 1

     
2 2

V
μ

ρ ρ
μ μ

= − −

+ − − + −

s s

�

�

�

�

�

δ

θ θ

δ

θ

δ δ

θ    (18) 

对等式两边关于时间求导，并将式(11)和修正自

适应律式(15)~式(17)代入可得 

( ) ( )

( )

T

T

T
T T* *

2 2

*

T T T

T T

1

T
1( )

     

     

V

I I

I

δ θ

ρ ρ

ρ ρ

ρ

− + −=

+ − − −

+ −

−s s G s F s s

G s F s

s

� � �

��

� �

��� �
�

�

�
θθ

δ θ

δδ
δ δ

δ
θ θ

θ

(19) 

式(19)中 *Iδ , *Iθ 和
*Iρ 的取值为 0 或 1，当取 0

时表示修正自适应律式(15)~式(17)第 1 行条件成

立，当取 1 时表示第 2 行条件成立。现在分两种情

况来进行讨论，当 * * * 0I I Iδ θ ρ= = = ，即第 1 行条件

得到满足，式(19)变为 

( )TT T
1

T T
V ρ ρ− + −= −s s G s F s s� � � � �δ θ     (20) 

将式(11)代入式(20)可得 
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(
)

( )

T TT T
1

T TT T2
1 1 1

T

2

T

T T

= ( )

  

( )

  

( ) ( ) ( )

sgn( ) ( )

( ) ( ) ( )+

ˆk

V k

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

− +Δ −Δ + −

− − + − −

= − + Δ −Δ

− − − + − +

F x g y f x d s

s G s F s s

F x g y f x d

s s G s

s G y

s G y s s

F s s s

�

� � �

�

� �

� �

�

�

�

θδ

θδ

δ θ

δ θ  

由于
TT T( ) ( )=s G y G y s� �δ δ ; 

TT T( ) ( )=s F x F x s� �θ θ ，

并由条件式(7)和范数不等式 2 1∞ ≤ ≤i i i 可得 
T 2

12

2
12

2 2
1 12 2

( ( ) ( ) )

( ) ( )

0

V k

k

k k

ρ

ρ

ρ ρ

∞∞

= Δ −Δ + − −

≤ Δ −Δ + − −

≤ − − = − ≤

s g y f x d s s

g y f x d s s s

s s s s

�

 

这个过程在定理 1，即文献[15]中已经得到了证

明；当 * * * 1I I Iδ θ ρ= = = ，即式(15)~式(17)第 2 行条

件得到满足，本文只需证明式(19)右边最后 3 项为负 

即可得到结论。当 * 1Iδ = ，即表示满足条件： = Mˆ
δδ

和 T T
1
ˆ 0μ >G sδ ，由于 = Mˆ

δ ≥δ δ ，那么很容易

可以推得 ( )2 22T 1
( ) 0

2
− = − − − <� � �δ δ δ δ δ δ δ ，从

而容易证明

T
* T T

2( ) 0Iδ − <G s
���
�
δδ

δ δ
δ

，同理可以证明

T
T

* T
2( ) 0Iθ− − <F s

���
�
θθ

θ θ
θ

；当 * 1Iρ = 时，由于 ˆρ ρ< ， 

则有 * ˆ( ) 0Iρ ρ ρ− <s ；从而可推得 0V ≤� 。 
综合以上分析， *Iδ , *Iθ , *Iρ 的取值除以上两种

组合外，其他组合均可推得 2
2 0V k ≤≤− s� 。 

进一步结合文献 [15]的稳定性证明，结合

Barbalat 引理[19]可知结论成立。             证毕 

5  数值仿真与分析 

本文采用如下对象模型进行仿真验证，并采用

预估-校正算法进行分数阶微分方程的解析运算。 
以不确定分数阶 Chen 系统作为驱动系统： 

2 1

1 1 2 1 3

1 23

1 2

1 2

0 0 0

0

0 0
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当 0.9iα = , (1,2, 3)i = ，未知参数 35a = , 3b = , 

28c = 时，驱动系统表现出混沌状态。 

选取不确定分数阶 Rössler 系统增加控制输入

构建响应系统： 
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当 0.9iα = , (1,2, 3)i = ,未知参数 0.4m = , 0.2p = , 

10r = 时，响应系统表现出混沌状态，其混沌相图

见图 1。 

给定驱动系统和响应系统的初始值为 T(2, 4,1)

和 T( 4, 3,2)− − ，为简单起见取矩阵 =C I ，设计参

数 1 10μ = , 2 20μ = , 3 10μ = , 2k = 。根据给定的

驱动系统，对不确定项取∞ -范数，可以得到未知项

的上界取值范围： * 1.4d ≥ , 1 0.2ε ≥ , 2 0.3ε ≥ 。预

设参数估计初值为 T(0) (0, 0, 0)=�θ , T(0) (0, 0, 0)=�δ , 

(̂0) 0.1ρ = ，并设定不确定项 ρ的约束集M 1.5ρ = ，

参数b 的约束集为M 3.3bδ = 。 

由定理 1 可知，误差系统在如下的控制器作用

下将稳定到零点。  

控制律： 
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基本自适应律： 
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上式中 Tˆ( , , )m p r=� � �δ ; ( , , )a b c Τ=� �� �θ 。 
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图 1 不确定分数阶 Rössler 系统混沌吸引子( 0.9α = ) 

由给出的模型条件，对系统进行数值仿真，仿

真结果如图 2~图 4 所示。图 2 为对定理 3 的仿真验 

证曲线，分析发现所设计的同步控制器可以在有限 

时间内实现对不确定分数阶混沌系统的同步，并且

参数自适应律可以较好地逼近真实值；图 3 为对基

本自适应律参数b 和参数 ρ应用投影法进行修正后

的效果，可以看到，这两个参数有效地被限制在了

所设定的约束集内；图 4 为采用投影法前后控制输

入的对比较果，为了进行清楚的比较，分别绘制了

控制量 1u 和 2u ，从图中可见，当未采用投影法时，

随时间积累，控制量慢慢增加，并逐渐发散，采用

投影法后， 1u 和 2u 被限制在一个有限范围内，为有

界控制，因而控制是可实现的。 

 

图 2 采用投影法前同步仿真曲线 

 

图 3 采用投影法后参数辨识结果 
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图 4 采用投影法前后控制输入对比曲线 

6  结束语 

本文对存在未知参数、非线性未知项和外部扰

动的分数阶混沌系统做了自适应同步研究，首先选

取了一类稳定的分数阶积分滑模面，然后对慢时变

的未知参数和不确定上界 ρ 设计了相应的自适应

律，接着设计了同步控制器，最后，为了防止自适

应参数发散，采用投影法对自适应律进行了修正。

参数 ρ̂是比较典型的增长型自适应律，从仿真情况

来看，经修正后的自适应律完全可以保证自适应参

数有界。 
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